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@ Motivacién
© Relaciones de Equivalencia
© Clases de Equivalencia

@ Clases de Equivalencia y Particiones

© Ejercicios
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Motivacion |

@ En algunos lenguajes de programacién, los nombres de las variables pueden
contener un nimero ilimitado de caracteres.

José de Je Ma C-BU Relaciones IV



Motivacion |

@ Sin embargo, existe un limite en el ndmero de caracteres que se comprueban
cuando un compilador determina si dos variables son iguales.
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Motivacion |

@ Por ejemplo, en C tradicional, el compilador solo verifica los primeros ocho
caracteres de un nombre de variable.
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Motivacion |

@ Estos caracteres son letras mayusculas o mintsculas, digitos o guiones bajos.
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Motivacion |

@ En consecuencia, el compilador considera las cadenas de mas de ocho
caracteres que coinciden en sus primeros ocho caracteres como iguales.
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Motivacion |

@ Sea R la relacién en el conjunto de cadenas de caracteres tal que sRt,
donde s y t son dos cadenas, si sy t tienen al menos ocho caracteres de
longitud y los primeros ocho caracteres de s y t concuerdan, o s = t.
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Motivacion |

@ Es facil ver que R es reflexiva, simétrica y transitiva.

José de Je Ma C-BU Relaciones IV



Motivacion |

@ Ademas, R divide el conjunto de todas las cadenas en clases, donde todas
las cadenas de una clase en particular son consideradas iguales por un
compilador de C.
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Motivacion Il

@ Los enteros a y b estdn relacionados por la relacién de “congruencia
mddulo 4" cuando 4 divide a — b.
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Motivacion Il

@ Mas adelante mostraremos que esta relacion es reflexiva, simétrica y
transitiva.
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Motivacion Il

@ No es dificil ver que a estd relacionado con b siy sblo si a y b tienen
el mismo resto cuando se dividen por 4.
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Motivacion Il

@ De ello se deduce que esta relaciéon divide el conjunto de nimeros
enteros en cuatro clases diferentes.
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Motivacion Il

@ Cuando sélo nos importa el resto que deja un entero cuando se divide
entre 4, sélo necesitamos saber en qué clase estd, no su valor
particular.
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Motivacion llI

@ Estas dos relaciones, R y congruencia médulo 4, son ejemplos de
relaciones de equivalencia, es decir, relaciones reflexivas, simétricas y
transitivas.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Motivacion llI

@ En esta secciéon mostraremos que tales relaciones dividen conjuntos en
clases disjuntas de elementos equivalentes.
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Motivacion llI

@ Las relaciones de equivalencia surgen siempre que nos preocupemos
sélo de si un elemento de un conjunto pertenece a una determinada
clase de elementos, en lugar de preocuparnos por su identidad

particular.

Relaciones IV
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Relaciones de Equivalencia |

@ En esta seccidén estudiaremos relaciones con una combinacién
particular de propiedades que les permite ser utilizadas para relacionar
objetos que son similares de alguna manera.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Relaciones de Equivalencia |

Definicion 1

Una relacién sobre un conjunto A se llama relacién de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva.
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Relaciones de Equivalencia Il

@ Las relaciones de equivalencia son importantes en matematicas y
ciencias de la computacién.
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Relaciones de Equivalencia Il

@ Una razén de esto es que en una relacion de equivalencia, cuando dos
elementos estan relacionados, tiene sentido decir que son equivalentes.
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Relaciones de Equivalencia Il

Definicién 2
Dos elementos a y b que estan relacionados por una relacién de
equivalencia se denominan equivalentes. La notacién a ~ b se usa a

menudo para denotar que a y b son elementos equivalentes con respecto a
una relacién de equivalencia particular.
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Relaciones de Equivalencia Ill

@ Para que la nocién de elementos equivalentes tenga sentido, cada
elemento debe ser equivalente a si mismo, ya que la propiedad
reflexiva garantiza una relacién de equivalencia.
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Relaciones de Equivalencia Ill

@ Tiene sentido decir que a y b estan relacionados (no sélo que a estd
relacionado con b) por una relacién de equivalencia, porque cuando a
estd relacionado con b, por la propiedad simétrica, b esta relacionado
con a.
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Relaciones de Equivalencia Ill

@ Ademads, debido a que una relacién de equivalencia es transitiva, si a
y b son equivalentes y b y ¢ son equivalentes, se deduce que a y ¢ son
equivalentes.
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Ejemplo 1

Sea R la relacién sobre el conjunto de enteros tal que aRb siy sélosia =b
o a = —b. En una sesién anterior mostramos que R es reflexiva, simétrica
y transitiva. De ello se deduce que R es una relacién de equivalencia. O
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Ejemplo 2

Sea R la relacién sobre el conjunto de nidmeros reales tal que aRb si y sélo
si a — b es un niumero entero. j Es R una relacién de equivalencia?

Solucién:
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Ejemplo 2

Sea R la relacién sobre el conjunto de nidmeros reales tal que aRb si y sélo
si a — b es un niumero entero. j Es R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ Como a —a = 0 es un nimero entero para todos los nimeros reales
a, aRa para todos los nimeros reales a. Por tanto, R es reflexiva.
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Ejemplo 2

Sea R la relacién sobre el conjunto de nidmeros reales tal que aRb si y sélo
si a — b es un niumero entero. j Es R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ Ahora suponga que aRb. Entonces a — b es un nimero entero, asi que
b — a también es un nimero entero. Por lo tanto, bRa. De ello se
deduce que R es simétrica.
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Ejemplo 2

Sea R la relacién sobre el conjunto de nidmeros reales tal que aRb si y sélo
si a — b es un niumero entero. j Es R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ SiaRby bRc, entonces a — b y b — ¢ son niimeros enteros. Por lo
tanto, a — ¢ = (a — b) + (b — ¢) también es un nimero entero. Por lo
tanto, aRc. Por tanto, R es transitiva.
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Ejemplo 2

Sea R la relacién sobre el conjunto de nidmeros reales tal que aRb si y sélo
si a — b es un niumero entero. j Es R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ En consecuencia, R es una relacién de equivalencia. O
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Ejemplo 3 |

Ejemplo 3

Congruencia Maédulo m. Sea m un nimero entero tal que m > 1.
Demuestre que la relacién

R = {(a,b)la=b (mod m)}

es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de nlimeros enteros.

Solucién:
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Ejemplo 3 |

Ejemplo 3

Congruencia Maédulo m. Sea m un nimero entero tal que m > 1.
Demuestre que la relacién

R = {(a,b)la=b (mod m)}

es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de nlimeros enteros.

Solucién:

@ Recuerde que a = b (mod m) si y sélo si m divide a — b.

inez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 3 |

Ejemplo 3

Congruencia Maédulo m. Sea m un nimero entero tal que m > 1.
Demuestre que la relacién

R = {(a,b)la=b (mod m)}

es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de nlimeros enteros.

Solucién:

@ Tenga en cuenta que a — a = 0 es divisible entre m, porque 0 = 0-m.
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Ejemplo 3 |

Ejemplo 3

Congruencia Maédulo m. Sea m un nimero entero tal que m > 1.
Demuestre que la relacién

R = {(a,b)la=b (mod m)}

es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de nlimeros enteros.

Solucién:

@ Por tanto, a = a (mod m), por lo que la congruencia médulo m es
reflexiva.
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Ejemplo 3 Il

@ Ahora suponga que a = b (mod m).
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Ejemplo 3 Il

@ Entonces a — b es divisible por m, entonces a — b = km, donde k es
un ndmero entero.
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Ejemplo 3 Il

@ Entonces a — b es divisible por m, entonces a — b = km, donde k es
un ndmero entero.

@ De ello se deduce que b — a = (—k)m, entonces b = a (mod m).

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 3 Il

@ Por tanto, la congruencia médulo m es simétrica.
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Ejemplo 3 Il

@ A continuacién, suponga que a =b (mod m) y b = ¢ (mod m).

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 3 Il

@ A continuacién, suponga que a =b (mod m) y b = ¢ (mod m).

@ Entonces m divide tanto a — b como b — c.

FCC-BUAP)



Ejemplo 3 Il

@ A continuacién, suponga que a =b (mod m) y b = ¢ (mod m).

@ Entonces m divide tanto a — b como b — c.

@ Por tanto, hay enteros kylcona—b=kmyb—c=1Im.




Ejemplo 3 Il

@ A continuacién, suponga que a =b (mod m) y b = ¢ (mod m).
@ Entonces m divide tanto a — b como b — c.

@ Por tanto, hay enteros kylcona—b=kmyb—c=1Im.

@ La suma de estas dos ecuaciones muestra que
a—c=(a—b)+ (b—c)=km+Im=(k+1)m.




Ejemplo 3 Il

A continuacién, suponga que a =b (mod m) y b = ¢ (mod m).
Entonces m divide tanto a — b como b — c.

Por tanto, hay enteros kylcona—b=kmyb—c=Im.

La suma de estas dos ecuaciones muestra que
a—c=(a—b)+ (b—c)=km+Im=(k+1)m.
Por lo tanto, a = ¢ (mod m).




Ejemplo 3 Il

@ De este modo, la congruencia médulo m es transitiva.
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Ejemplo 3 Il

@ De ello se deduce que la congruencia médulo m es una relacién de
equivalencia. O
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que R es la relacién sobre el conjunto de cadenas de letras del
alfabeto inglés tal que aRb si y sélo si l(a) = I(b), donde I(z) es la
longitud de la cadena x. jEs R una relacién de equivalencia?

Solucién:

José de Jesis Lavall



Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que R es la relacién sobre el conjunto de cadenas de letras del
alfabeto inglés tal que aRb si y sélo si l(a) = I(b), donde I(z) es la
longitud de la cadena x. jEs R una relacién de equivalencia?

Solucién:

e Como I(a) =I(a), se deduce que aRa siempre que a es una cadena,
de modo que R es reflexiva.
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Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que R es la relacién sobre el conjunto de cadenas de letras del
alfabeto inglés tal que aRb si y sélo si l(a) = I(b), donde I(z) es la
longitud de la cadena x. jEs R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ A continuacidn, suponga que aRb, de modo que I(a) = I(b).




Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que R es la relacién sobre el conjunto de cadenas de letras del
alfabeto inglés tal que aRb si y sélo si l(a) = I(b), donde I(z) es la
longitud de la cadena x. jEs R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ A continuacidn, suponga que aRb, de modo que I(a) = I(b).

e Entonces bRa, porque I(b) = Il(a).

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 4 |

Ejemplo 4

Suponga que R es la relacién sobre el conjunto de cadenas de letras del
alfabeto inglés tal que aRb si y sélo si l(a) = I(b), donde I(z) es la
longitud de la cadena x. jEs R una relacién de equivalencia?

Solucién:

@ Por tanto, R es simétrica.
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Ejemplo 4 |l

@ Finalmente, suponga que aRb y bRc.
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Ejemplo 4 |l

e Entonces I(a) = 1(b) y I(b) = I(c).

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 4 |l

e Entonces I(a) = 1(b) y I(b) = I(c).
e Por tanto, I(a) = l(c), entonces aRc.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 4 |l

@ En consecuencia, R es transitiva.
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Ejemplo 4 |l

@ Como R es reflexiva, simétrica y transitiva entonces es una relacién
de equivalencia. O
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Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Sean n un entero positivo y S un conjunto de cadenas.
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Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Sean n un entero positivo y S un conjunto de cadenas.

@ Suponga que R, es la relacién sobre S tal que sR,t si y sélo si s =t,
o ambos s y ¢ tienen al menos n caracteres y los primeros n
caracteres de s y t son iguales.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Sean n un entero positivo y S un conjunto de cadenas.

@ Suponga que R, es la relacién sobre S tal que sR,t si y sélo si s =t,
o ambos s y ¢ tienen al menos n caracteres y los primeros n
caracteres de s y t son iguales.

@ Es decir, una cadena de menos de n caracteres estd relacionada sélo
consigo misma; una cadena s con al menos n caracteres esta
relacionada con una cadena t si y sélo si t tiene al menos n caracteres
y t comienza con los n caracteres iniciales de s.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV




Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Por ejemplo, sea n = 3 y sea S el conjunto de todas las cadenas de
bits.
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Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Por ejemplo, sea n = 3 y sea S el conjunto de todas las cadenas de
bits.

@ Entonces sR3t cuando s =t o tanto s como ¢ son cadenas de bits de
longitud 3 o mas que comienzan con los mismos tres bits.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 |

Eesges ]

@ Por ejemplo, sea n = 3 y sea S el conjunto de todas las cadenas de
bits.

@ Entonces sR3t cuando s =t o tanto s como ¢ son cadenas de bits de
longitud 3 o mas que comienzan con los mismos tres bits.

@ Por ejemplo, 01R301 y 00111 R300101, pero 0183010 y
01011.K301110.

lle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 5 Il

Demuestre que para cada conjunto S de cadenas y cada entero positivo n,
R, es una relacién de equivalencia sobre S.
Solucién:

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 Il

Demuestre que para cada conjunto S de cadenas y cada entero positivo n,
R, es una relacién de equivalencia sobre S.
Solucién:

o La relacién R, es reflexiva porque s = s, de modo que sR,s siempre
que s es una cadena en S.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 Il

Demuestre que para cada conjunto S de cadenas y cada entero positivo n,
R, es una relacién de equivalencia sobre S.
Solucién:

@ Si sR,t, entonces s =t 0 sy t tienen al menos n caracteres de
longitud que comienzan con los mismos n caracteres.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 Il

Demuestre que para cada conjunto S de cadenas y cada entero positivo n,
R, es una relacién de equivalencia sobre S.
Solucién:

o Esto significa que tRys.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 Il

Demuestre que para cada conjunto S de cadenas y cada entero positivo n,
R, es una relacién de equivalencia sobre S.
Solucién:

@ Concluimos que R,, es simétrica.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 1lI

@ Ahora suponga que sR,t y tR,u.
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Ejemplo 5 1lI

@ Ahora suponga que sR,t y tR,u.

@ Entonces, s =t o syt tienen al menos n caracteres de longitud y s y
t comienzan con los mismos n caracteres, y t = u o t y u tienen al
menos n caracteres de longitud y £ y u comienzan con los mismos n
caracteres.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 1lI

@ Ahora suponga que sR,t y tR,u.

@ Entonces, s =t o syt tienen al menos n caracteres de longitud y s y
t comienzan con los mismos n caracteres, y t = u o t y u tienen al
menos n caracteres de longitud y £ y u comienzan con los mismos n
caracteres.

@ A partir de esto, podemos deducir que s = u 0 ambos s y u tienen n
caracteres de longitud y s y u comienzan con los mismos n caracteres
(porque en este caso sabemos que s, ¢ y u tienen al menos n
caracteres de longitud y tanto s como u comienzan con los mismos n
caracteres que t).

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 1lI

@ En consecuencia, R,, es transitiva.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 5 1lI

@ De ello se deduce que R,, es una relacién de equivalencia. O
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Ejemplo 6

Ejemplo 6

Muestre que la relacién “divide” sobre el conjunto de enteros positivos no
es una relacién de equivalencia.

Solucién:

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 6

Ejemplo 6

Muestre que la relacién “divide” sobre el conjunto de enteros positivos no
es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Por los ejemplos 45 y 51 de la seccién 2.1 (ver notas del curso),
sabemos que la relacién “divide” es reflexiva y transitiva.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 6

Ejemplo 6

Muestre que la relacién “divide” sobre el conjunto de enteros positivos no
es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Sin embargo, por el ejemplo 48 de la seccién 2.1 (ver notas del curso),
sabemos que esta relacién no es simétrica (por ejemplo, 2|4 pero 4/2).

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 6

Ejemplo 6

Muestre que la relacién “divide” sobre el conjunto de enteros positivos no
es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Concluimos que la relacién “divide” en el conjunto de enteros
positivos no es una relacién de equivalencia. O

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:
@ R es reflexiva porque |z — x| = 0 < 1 siempre que = € R.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ R es simétrica, porque si xRy, donde x y y son nimeros reales,
entonces |z —y| < 1, lo que nos dice que |y — x| = |z —y| < 1, de
modo que yRzx.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Sin embargo, R no es una relacién de equivalencia porque no es
transitiva.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Tomex =28, y=19y z=1.1, de modo que
lzr —y|=128—-19=09<1, |ly—2|/=[1.9—-1.1 =0.8 <1, pero
|z — 2| =128 —-1.1]=17>1.




Ejemplo 7

Sea R la relacién sobre el conjunto de nlimeros reales tal que xRy si y
sélo si x y y son nimeros reales que difieren en menos de 1, es decir,
|z — y| < 1. Muestre que R no es una relacién de equivalencia.

Solucién:

@ Tomex =28, y=19y z=1.1, de modo que
lzr —y|=128—-19=09<1, |ly—2|/=[1.9—-1.1 =0.8 <1, pero
|z — 2| =128 —-1.1]=17>1.

e Es decir, 2.8R1.9, 1.9R1.1, pero 2.8K1.1. O

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia |

@ Sea A el conjunto de todos los estudiantes de su escuela que se
J]
graduaron de la escuela secundaria.

@ Considere la relacién R sobre A que consta de todos los pares (z,y),
donde = y y se graduaron de la misma escuela secundaria.

© Dado un estudiante x, podemos formar el conjunto de todos los
estudiantes equivalentes a x con respecto a R.

@ Este conjunto consta de todos los estudiantes que se graduaron de la
misma escuela secundaria que x.

© Este subconjunto de A se denomina clase de equivalencia de la
relacion.
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Clases de Equivalencia Il

Definicion 3

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. El conjunto de
todos los elementos que estan relacionados con un elemento a de A se
denomina la clase de equivalencia de a. La clase de equivalencia de a con
respecto a R se denota por [a]r. Cuando sélo se estd considerando una
relacién, podemos eliminar el subindice R y escribir [a] para esta clase de
equivalencia.
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Clases de Equivalencia Il

@ En otras palabras, si R es una relacién de equivalencia sobre un
conjunto A, la clase de equivalencia del elemento a es

[a]r = {sl(a,s) € R}.
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Clases de Equivalencia Il

@ Si b € [a]g, entonces b se denomina representante de esta clase de
equivalencia.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia Il

o Cualquier elemento de una clase se puede utilizar como representante
de esta clase.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Clases de Equivalencia Il

@ Es decir, no hay nada especial en el elemento particular elegido como
representante de la clase.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cudl es la clase de equivalencia de un ndmero entero para la relacién de
equivalencia aRb si y sélo sia =b o a = —b?

Solucidn:

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cudl es la clase de equivalencia de un ndmero entero para la relacién de
equivalencia aRb si y sélo sia =b o a = —b?

Solucion:
@ Dado que un ndmero entero es equivalente a si mismo y su negativo
en esta relacién de equivalencia, se sigue que [a] = {a, —a}.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cudl es la clase de equivalencia de un ndmero entero para la relacién de
equivalencia aRb si y sélo sia =b o a = —b?

Solucion:
@ Dado que un ndmero entero es equivalente a si mismo y su negativo
en esta relacién de equivalencia, se sigue que [a] = {a, —a}.
@ Este conjunto contiene dos nimeros enteros distintos a menos que

a=0.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 8

Ejemplo 8

i Cudl es la clase de equivalencia de un ndmero entero para la relacién de
equivalencia aRb si y sélo sia =b o a = —b?

Solucion:
@ Dado que un ndmero entero es equivalente a si mismo y su negativo
en esta relacién de equivalencia, se sigue que [a] = {a, —a}.
@ Este conjunto contiene dos nimeros enteros distintos a menos que

a=0.
e Por ejemplo, [7] = {7,—7}, [-5] = {-5,5} y [0] = {0}. O




Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 0 contiene todos los enteros a tales que
a =0 (mod 4).

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 0 contiene todos los enteros a tales que
a =0 (mod 4).

@ Los nlimeros enteros de esta clase son los divisibles por 4.

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 0 contiene todos los enteros a tales que
a =0 (mod 4).

@ Los nlimeros enteros de esta clase son los divisibles por 4.
@ Por tanto, la clase de equivalencia de 0 para esta relacién es

0] ={...,-8,-4,0,4,8,...}.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 1 contiene todos los enteros a tales que
a=1 (mod 4).

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 |

Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 1 contiene todos los enteros a tales que
a=1 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 1 cuando se
dividen por 4.

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV
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Ejemplo 9

i Cuadles son las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y 3 para la congruencia médulo 47

Solucién:

@ La clase de equivalencia de 1 contiene todos los enteros a tales que
a=1 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 1 cuando se
dividen por 4.

@ Por lo tanto, la clase de equivalencia de 1 para esta relacién es
1]={..,-7,-31,59,...}

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 2 contiene todos los enteros a tales que
a =2 (mod 4).

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 2 contiene todos los enteros a tales que
a =2 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 2 cuando se
dividen por 4.

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 2 contiene todos los enteros a tales que
a =2 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 2 cuando se
dividen por 4.

@ Por lo tanto, la clase de equivalencia de 2 para esta relacion es

2] ={.. ~2,2,6,10,...}.

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 3 contiene todos los enteros a tales que
a =3 (mod 4).

José de Jesi alle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 3 contiene todos los enteros a tales que
a =3 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 3 cuando se
dividen por 4.

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ La clase de equivalencia de 3 contiene todos los enteros a tales que
a =3 (mod 4).

@ Los enteros en esta clase son aquellos que tienen un resto de 3 cuando se
dividen por 4.

@ Por lo tanto, la clase de equivalencia de 3 para esta relacién es

B ={..,-5-1,3711,. .}

nez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 9 II

@ Tenga en cuenta que cada entero estd en exactamente una de las cuatro
clases de equivalencia y que el entero n esta en la clase que contiene
n mod 4. O

José de Jes alle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Clases de Congruencia médulo m |

@ En el Ejemplo 9 se encontraron las clases de equivalencia de 0, 1, 2 y
3 con respecto a la congruencia médulo 4.

FCC-BUAP)



Clases de Congruencia médulo m |

o El ejemplo 9 se puede generalizar facilmente, reemplazando 4 con
cualquier entero positivo m.

FCC-BUAP)



Clases de Congruencia médulo m |

@ Las clases de equivalencia de la relaciéon congruencia médulo m se
denominan clases de congruencia médulo m.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Clases de Congruencia médulo m |

@ La clase de congruencia de un entero a médulo m se denota por [al,,
entonces

[a]lm ={...,a—2m,a —m,a,a+m,a+2m,...}.

FCC-BUAP)



Clases de Congruencia médulo m |

@ Por ejemplo, del ejemplo 9 tenemos
la={..,-8,-4,0,4,8,...},
la={..,-7,-3,1,5,9,...},
la={..,—-6,-2,2,6,10,...},
la={..,-5-1,3,7,11,...}.

rtinez (FCC-BUAP)




Ejemplo 10

Ejemplo 10

i Cudl es la clase de equivalencia de la cadena 0111 con respecto a la
relacién de equivalencia R3 del ejemplo 5 sobre el conjunto de todas las
cadenas de bits? (Recuerde que sRst si y sélo si sy t son cadenas de bits
con s =t o syt son cadenas de al menos tres bits que comienzan con los
mismos tres bits).

Solucién:




Ejemplo 10

Ejemplo 10

i Cudl es la clase de equivalencia de la cadena 0111 con respecto a la
relacién de equivalencia R3 del ejemplo 5 sobre el conjunto de todas las
cadenas de bits? (Recuerde que sRst si y sélo si sy t son cadenas de bits
con s =t o syt son cadenas de al menos tres bits que comienzan con los
mismos tres bits).

Solucion:
@ Las cadenas de bits equivalentes a 0111 son las cadenas de bits con al
menos tres bits que comienzan con 011.




Ejemplo 10

Ejemplo 10

i Cudl es la clase de equivalencia de la cadena 0111 con respecto a la
relacién de equivalencia R3 del ejemplo 5 sobre el conjunto de todas las
cadenas de bits? (Recuerde que sRst si y sélo si sy t son cadenas de bits
con s =t o syt son cadenas de al menos tres bits que comienzan con los
mismos tres bits).

Solucion:
@ Las cadenas de bits equivalentes a 0111 son las cadenas de bits con al
menos tres bits que comienzan con 011.
@ Estas son las cadenas de bits 011, 0110, 0111, 01100, 01101, 01110,
01111, etc.




Ejemplo 10

Ejemplo 10

i Cudl es la clase de equivalencia de la cadena 0111 con respecto a la
relacién de equivalencia R3 del ejemplo 5 sobre el conjunto de todas las
cadenas de bits? (Recuerde que sRst si y sélo si sy t son cadenas de bits
con s =t o syt son cadenas de al menos tres bits que comienzan con los
mismos tres bits).

Solucion:
@ Las cadenas de bits equivalentes a 0111 son las cadenas de bits con al
menos tres bits que comienzan con 011.
@ Estas son las cadenas de bits 011, 0110, 0111, 01100, 01101, 01110,
01111, etc.

@ Por consiguiente,

[011], = {011,0110,0111,01100,01101,01110,01111,...}.

rtinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones |

@ Sea A el conjunto de estudiantes de su escuela que se especializan en
exactamente una disciplina, y sea R la relacidén sobre A que consta de
pares (x,y), donde x y y son estudiantes con la misma
especializacién.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones |

@ Entonces R es una relacién de equivalencia, como debe verificar el
lector.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones |

@ Podemos ver que R divide a todos los estudiantes en A en una
coleccién de subconjuntos disjuntos, donde cada subconjunto
contiene estudiantes con una especializacién especifica.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Il

@ Por ejemplo, un subconjunto contiene a todos los estudiantes que se
especializan (sélo) en ciencias de la computacidn, y un segundo
subconjunto contiene a todos los estudiantes que se especializan en

historia.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Il

@ Ademds, estos subconjuntos son clases de equivalencia de R.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Il

@ Este ejemplo ilustra cémo las clases de equivalencia de una relacién de
equivalencia dividen un conjunto en subconjuntos disjuntos no vacios.

FCC-BUAP)
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@ Precisaremos estas nociones en la siguiente discusién.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Il

@ Sea R una relacién sobre el conjunto A.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Il

@ El Teorema 1 muestra que las clases de equivalencia de dos elementos
de A son idénticas o disjuntas.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

@ aRb Q@ [d] = [b] @ [on[b] #0

Demostracion:

(FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando
[a] € [b] y [b] € [a].




Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando
[a] € [b] y [b] € [a].
@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.




Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando
[a] € [b] y [b] € [a].
@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.
@ Como aRby R es simétrica, sabemos que bRa.




Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando

[a] S [b] y [b] € [a].
@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.
@ Como aRby R es simétrica, sabemos que bRa.
o Ademds, debido a que R es transitiva y bRa y aRc, se
sigue que bRc.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando

[a] S [b] y [b] € [a].
@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.
@ Como aRby R es simétrica, sabemos que bRa.
o Ademds, debido a que R es transitiva y bRa y aRc, se
sigue que bRc.
e Por tanto, ¢ € [b].

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

Q@ aRb Q@ [d] = [b] @ [dn[o]#0
Demostracion:
1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando

[a] S [b] y [b] € [a].

@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.

@ Como aRby R es simétrica, sabemos que bRa.
Ademds, debido a que R es transitiva y bRa y aRc, se
sigue que bRc.

Por tanto, ¢ € [b].
Esto muestra que [a] C [b].

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)




Clases de Equivalencia y Particiones Ill

Teorema 1

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A. Estos enunciados
para los elementos a y b de A son equivalentes:

@ aRb Q@ [d] = [b] @ [on[b] #0

Demostracion:

1 — 2 Asuma que aRb. Demostraremos que [a] = [b] mostrando
[a] S [0] y [b] < [a].

@ Suponga c € [a]. Entonces aRc.

@ Como aRby R es simétrica, sabemos que bRa.
Ademds, debido a que R es transitiva y bRa y aRc, se
sigue que bRc.
Por tanto, ¢ € [b].
Esto muestra que [a] C [b].
La prueba de que [b] C [a] es similar y se deja como
ejercicio para el lector.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)




Clases de Equivalencia y Particiones IV

2 — 3 e Suponga que [a] = [b].

(FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

2 — 3 e Suponga que [a] = [b].
@ De ello se deduce que [a] N [b] # 0 porque [a] no estd
vacia (porque a € [a] y R es reflexiva).

rtinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

3 — 1 e Suponga que [a] N [b] # 0.

(FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

3 — 1 e Suponga que [a] N [b] # 0.
e Entonces hay un elemento ¢ con ¢ € [a] y ¢ € [b].

z (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

3 — 1 e Suponga que [a] N [b] # 0.
e Entonces hay un elemento ¢ con ¢ € [a] y ¢ € [b].
@ En otras palabras, aRc y bRc.




Clases de Equivalencia y Particiones IV

3—>1

Suponga que [a] N [b] # 0.

Entonces hay un elemento ¢ con ¢ € [a] y ¢ € [b].
En otras palabras, aRcy bRc.

Por la propiedad simétrica, cRb.




Clases de Equivalencia y Particiones IV

31 Suponga que [a] N [b] # 0.

Entonces hay un elemento ¢ con ¢ € [a] y ¢ € [b].

En otras palabras, aRcy bRc.

Por la propiedad simétrica, cRb.

Luego, por transitividad, ya que aRc y cRb, tenemos

aRb.

lle Martinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

Yaquel — 2,2 -3y 3 — 1, los tres enunciados son equivalentes. |

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

@ Ahora estamos en condiciones de mostrar cdmo una relacion de
equivalencia particiona un conjunto.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

@ Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto A.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

@ La unién de las clases de equivalencia de R es todo A, porque un
elemento a de A estd en su propia clase de equivalencia, a saber, [a]g.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

@ En otras palabras,

Jlalr = A.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IV

@ Ademids, del Teorema 1 se deduce que estas clases de equivalencia
son iguales o disjuntas, por lo que

[a]r N [b]R = 0,

cuando [a|r # [b]g-

(FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones V

@ Estas dos observaciones muestran que las clases de equivalencia
forman una particién de A, porque dividen A en subconjuntos
disjuntos.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones V

@ Mds precisamente, una particion sobre un conjunto S es una
coleccién de subconjuntos no vacios disjuntos de .S que tienen S
como su unién.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones V

e En otras palabras, la coleccién de subconjuntos A;,i € I (donde I es
un conjunto de indices) forma una particién de S si y sélo si

A; # 0 parai e,
A;NAj; =0 cuando i # j,

U&:S

iel

La Figura 1 ilustra el concepto de particién de un conjunto.




Clases de Equivalencia y Particiones VI

Figura 1: Una particién de un conjunto.

FCC-BUAP)



Ejemplo 11

Suponga que S = {1,2,3,4,5,6}. La coleccién de conjuntos
A; ={1,2,3}, A2 = {4,5} y A3 = {6} forma una particién de S, porque
estos conjuntos son disjuntos y su union es S. O

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ Hemos visto que las clases de equivalencia de una relacién de
equivalencia sobre un conjunto forman una particién del conjunto.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ Los subconjuntos de S en esta particidn son las clases de equivalencia.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ A la inversa, cada particién de un conjunto se puede utilizar para
formar una relacién de equivalencia.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ Dos elementos son equivalentes con respecto a esta relacién si y sélo
si estdn en el mismo subconjunto de S en la particién.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

e Para ver esto, suponga que {A;|i € I} es una particién sobre S.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ Sea R la relacién sobre S que consta de los pares (x,y), donde x y y
pertenecen al mismo subconjunto A; en la particidn.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VII

@ Para demostrar que R es una relacién de equivalencia, debemos
demostrar que R es reflexiva, simétrica y transitiva.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Vemos que (a,a) € R para todo a € S, porque a estd en el mismo
subconjunto de S que él mismo. Por tanto, R es reflexiva.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Si (a,b) € R, entonces by a estan en el mismo subconjunto de S en
la particién, de modo que (b,a) € R también. Por tanto, R es
simétrica.

(FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Si(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces a y b estdn en el mismo
subconjunto X de S en la particién, y b y ¢ estdn en el mismo
subconjunto Y de S de la particién.




Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Si(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces a y b estdn en el mismo
subconjunto X de S en la particién, y b y ¢ estdn en el mismo
subconjunto Y de S de la particién.

@ Debido a que los subconjuntos de S en la particién son disjuntos y b
pertenece a X y Y, se sigue que X =Y.




Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Si(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces a y b estdn en el mismo
subconjunto X de S en la particién, y b y ¢ estdn en el mismo
subconjunto Y de S de la particién.

@ Debido a que los subconjuntos de S en la particién son disjuntos y b
pertenece a X y Y, se sigue que X =Y.

@ En consecuencia, a y ¢ pertenecen al mismo subconjunto de S en la
particién, por lo que (a,c) € R.




Clases de Equivalencia y Particiones VIlII

@ Si(a,b) € Ry (b,c) € R, entonces a y b estdn en el mismo
subconjunto X de S en la particién, y b y ¢ estdn en el mismo
subconjunto Y de S de la particién.

@ Debido a que los subconjuntos de S en la particién son disjuntos y b
pertenece a X y Y, se sigue que X =Y.

@ En consecuencia, a y ¢ pertenecen al mismo subconjunto de S en la
particién, por lo que (a,c) € R.

@ Por tanto, R es transitiva.




Clases de Equivalencia y Particiones IX

@ De ello se deduce que R es una relacién de equivalencia.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IX

@ Las clases de equivalencia de R consisten en subconjuntos de S que
contienen elementos relacionados vy, segtin la definicién de R, estos
son los subconjuntos de S en la particidn.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IX

@ El teorema 2 resume las conexiones que hemos establecido entre las
relaciones de equivalencia y las particiones.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones IX

Teorema 2

Sea R una relacién de equivalencia sobre un conjunto S. Entonces las
clases de equivalencia de R forman una particién de S. A la inversa, dada
una particién {A;|i € I'} del conjunto S, existe una relacién de
equivalencia R que tiene los conjuntos A;,7 € I, como sus clases de
equivalencia.




Ejemplo 12 |

Enumere los pares ordenados en la relacion de equivalencia R producida
por la particion A; = {1,2,3}, Ay = {4,5} y A3 = {6} de
S =11,2,3,4,5,6}, dada en el Ejemplo 11.

Solucidn:

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 12 |

Enumere los pares ordenados en la relacion de equivalencia R producida
por la particion A; = {1,2,3}, Ay = {4,5} y A3 = {6} de
S =11,2,3,4,5,6}, dada en el Ejemplo 11.

Solucion:
@ Los subconjuntos de S en la particion son las clases de equivalencia
de R.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 12 |

Enumere los pares ordenados en la relacion de equivalencia R producida
por la particion A; = {1,2,3}, Ay = {4,5} y A3 = {6} de
S =11,2,3,4,5,6}, dada en el Ejemplo 11.

Solucién:
@ Los subconjuntos de S en la particion son las clases de equivalencia
de R.
@ El par (a,b) € R siy sélosi ay b estdn en el mismo subconjunto de
S en la particién.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 12 1l

@ Los pares

(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3)

pertenecen a R porque A; = {1,2,3} es una clase de equivalencia;

rtinez (FCC-BUAP)
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@ los pares
(4,4),(4,5),(5,4),(5,5)

pertenecen a R porque Ay = {4,5} es una clase de equivalencia;

lle Martinez (FCC-BUAP)
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@ vy finalmente el par
(6,6)

pertenece a R porque {6} es una clase de equivalencia.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 12 1l

@ Ningun par distinto a los enumerados pertenece a R. O

Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Clases de Equivalencia y Particiones X

@ Las clases de congruencia mddulo m proporcionan una ilustracién atil
del Teorema 2.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones X

@ Hay m clases de congruencia diferentes mddulo m, correspondientes a
los m posibles residuos diferentes cuando un niimero entero se divide
por m.

FCC-BUAP)



Clases de Equivalencia y Particiones X

e Estas m clases de congruencia se indican mediante [0],, [1]m, .. -,
[m — 1],,, y forman una particién del conjunto de ndmeros enteros.

FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cuadles son los conjuntos en la particién de los enteros que surgen de la
congruencia médulo 47

Solucién:

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones IV



Ejemplo 13

i Cuadles son los conjuntos en la particién de los enteros que surgen de la
congruencia médulo 47

Solucién:

@ En el Ejemplo 9 encontramos las cuatro clases de congruencia,
[0]4, [1]4, [2]4 ¥ [3]4. Son los conjuntos

0] {...,—8,-4,0,4,8,...},

1] {-..,=7,-3,1,5,9,...},

[2]s =1...,-6,-2,2,6,10,...},

3] {...,=5,-1,3,7,11,...}

rtinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cuadles son los conjuntos en la particién de los enteros que surgen de la
congruencia médulo 47

Solucién:
@ En el Ejemplo 9 encontramos las cuatro clases de congruencia,
[0]4, [1]4, [2]4 ¥ [3]4. Son los conjuntos

04 ={..,—8,-4,0,4,8,...},
Ma={...,~7,-3,1,509,...},
24 =1{...,-6,-2,2,6,10,...},
Bla={..,-5,-1,3,7,11,...}.

o Estas clases de congruencia son disjuntas y cada entero estd
exactamente en una de ellas.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 13

i Cuadles son los conjuntos en la particién de los enteros que surgen de la
congruencia médulo 47

Solucién:

@ En el Ejemplo 9 encontramos las cuatro clases de congruencia,
[0]4, [1]4, [2]4 ¥ [3]4. Son los conjuntos

04 ={..,—8,-4,0,4,8,...},
Ma={...,~7,-3,1,509,...},
24 =1{...,-6,-2,2,6,10,...},
Bla={..,-5,-1,3,7,11,...}.

o Estas clases de congruencia son disjuntas y cada entero estd
exactamente en una de ellas.

@ En otras palabras, como dice el Teorema 2, estas clases de
congruencia forman una particién. O
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Ejemplo 14

Sea Rj la relacion del Ejemplo 5. j Cudles son los conjuntos en la particién
del conjunto de todas las cadenas de bits que surgen de la relacién R3 en
el conjunto de todas las cadenas de bits? (Recuerde que sRst, donde sy ¢
son cadenas de bits, si s =t 0 s y t son cadenas de bits con al menos tres
bits que concuerdan en sus primeros tres bits).

Solucién:
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Ejemplo 14

Sea Rj la relacion del Ejemplo 5. j Cudles son los conjuntos en la particién
del conjunto de todas las cadenas de bits que surgen de la relacién R3 en
el conjunto de todas las cadenas de bits? (Recuerde que sRst, donde sy ¢
son cadenas de bits, si s =t 0 s y t son cadenas de bits con al menos tres
bits que concuerdan en sus primeros tres bits).

Solucién:

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud inferior a tres es
equivalente sélo a si misma.
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Ejemplo 14

Sea Rj la relacion del Ejemplo 5. j Cudles son los conjuntos en la particién
del conjunto de todas las cadenas de bits que surgen de la relacién R3 en
el conjunto de todas las cadenas de bits? (Recuerde que sRst, donde sy ¢
son cadenas de bits, si s =t 0 s y t son cadenas de bits con al menos tres
bits que concuerdan en sus primeros tres bits).

Solucién:

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud inferior a tres es
equivalente sélo a si misma.

o Por tanto, [AJg, = {A}, [0]r; = {0}, [1]rs = {1}, [00]r; = {00},
[01]r, = {01}, [10]r, = {10} y [11]r, = {11}.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 14 1l

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud tres o mas es equivalente a
una de las ocho cadenas de bits 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111.

(FCC-BUAP)



Ejemplo 14 1l

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud tres o mas es equivalente a
una de las ocho cadenas de bits 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111.

@ Tenemos

[000] z, = {000, 0000, 0001, 00000, 00001, 00010, 00011, . .
[001] &, = {001,0010,0011,00100,00101,00110,00111, ..
[010]r, = {010,0100,0101,01000,01001, 01010, 01011, ..
[011] g, = {011,0110,0111,01100,01101,01110,01111, ..
[100]z, = {100, 1000, 1001, 10000, 10001, 10010, 10011, . .

]

]

]

[101]r, = {101, 1010, 1011, 10100, 10101, 10110, 10111, . .

[110]g, = {110, 1100, 1101, 11000, 11001, 11010, 11011, . .
[111]g, = {111,1110,1111,11100, 11101, 11110, 11111, ..




Ejemplo 14 1l

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud tres o mas es equivalente a
una de las ocho cadenas de bits 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111.

@ Tenemos

[000] z, = {000, 0000, 0001, 00000, 00001, 00010, 00011, . .
[001] &, = {001,0010,0011,00100,00101,00110,00111, ..
[010]r, = {010,0100,0101,01000,01001, 01010, 01011, ..
[011] g, = {011,0110,0111,01100,01101,01110,01111, ..
[100]z, = {100, 1000, 1001, 10000, 10001, 10010, 10011, . .

]

]

]

[101]r, = {101, 1010, 1011, 10100, 10101, 10110, 10111, . .
[110]g, = {110, 1100, 1101, 11000, 11001, 11010, 11011, . .
[111]g, = {111,1110,1111,11100, 11101, 11110, 11111, ..

@ Estas 15 clases de equivalencia son disjuntas y cada cadena de bits esta
exactamente en una de ellas.




Ejemplo 14 1l

@ Tenga en cuenta que cada cadena de bits de longitud tres o mas es equivalente a
una de las ocho cadenas de bits 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111.

@ Tenemos

[000] z, = {000, 0000, 0001, 00000, 00001, 00010, 00011, . .
[001] &, = {001,0010,0011,00100,00101,00110,00111, ..
[010]r, = {010,0100,0101,01000,01001, 01010, 01011, ..
[011] g, = {011,0110,0111,01100,01101,01110,01111, ..
[100]z, = {100, 1000, 1001, 10000, 10001, 10010, 10011, . .
]
]
]

[101]r, = {101, 1010, 1011, 10100, 10101, 10110, 10111, . .
[110]g, = {110, 1100, 1101, 11000, 11001, 11010, 11011, . .
[111]g, = {111,1110,1111,11100, 11101, 11110, 11111, ..

@ Estas 15 clases de equivalencia son disjuntas y cada cadena de bits esta
exactamente en una de ellas.

@ Como nos dice el Teorema 2, estas clases de equivalencia dividen el conjunto de
todas las cadenas de bits. a




Ejercicios |

@ ;Cuadles de estas relaciones sobre {0,1,2,3} son relaciones de
equivalencia? Determine la(s) propiedad(es) de una relacién de
equivalencia de la(s) que carece(n) la(s) que no lo es(son).

@ {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}

@ {(0,0),(0,2),(2,0),(2,2),(2,3),(3,2),(3,3)}

@ {(0,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,3)}

0 {(0,0),(1,1),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3,3)}

e {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0), (1,1),(1,2),(2,0),(2,2),(3,3)}

@ Cudles de estas relaciones sobre el conjunto de todas las personas
son relaciones de equivalencia? Determine la(s) propiedad(es) de una
relacién de equivalencia de la(s) que carece(n) la(s) que no lo es(son).

{(a,b)|a y b tienen la misma edad}

{(a,b)|a y b tienen los mismos progenitores}
{(a,b)|a y b tienen sélo un progenitor en comiin}
{(a,b)|a y b se conocen}

{(a,b)|a y b hablan un idioma en comiin}

90000




Ejercicios |l

o

i Cuadles son las clases de equivalencia de las relaciones de equivalencia
en el ejercicio 1?7

i Cudles son las clases de equivalencia de las relaciones de equivalencia
en el ejercicio 27

i Cual es la clase de congruencia [n]5 (es decir, la clase de equivalencia
de n con respecto a la congruencia médulo 5) cuando n es

o 27 e 37 e 67 Qo -3?
i Cudl es la clase de congruencia [4],, cuando m es

o 27 @ 37 e 67 o 87
i Cudles de estas colecciones de subconjuntos son particiones del
conjunto {1,2,3,4,5,6}7

0 {1,2},{2,3,4},{4,5,6}
@ {1},{2,3,6},{4}, {5}
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Ejercicios Il

o {2,4,6},{1,3,5}
0 {1,4,5},{2,6}

© ;Cudles de estas colecciones de subconjuntos son particiones del
conjunto {—3,-2,—-1,0,1,2,3}7?
o {-3,-1,1,3},{-2,0,2}
e {-3,-2,-1,0},{0,1,2,3}
o {_37 3}a {_27 2}7 {_17 1}7 {0}
o {-3,-2,2,3},{-1,1}
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