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1. Construcciéon de clases

Para empezar aclaremos que una nocién “indefinida”no tiene propiedades,
excepto aquellas que se le asignen explicitamente; por lo tanto, debemos enunciar
como azxiomas todas las propiedades elementales que esperamos que tengan las
nociones indefinidas.

En nuestro sistema de teoria axiomatica de conjuntos elegimos dos nociones
indefinidas: la palabra clase y la relacion de pertenencia €. Todos los objetos de
nuestra teoria se llaman clases. Ciertas clases, que se llamaran conjuntos, seran
definidas posteriormente. Todo conjunto es una clase, pero no reciprocamente;
una clase que no es un conjunto se llama clase propia.

Comentemos brevemente sobre el “significado” que le intentamos dar a dichas
nociones. En la interpretacién pretendida de nuestro sistema axiomatico, la pa-
labra clase se entiende que refiere a cualquier coleccién de objetos. No obstante,
ciertas colecciones “excesivamente grandes”pueden formarse en teoria ingenua
de conjuntos (por ejemplo, la coleccién de todos los = tales que = ¢ x), las
cuales conllevan a contradicciones tales como la paradoja de Russell. El término
clase propia se entiende que refiere a estas colecciones “excesivamente grandes”;
todas las demads colecciones son conjuntos.



Si x y A son clases, la espresion x € A se lee como “x es un elemento de
A” o “x pertenece a A”, o “x estd en A”. Es conveniente escribir x ¢ A por "z
no es un elemento de A”. Sea x una clase; si existe una clase A tal que x € A,
entonces a x se le llama un elemento.

De aqui en adelante usaremos las siguientes convenciones notacionales: las
letras mintusculas a, b, ¢, x, vy, . . . s6lo serdan usadas para designar elemen-
tos. Asi, una letra maytscula, tal como A, puede denotar tanto a un elemento
como a una clase que no es un elemento, pero una letra mintscula, tal como =,
s6lo puede denotar a un elemento.

Definiciéon 1 Sean A y B clases; definimos A = B para significar que todo
elemento de A es un elemento de B y viceversa. En simbolos,

A=Bssirc A=xeBAxeB=xcA

Hemos definido que dos clases son iguales si y sélo si tienen los mismos
elementos. Las clases que son iguales tienen otra propiedad: si x y y son clases
iguales y « es un elemento de A, ciertamente esperaremos que y sea un elemento
de A. Esta propiedad se enuncia como nuestro primer axioma:

Axioma 1 Siz=yy z € A, entonces y € A.

A este axioma se le llama azioma de extension.

Definicién 2 Sean A y B clases; definimos A C B para significar que todo
elemento de A es un elemento de B. En simbolos:

ACBssizre A= x e B.

Si A C B, entonces decimos que A es una subclase de B.

Definimos que A C B para significar que A C B y A # B; en este caso,
decimos que A es una subclase estricta de B.

Si A es una subclase de B, y A es un conjunto, le llamaremos a A un
subconjunto de B.

Unas propiedades simples de la igualdad y la inclusién se dan en el siguiente
teorema.

Teorema 1 Para todas las clases A, B y C, lo siguiente se cumple:
1. A=A
2. A=B=B=A.
3. A=ByB=C=A=C.
4. ACByBC A= A=B.
5 ACByBCC=ACC.



Prueba:

1. La proposicién x € A = z € AAx € A = = € A es obviamente verdadera,;
asi, por la Definicién 1, A = A.

2. Suponga que A = B; entonces x € A =x € BAx € B= 1 € A; por la
conmutatividad de la conjuncién tenemos que x € B=x € ANz € A=
x € Bj; asi, por la Definicién 1, B = A.

3. Suponga que A = By B = C; entonces tenemos lo siguiente:

r€A=1z€B,
rE€B=2x€A,
reB=ze(l,
reC=ux€B.

De la primera y la tercera concluimos (dado que (((P = Q)A(Q = R)) =
(P = R)) es una tautologia) que + € A = x € C. De la segunda y la
cuarta, por la conmutatividad de la conjuncién y la tautologia anterior,
concluimos que « € C' = x € A. Asi, por la Definicién 1, A = C.

4. Ejercicio para el lector.
5. Ejercicio para el lector.

De manera intuitiva sabemos que construimos clases enunciando una propie-
dad de objetos y formando la clase de los objetos que tengan dicha propiedad.
Nuestro segundo axioma nos permite hacer clases de esta manera.

Axioma 2 Sea P(x) una propiedad sobre & que puede expresarse enteramente
en términos de los simbolos €, V, A, -, =, 3,V, las variables x,y, 2z, A, B,C, ...y
paréntesis. Entonces existe una clase C' que consiste de todos los elementos x
que satisfacen la propiedad P(x).

El Axioma 2 se llama axioma de construccion de clase.

Debemos notar que el Axioma 2 nos permite formar la clase de todos los
elementos x que satisfacen P(x), pero no la clase de todas las clases © que
satisfacen P(z); esta definicién es suficiente para eliminar las paradojas légicas.
Las paradojas semdanticas se han evitado al admitir, en el Axioma 2, sélo las
propiedades P(z) que se puedan escribir completamente en términos de los
simbolos €, V, A, -, =, 3,V, paréntesis y variables.

La clase C' cuya existencia se da por cierta mediante el Axioma 2 se designa
simbdlicamente como:

C = {z|P(z)}.

Note que el uso de la z miniscula no es accidental en la expresién {z|P(x)}, sino
que es muy esencial. Recordemos que hemos acordado que las letras minusculas
x,vy,...se usaran para designar elementos. Asi

C = {z|P(x)}.



asevera que C es la clase de todos los elementos x que satisfacen P(z).
Ahora usaremos el axioma de construccién de clase para formar nuevas clases
a partir de clases dadas.

Definiciéon 3 Sean A y B clases; la unidn de A y B se define como la clase de
todos los elementos que pertenecen a A, o a B, o a ambas A y B. En simbolos,

AUB ={zlx € AV € B}.

Asi, r€e AUBsiysblosiz € AVa € B.

Definicién 4 Sean A y B clases; la interseccion de A y B se define como la
clase de todos los elementos que pertenecen tanto a A como a B. En simbolos,

ANB={zlx € ANz € B}.

Asi, € ANBsiysblosiz € ANz € B.

Definicién 5 Por la clase universal U queremos significar la clase de todos los
elementos. La existencia de la clase universal es una consecuencia del axioma
de construccién de clase, ya que si tomamos a P(z) como la propiedad = = z,
entonces el Axioma 2 garantiza la existencia de una clase que consiste de todos
los elementos que satisfacen x = x; por el Teorema 1(1), todos los elementos
estan en esta clase.

Definiciéon 6 Por la clase vacia @ queremos significar la clase que no tiene
elementos. La existencia de la clase vacia es una consecuencia del axioma de
construccién de clase; ya que el Axioma 2 garantiza la existencia de una clase
que consiste de todos los elementos que satisfacen x # x; por el Teorema 1(1),
esta clase no tiene elementos.

Teorema 2 Para toda clase A lo siguiente se cumple:
1. o C A
2. ACU.

Prueba:

1. Que @ C A significa que = € @ = x € A, lo cual siempre es cierto, ya que
x € I es falso (la clase vacia no tiene elementos) y falso implica cualquier
cosa es siempre verdadero.

2. Six € A, entonces x es un elemento; asi © € Y.

Definicién 7 Si dos clases no tienen elementos en comun se dice que son dis-
juntas. En simbolos,

Ay B son disjuntas ssi AN B = &.



Definiciéon 8 El complemento de una clase A es la clase de todos los elementos
que no pertenecen a A. En simbolos,

A ={z|z g A}.
Asi, z € A’ siy sblosixz & A.
Ejercicio 1 Practique con los siguientes problemas.
1. Suponga que A C By que C C D; pruebe que

a) (AUC) C (BUD).
b) (ANC) C (BN D).

2. Suponga que A = B y que C' = D; pruebe que

a) (AUC) = (BUD).
b) (ANC) = (BN D).

Pruebe que si A C B, entonces B’ C A’.
Pruebe que si A = B, entonces A’ = B’.
Pruebe que si A= By B C C, entonces A C C.

A o

Pruebe que si A C By B C C, entonces A C C.

2. Algebra de clases

Uno de los aspectos mas interesantes y utiles sobre clases es que, bajo las
operaciones de unién, interseccién y complemento, satisfacen ciertas leyes al-
gebraicas a partir de las cuales podemos desarrollar un algebra de clases.

En esta seccién desarrollaremos las leyes basicas del dlgebra de clases. Recor-
demos que la palabra clase debe entenderse como cualquier coleccion de objetos;
asi, debemos entender que las leyes que aqui se presentan se aplican a toda co-
leccién de objetos; en particular, se aplican a conjuntos.

Teorema 3 Si A y B son cualesquiera clases, entonces
1. ACAuBy BC AUB.
2. ADNBC Ay AnBCB.
Prueba:
1. Para probar que A C AU B debemos probar que t € A =z € AU B:

xr€A = z€AVz e Brecuerde que (P = (PVQ))
es una tautologia
= x € AU B por la Definicién 3.

Anélogamente se puede demostrar que B C AU B.



2. Para probar que AN B C A debemos probar que x € ANB =z € A:

r€ANB = x€ AANx € B por la Definicién 4
= x € A recuerde que ((P A Q) = P) es una tautologfa.

Andlogamente se puede demostrar que AN B C B.

Teorema 4 Si A y B son clases entonces
1. ACBsiysélosi AUB = B.
2. ACBsiysolosi ANB = A.
Prueba:

1. Asumamos primero que A C B; esto es, © € A = x € B. Entonces

re€ AUB = x¢€ AVax € B por la Definicién 3
= x € BVuz € Byaquesi Q= R entonces
((PV Q)= (PVR)) es una tautologia
= x € Byaque ((PV P)<%& P) es una tautologia.

Asi, AU B C B, pero por el Teorema 3(1) B C AU B, consecuentemente
AUB=B.

Reciprocamente, asumamos que A U B = B. Nuevamente por el Teorema
3(1) ACAUB,asi ACB.

2. Ejercicio para el lector.

Teorema 5 (Leyes de Absorcion). Para todas las clases A y B,
1. AU(ANB) = A.
2. An(AuB) = A.

Prueba:

I
o

1. Por el Teorema 3(2) AN B C Ay por el Teorema 4(1) AU (AN B)
2. Por el Teorema 3(1) A C AU B y por el Teorema 4(2) AN (AU B)

Teorema 6 Para toda clase A, (4") = A.

Prueba:

re (A =x¢ A = xe Apor la Definicién 8,
r€A=z¢ A =z e (A" por la Definicién 8.



Teorema 7 (Leyes de De Morgan). Para todas las clases A y B,
1. (AuB)Y =A'NnB.
2. (AnB) =A"UB.

Prueba:
1. Primero,

€ (AuB) = =x¢ (AUB) por la Definicién 8

= x¢Z¢ANx¢B (six€ AV € B,
entonces x € AU B)
= 2 € A’ Ax € B’ por la Definicién 8
= 1z € (A'N B’) por la Definicién 4.
Luego,

€e(ANB) = xze€A ANz e B porla Definicién 4
= x¢ ANz ¢ B por la Definicién 8
= ¢ AUB
= x € (AU B)' por la Definicién 8.

2. Ejercicio para el lector.

Teorema 8 Para todas las clases A, B y C' las siguientes se cumplen:

1. AuUB=BUA.

2. AnB=BnNA.

3. AUA=A.

4. AnNA=A

5. AU(BUC)=(AUuB)uUC

6. AN(BNC)=(AnB)NC

7. AN(BUC)=(ANB)U(ANCQ).

8. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
Prueba:

1.

r€ AUB = z € AVax e B por la Definicién 3
= x € BVuz € A por la conmutatividad de la disyuncién
= 1z € BU A por la Definicién 3.



2. Ejercicio para el lector.
3. Ejercicio para el lector.
4. Ejercicio para el lector.
5.

r€AU(BUC) = z€ AVze BUC por la Definicién 3

= z€ AV (z e BVaxe ) por la Definicién 3

= (z€ AV e B)Vz el por laasociatividad
de la disyuncién

= z € (AUB)Vz e C por la Definicién 3

= 1z € (AUB)UC por la Definicién 3.

6. Ejercicio para el lector.
7.

zx€AN(BUC) = z€ AAz e BUC por la Definicién 4

z € AN (z € BVz e C) por la Definicién 3
(xe ANz eB)V(re ANz e C) por la
distribucién de la conjuncién sobre la disyuncion
= x€ ANBVzxe ANC por la Definicién 4

= xz€(ANDB)U(ANC) por la Definicién 3.

U

8. Ejercicio para el lector.

Teorema 9 Para toda clase A,

1. Aug = A.
2. AN@ =a.
3. AuU =U.
4. AnU = A.
5. U =0.
6. @ =U.
7. AUA =U
8. AnNA' =2
Prueba:

1. Por el Teorema 2.(1) @ C Ay en consecuencia al Teorema 4.(1) AUZ = A.



2. Ejercicio para el lector.
Por el Teorema 2.(2) A C U y en consecuencia al Teorema 4.(1) AUU = U.
Ejercicio para el lector.
Ejercicio para el lector.
Ejercicio para el lector.

Ejercicio para el lector.

® N e oo W

Ejercicio para el lector.

Las leyes del dlgebra de clases que hemos desarrollado nos permiten probar
todas las propiedades elementales de clases sin referirnos a las definiciones de
los stmbolos U,N,” y C. El siguiente es un ejemplo de como se procede.

Ejemplo 1 Pruebe que AN(A’"UB)=ANB.

Prueba:

AN(A'UB) = (ANA)U(ANB) por el Teorema 8.(7)
@ U (AN B) por el Teorema 9.(8)
= AN B por el Teorema 9.(1).

La siguiente definicién frecuentemente es util: La diferencia de dos clases A 'y
B es la clase de todos los elementos que pertenecen a A pero que no pertenecen
a B. En simbolos,
A-B=AnNnB.

Ejemplo 2 Pruebe que A— B= B’ — A'.
Prueba:

A—B = AnDB por Definicién de diferencia
= B’N A por el Teorema 8.(2)
= B'n(A4") por el Teorema 6

= B’ — A’ por la definicién de diferencia.

Es 1til notar que las propiedades que involucran inclusién (C), en lugar de

igualdad, se pueden probar usando dlgebra de clases ayudédndose con el Teorema
4.

Ejercicio 2 Use algebra de clases para demostrar lo siguiente:
1. AnB)UC=(AUC)N(BUCQO).
2. (AUB)NC=(AnC)Uu(BnCQC).



3. SiANC = @ entonces AN(BUC)=ANB.

4. Si AN B = @ entonces A — B = A.

5. STIANB=@y AUB = (C entonces A =C — B.
6. AN(B-C)=(ANB) -

7. (AUB)-C=(A-C)u(B-0C).

8. A—(BUC)=(A-B)Nn(A-0C)

9. A—-(BNnC)=(A-B)U(4A-20C).

Ejercicio 3 Definimos la operacién + sobre clases como sigue: Si A y B son
clases entonces:
A+B=(A-B)U(B-A).

Pruebe lo siguiente:
1. A+ B=B+ A
2. A+ (B+C)=(A+B)+C.
3. AN(B+C)=(ANB)+ (ANCQC).
4. A+A=02.
5. A+o=A

Ejercicio 4 Pruebe lo siguiente:
1. SSAUB =g entonces A=0y B=2.
2. ANB' =@ siysélosi AC B.
3. A+ B=gsiysélosi A=B.
4. AUC=BUCsiysélosi A+ B CC.
5 (AuC)+(BuC)=(A+B)-_C.

Ejercicio 5 Use algebra de clases para probar que si A C By C = B— A
entonces A =B — C.

10



3. Pares ordenados y productos cartesianos

Si a es un elemento podemos usar el axioma de construccién de clase para
formar la clase
{a} = {z|z = a}.

Es fécil ver que {a} contiene sélo un elemento, llamado elemento a. A una clase
que contiene un solo elemento se le llama solitaria.

Si a y b son elementos podemos usar el axioma de construccion de clase para
formar la clase

{a,b} = {z|lx = a Vv x =b}.

Claramente {a,b} contiene dos elementos, llamados los elementos a y b. Una
clase que contiene exactamente dos elementos es llamada par desordenado, o
simplemente una pareja.

De manera andloga podemos formar las clases {a,b,c}, {a,b,¢,d} y asi su-
cesivamente.

En matemaéticas frecuentemente necesitamos formar las clases cuyos elemen-
tos son parejas. Para poder hacer esto legitimamente, necesitamos un nuevo
axioma que garantice que si a y b son elementos entonces la pareja {a,b} es
un elemento. Esto motiva nuestro siguiente axioma, al que se le suele llamar
Azxioma de apareamiento:

Axioma 3 Siay b son elementos entonces {a, b} es un elemento.

Esta claro que {a,a} = {a}; asi, al definir a = b en el Axioma 3, inme-
diatamente obtenemos que si a es un elemento entonces la solitaria {a} es un
elemento.

Teorema 10 Si {z,y} = {u,v} entonces
olzx=uAy=vlox=vAy=ul.

Prueba: Ejercicio para el lector. (Sugerencia: Considere separadamente los casos
x=yyax#y. Luego use el Axioma 1.)

Una nocién importante en matematicas es la de un par ordenado de elemen-
tos. Intuitivamente, un para ordenado es una clase que consiste de dos elementos
en un orden especifico. En efecto, el orden realmente no es esencial; lo que es
esencial es que los pares ordenados tienen la siguiente propiedad.

Propiedad 1 Sean (a,b) y (c¢,d) pares ordenados. Si (a,b) = (¢,d) entonces
a=cyb=d.

Nos gustaria definir pares ordenados de tal manera que no sea necesario
introducir una nueva nocién indefinida de “orden”. Es un hecho interesante
que, realmente, se puede lograr procediendo como sigue.

11



Definicién 9 Sean a y b elementos; el par ordenado (a,b) se define como la

clase
(a,b) = {{a},{a,b}}.

Por el Axioma 3, (a,b) se puede formar legitimamente y también es un
elemento.
Vale la pena notar que

(b;a) = {{b},{b, a}} = {{b}, {a, b}}.

Asf hay una clara distincién entre los dos posibles “ordenes”(a,b) y (b,a)
va que son dos clases distintas, resta probar que los pares ordenados, como han
sido definidos, tienen la Propiedad 1.

Teorema 11 Si (a,b) = (¢, d) entonces a =cy b=d.

Prueba: Suponga que (a,b) = (¢, d); esto es,

{{a},{a,b}} = {{c}, {c, d}}.

Por el Teorema 10, o

[{a} = {c} A {a, b} = {e, d}]

[{a} = {c,d} A{a, b} = {c}];
consideraremos separadamente los dos casos.
Caso 1 {a} = {c} y {a,b} = {c¢,d}. De {a} = {c} se sigue que a = c¢. De
{a,b} = {c¢,d} y el Teorema 10 se signe queoa =cyb=d,0a=dy
b = ¢; en el primer subcaso hemos terminado; en el segundo subcaso como

a = ¢ tenemos entonces que b = ¢ = a = d, con lo que terminamos el
Caso 1.

Caso 2 {a} ={c,d} y {a,b} = {c}. Aqui, ¢ € {¢,d} y {c,d} = {a}, asi ¢ € {a};
por lo que ¢ = a; andlogamente, d = a. También, b € {a, b} y {a,b} = {c},
asi b € {c}; por lo que b = ¢. De tal manera que a = b = ¢ = d, terminando
la prueba.

Definicién 10 El producto cartesiano de dos clases A y B es la clase de los
pares ordenados (x,y) donde x € A y y € B. En simbolos,

Ax B={(z,y)lx € ANy € B}.
Las siguientes son propiedades simples del producto cartesiano.

Teorema 12 Para todas las clases A, B,C' y D,
1. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC(C).

12



2. Ax(BUC)=(Ax B)U(AxCQC).
3. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

Prueba:

1.

(z,y) e Ax (BNCQC) reANyeBNC
reANyeBAyeC
(,y) € AXBA (z,y) € AxC

(z,y) € (Ax B)n (A x C).

toe o

2. Ejercicio para el lector.

3.

(z,y) € (Ax B)N(C x D) (z,y) € AX BA(z,y) € C XD
reANyeBANxzeCAyeD
re ANCAye BND

(z,y) € (ANC) x (BN D).

to o

Ejercicio 6 Pruebe que:

1.

10.
11.
12.
13.

A T e

Ax(B—D)=(Ax B)—(AxD).

(AxB)N(CxD)=(AxD)n(C x B).

(AxA)N(BxC)=(ANDB)x (ANC).

(AxB)—(CxC)=[A-C)xBJU[Ax (B-C0C)].
)~ (BxC)=[(A

(AxA)—(BxC

[(

Ay B son disjuntas si y sélo si para cualquier clase no vacia C, A x C'y
B x C son disjuntas.

~B)x AJU[A % (A—C)].

Si Ay C son clases no vacias, AC By C C Dsiysélosi AxC C BxD.

Sean A, B,C y D clases no vacias. Ax B=CxDsiysélosiA=Cy
B=D.

Ax By A" x C son disjuntas.

B x Ay C x A’ son disjuntas.
AxB=QsiystlosiA=@ 0 B=2.
Si a = {b} entonces b € a.

x=ysiysélosi{z} = {y}.

13



14. z € asiy sélosi{z} Ca.
15. {a,b} = {a} siy sblo si a =b.

16. La siguiente es una definicién alternativa de par ordenado:

(z,y) = {{z, 2}, {y, {2}}}.

Use esta definicién para probar que si (a,b) = (¢,d) entonces a = ¢ y
b=d.

4. Graficas

Una clase de pares ordenados se llama una grdfica. Dicho de otra manera,
una grafica es una subclase arbitraria de U x U.

Definicién 11 Si G es una gréfica entonces G~ es la grafica definida mediante
G = {(z,9)|(y,2) € G}.

Definicién 12 Si Gy H son graficas entonces Go H es la grafica definida como
sigue
GoH ={(z,y)|3z 2 (z,2) € HA(z,y) € G}.

Las siguientes son propiedades bésicas de gréficas.

Teorema 13 Si G, H y J son graficas entonces las siguientes propiedades se
cumplen:

1. Go(HoJ)=(GoH)oJ.

2. (G Ht=aG.

3. (GoH)"'=H 1oG™'.
Prueba:

1.

(z,y) € (GoH)oJ Jzo(z,2) e JN(2,y) € Go H
JwAIzo(x,2) € JA(z,w) € HA(w,y) €G
Jw s (z,w) € Ho J A (w,y) € G

(z,y) e Go(HoJ)

t oo

(y,x) € G !
(z,y) €G

(@y) e (GTH =
&

14



(z,y) € (GoH)™' < (y,2)€GoH
< 3z o (y, )EH/\(Z:L’)EG
& Jz o (x, )EG A(z,y) € H?
A (7)6 oGt

5. Funciones

5.1. Conceptos y definiciones fundamentales

Definiciéon 13 Una funcion de A a B esun triple de objetos < f, A, B >, donde
Ay B son clases y f es una subclase de A x B con las siguientes propiedades:

F1 Vz € A,3y € B tal que (z,y) € f.

F2 Si (z,y1) € f y (x,y2) € f entonces y1 = ya.

Se acostumbra escribir f: A — B en lugar de < f, A, B >.
Sea f : A — B una funcién; si (z,y) € f decimos que y es la imagen de x
(con respecto a f); también decimos que x es la preimagen de y (con respecto a

f); también se dice que f mapea x sobre y y lo simbolizamos mediante N Y.

Asi, F1 enuncia que todo elemento = € A tiene una imagen y € B.
F2 enuncia que si z € A entonces la imagen de z es tnica. Se sigue que
F1 y F2 combinadas enuncian que todo elemento z € A tiene una imagen
Unicamente determinada y € B.

Teorema 14 Sean A y B clases y sea f una grafica. Entonces f : A — B es
una funcion si y sélo si:

1. F2 se cumple,
2. dom f=Ay
3. ran f C B.

Corolario 1 Sea f : A — B una funcién; si C es cualquier clase tal que ran f C
C entonces f: A — C es una funcién.

Sea f: A — B una funcién y sea x € A; se acostumbra usar el simbolo f(z)
para designar la imagen de x. Asi, y = f(z) tiene el mismo significado que
(z,y) € f. Usando esta convencién, las condiciones F1 y F2 toman la forma:

Fl1 Vz € A,Jy € B,y = f(x).
F2 Siy = f(2) y y2 = f(z) entonces y1 = ya.
Teorema 15 Sean f: A — By g: A — B funciones. Entonces f = g si y s6lo

si f(x) = g(x),Vx € A.
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Definicién 14 Una funcién f : A — B se dice que es inyectiva si tiene la
siguiente propiedad: INJ Si (z1,y) € f y (22,y) € f entonces x1 = xa.

Note que INJ simplemente enuncia que si y es cualquier elemento de B
entonces y no tiene mas de una preimagen. Usando nuestra notaciéon para
imégenes podemos escribir INJ como: si f(z1) = f(x2) entonces x; = .

Definicién 15 Una funcién f : A — B se dice que es sobreyectiva si tiene la
siguiente propiedad: SURJ Vy € B, 3z € A >y = f(x).

La condicién SURJ enuncia que todo elemento de B es la imagen de algin
elemento de A, esto es, B C ran f, pero por el Teorema 14-3 ran f C B,
asi f: A — B es sobreyectiva si y sélo si ran f = B.

Definicién 16 Una funcién f: A — B se dice que es biyectiva si es inyectiva
y sobreyectiva.

Definicién 17 Si existe una funcién biyectiva f : A — B entonces decimos que
Ay B estdn en correspondencia uno a uno.

Teorema 16 Si f: BUC — A es una funcién entonces f = fip U fic-

Teorema 17 Sean f; : B — Ay fy : C — A funciones donde BN C = (. Si
f = f1U f2 entonces lo siguiente se cumple:

1. f: BUC — A es una funcién.
2. fi=figy f2= fiop-
3. Siz € B entonces f(x) = fi(z) y si z € C entonces f(z) = fo(x).

Ejercicio 7 Resuelva los siguientes problemas:

1. Pruebe que las funciones identidad, constante, inclusién, caracteristica y
la restriccion de una funcién califican como funciones de acuerdo a la
definicén de funcidén, en otras palabras que cumplen F1 y F2.

2. Si f: A— B esun funcién inyectiva y C' C A entonces fio) : C — B es
un funcién inyectiva.

3. Sea A una clase y sea f = {(x,(x,2))|z € A}. Muestre que f es una
funcién biyectiva de A en 4.

4. Sean f: A — By g: A — B funciones. Pruebe que si f C g entonces

f=g
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5. Sean f: A— By g:C — D funciones. El producto de f y g es la funcién
definida como sigue:

[f - gl(x,y) = (f(2), 9(y)) para todo (z,y) € A x C.

Pruebe que f - g es una funcién de A x C' en B x D. Pruebe quesi fyg
son inyectivas entonces f - g es inyectiva y que si f y g son sobreyectivas
entonces f - g es sobreyectiva. Pruebe que ran [f - g| = (ran f) x (ran g).

5.2. Propiedades de funciones compuestas y funciones in-
versas

Teorema 18 Si f: A— By g: B — C son funciones entonces go f : A — C
es una funcion.

Por la Definicién 12, (x,y) € gof siy s6lo si para algin elemento z, (z,z) € f

vy (z,y) € g. Asi, z f y si y sélo si para algin z, x EA y 2 EN y. Esto es lo
mismo como decir que y = [g o f](z) si y sblo si para algin z, z = f(x) y
y = g(z). Por lo cual obtenemos lo siguiente: [g o f](z) = g(f(x)).

Definicién 18 Una funcién f : A — B se dice que es invertible si f~' : B — A
es una funcién.

Sea f : A — B una funcién invertible; por la Definicién 11, (z,y) € f si

—1
y sblo si (y,x) € f=1 Asf, N y siy sélo siy 15 . De donde obtenemos
y= f(x)siysélosiz=f"1(y).

Teorema 19 Si f : A — B es una funcién biyectiva entonces f~! : B — A es
una funcién biyectiva.

Teorema 20 Si f: A — B es invertible entonces f : A — B es biyectiva.

Teorema 21 Sea f: A — B una funcién invertible entonces:
L flof=1Isy
2. fofl=1Ip.

Teorema 22 Sean f: A— Byg: B — Afunciones. Sigof =14y fog=1Ip
entonces f : A — B es biyectiva (y por tanto invertible) y g = f~1.

Teorema 23 Sea f : A — B una funcién; f : A — B es inyectiva si y s6lo si
existe una funcién g : B — A tal que go f = I4.

Teorema 24 Sea f: A — B una funcién; f : A — B es sobreyectiva si y s6lo
si existe una funcién g : B — A tal que fog = Ip.
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Teorema 25 Si f: A— B, g: B—Cygof:A— C son funciones entonces
lo siguiente se cumple:

1.
2.

3.

Si f y g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.
Si f y g son sobreyectivas entonces g o f es sobreyectiva.

Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.

Ejercicio 8 Resuelva los siguientes problemas:

1.
2.

Sea f: A — B una funcién. Pruebe que Ipo f = fy que fols = f.

Suponga que f: A — By g: B — C son funciones. Pruebe que si g o f
es inyectiva entonces f es inyectiva; pruebe que si g o f es sobreyectiva
entonces g es sobreyectiva. Concluya que si g o f es biyectiva entoces f es
inyectiva y g es sobreyectiva.

Sean f: A — By g: B — A funciones. Suponga que y = f(z) si y sélo si
x = g(y). Pruebe que f es invertible y que g = f~1.

Sean g : B — C'y h: B — C funciones. Suponga que go f = ho f para
toda funcién f: A — B. Pruebe que g = h.

Suponga que g : A — By h: A — B son funciones. Sea C un conjunto
con mas de un elemento; suponga que fog = f oh para toda funcién
f:B — C. Pruebe que g = h.

Sea f : B — C una funcién. Pruebe que f es inyectiva si y sélo si para
todo par de funciones g: A -+ By h:A— B, (fog=foh)=g=h.

Sea f: A — B una funcién. Pruebe que f es sobreyectiva si y sélo si para
todo par de funciones g: B—Cy h: B —C, (gof=ho f)=g=h.
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