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Motivacion

En la sesién anterior empezamos a construir un catdlogo de funciones
recursivas primitivas, esta vez vamos a continuar construyendo ese
catdlogo.
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Ejemplo 13 |

@ De manera similar, la funcién h que verifica sus dos entradas z y y
para versiono r <y

Wz, ) 1 siz<y
x’ = .
Y 0 en caso contrario

es recursiva primitiva porque h(z,y) = z(z =~ y).
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Ejemplo 13 |

@ De manera similar, la funcién h que verifica sus dos entradas z y y
para versiono r <y

Wz, ) 1 siz<y
x’ = .
Y 0 en caso contrario

es recursiva primitiva porque h(z,y) = z(z =~ y).
@ Los items 12 y 13 pueden reformularse en términos de relaciones (en
lugar de funciones).
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Ejemplo 13 |

@ De manera similar, la funcién h que verifica sus dos entradas z y y
para versiono r <y

Wz, ) 1 siz<y
x’ = .
Y 0 en caso contrario

es recursiva primitiva porque h(z,y) = z(z =~ y).

@ Los items 12 y 13 pueden reformularse en términos de relaciones (en
lugar de funciones).

@ Supongamos que R es una relacién de aridad k sobre los niimeros
naturales, es decir, R es algiin conjunto de tuplas-k de nimeros
naturales: R < N*.
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Ejemplo 13 Il

@ Definimos R como una relacién recursiva primitiva si su funcién
caracteristica

1 si (a:l,...,xk) eR

CR({L‘l,...,J}k): .
0 en caso contrario

es una funcién recursiva primitiva.

@ Por ejemplo, el item 13 establece que la relacién de ordenamiento
{< x,y > |r <y} es una relacidn binaria recursiva primitiva.

@ Y el item 12 establece que {0} es una relacién unaria recursiva
primitiva.
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Ejemplo 13 111

@ De la composicién derivamos la regla de sustitucién: si () es una
relacién recursiva primitiva de aridad n, y g1, ..., g son funciones
recursivas primitivas de aridad k, entonces la relacién de aridad k.

{Z]g1(2), ..., gn(2)}
es recursiva primitiva porque su funcidn caracteristica se obtiene de
CoVy g1,---,9n POr composicion.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 7 Funciones recu:



Ejemplo 13 111

@ De la composicién derivamos la regla de sustitucién: si () es una
relacién recursiva primitiva de aridad n, y g1, ..., g son funciones
recursivas primitivas de aridad k, entonces la relacién de aridad k.

{Z]g1(2), ..., gn(2)}
es recursiva primitiva porque su funcidn caracteristica se obtiene de

CoVy g1,---,9n POr composicion.
@ De una relacién @, podemos formar su complemento Q:

Q = {Z|% no estd en Q}.
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Ejemplo 13 111

@ De la composicién derivamos la regla de sustitucién: si () es una
relacién recursiva primitiva de aridad n, y g1, ..., g son funciones
recursivas primitivas de aridad k, entonces la relacién de aridad k.

{Z]g1(2), ..., gn(2)}
es recursiva primitiva porque su funcidn caracteristica se obtiene de

CoVy g1,---,9n POr composicion.
@ De una relacién @, podemos formar su complemento Q:

Q = {Z|% no estd en Q}.

@ A partir de dos relaciones @ y R de aridad k (para el mismo k),
podemos formar su interseccion,

QN R={F] ambos T e Qy T e R}
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@ De la composicién derivamos la regla de sustitucién: si () es una
relacién recursiva primitiva de aridad n, y g1, ..., g son funciones
recursivas primitivas de aridad k, entonces la relacién de aridad k.

{Z]g1(2), ..., gn(2)}
es recursiva primitiva porque su funcidn caracteristica se obtiene de

CoVy g1,---,9n POr composicion.
@ De una relacién @, podemos formar su complemento Q:

Q = {Z|% no estd en Q}.

@ A partir de dos relaciones @ y R de aridad k (para el mismo k),
podemos formar su interseccion,

QN R={F] ambos T€e Qy ¥ € R}
@ y su union

QUR={F| oZe@ oZe R oambos}
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Ejemplo 13 IV

@ Podemos simplificar ligeramente la notacién escribiendo, en lugar de
7 € @, simplemente Q(Z).
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Ejemplo 13 IV

@ Podemos simplificar ligeramente la notacién escribiendo, en lugar de
7 € @, simplemente Q(Z).

@ En esta notacion,
Q = {7 no Q()},

Q ~ R = (7] ambos Q(7) y R(7)},
Q u R = {Z] o Q(¥) o R(Z¥) o ambos}.
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Ejemplo 13 IV

@ Podemos simplificar ligeramente la notacién escribiendo, en lugar de
7 € @, simplemente Q(Z).

@ En esta notacion,
Q = {7 no Q()},
Q A R = {#] ambos Q&) y R(#)},
Q u R = {Z] o Q(¥) o R(Z¥) o ambos}.

o El siguiente teorema nos asegura que estas construcciones preservan
la recursividad primitiva.
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Ejemplo 13 IV

@ Podemos simplificar ligeramente la notacién escribiendo, en lugar de
7 € @, simplemente Q(Z).

@ En esta notacion,

Q = {7 no Q(¥)},
Q n R = {Z] ambos Q(7) y R()},
Q u R = {Z] o Q(¥) o R(Z¥) o ambos}.

o El siguiente teorema nos asegura que estas construcciones preservan
la recursividad primitiva.

o Es decir, cuando se aplican a relaciones recursivas primitivas,
producen relaciones recursivas primitivas.
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Ejemplo 13 IV

@ Podemos simplificar ligeramente la notacién escribiendo, en lugar de
7 € @, simplemente Q(Z).

@ En esta notacion,

Q = {7 no Q(¥)},
Q n R = {Z] ambos Q(7) y R()},
Q u R = {Z] o Q(¥) o R(Z¥) o ambos}.

o El siguiente teorema nos asegura que estas construcciones preservan
la recursividad primitiva.

o Es decir, cuando se aplican a relaciones recursivas primitivas,
producen relaciones recursivas primitivas.

o Este teorema sera (til para ampliar nuestro catdlogo de relaciones y
funciones recursivas primitivas.
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Ejemplo 13 V

Teorema Supongamos que @ y R son relaciones recursivas primitivas de
aridad k. Entonces las siguientes relaciones también son recursivas
primitivas.

@ E/ complemento Q de Q:

Q = {Z] no Q(2)}

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 13 V

Teorema Supongamos que @ y R son relaciones recursivas primitivas de
aridad k. Entonces las siguientes relaciones también son recursivas
primitivas.

@ E/ complemento Q de Q:

Q = {7 no Q(7)}
@ La interseccion Q "R de Q y R:

Q n R = {Z] ambos Q(Z) y R(¥)}
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Ejemplo 13 V

Teorema Supongamos que @ y R son relaciones recursivas primitivas de
aridad k. Entonces las siguientes relaciones también son recursivas
primitivas.

@ E/ complemento Q de Q:

Q = {7 no Q(7)}
@ La interseccion Q "R de Q y R:

Q n R = {Z] ambos Q(Z) y R(¥)}
© Launion Qu R de @ y R:

Q U R = {Z] o Q(¥) o R(Z) o ambos}




Ejemplo 13 VI

o

Col@) = 2(Cq(Z))
donde z es la funcién del item 12. Es decir, C'@ se obtiene por
composicién de funciones que se sabe que son recursivas primitivas.
Las demds partes se prueban de manera similar; necesitamos hacer la
funcién caracteristica a partir de partes recursivas primitivas.
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Ejemplo 13 VI

o

Col@) = 2(Cq(Z))
donde z es la funcién del item 12. Es decir, C'@ se obtiene por
composicién de funciones que se sabe que son recursivas primitivas.
Las demds partes se prueban de manera similar; necesitamos hacer la
funcién caracteristica a partir de partes recursivas primitivas.

Cqnr(T) = Co(7) - Cr(T)
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Ejemplo 13 VI

o

Col@) = 2(Cq(Z))
donde z es la funcién del item 12. Es decir, C'@ se obtiene por
composicién de funciones que se sabe que son recursivas primitivas.
Las demds partes se prueban de manera similar; necesitamos hacer la
funcién caracteristica a partir de partes recursivas primitivas.

Cqnr(T) = Co(7) - Cr(T)

Cour(Z) = pos[Cq(Z) + Cr(Z)]

donde pos es la funcién del Ejercicio 5 de este capitulo. Por ejemplo,
podemos aplicar este teorema para concluir que > y = son relaciones
recursivas primitivas: —




Ejemplo 14

La relacién {< z,y > |z > y} es recursiva primitiva porque es el
complemento de la relacién < del item 13.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 7 Funciones recul



Ejemplo 15 |

@ La relacién {< z,y > |z = y} es recursiva primitiva porque es la
interseccidn de las relaciones <y >, y > se obtiene de < mediante
transformacién explicita.
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Ejemplo 15 |

@ La relacién {< z,y > |z = y} es recursiva primitiva porque es la
interseccidn de las relaciones <y >, y > se obtiene de < mediante
transformacién explicita.

@ Del item 15 y de la regla de sustitucién se deduce que para cualquier
funcién recursiva primitiva f, su grafica

{<Z,y>|f(&) =y}
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Ejemplo 15 |

@ La relacién {< z,y > |z = y} es recursiva primitiva porque es la
interseccidn de las relaciones <y >, y > se obtiene de < mediante
transformacién explicita.

@ Del item 15 y de la regla de sustitucién se deduce que para cualquier
funcién recursiva primitiva f, su grafica

{<Z,y>|f(&) =y}

@ es una relacién recursiva primitiva.
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Ejemplo 15 Il

Definicién por casos: Supongamos que () es una relacién recursiva
primitiva de aridad k, y que [ y g son funciones recursivas primitivas de
aridad k. Entonces la funcion h definida por la ecuacion

también es recursiva primitiva.
Prueba: h(Z) = f(Z) - Co(7) + g(%) - C5(7). -
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Ejemplo 15 111

@ Este resultado puede extenderse a mas de dos casos; vea el Ejercicio 12 de
este capitulo.

nez (FCC-BUAP)



Ejemplo 15 111

@ Este resultado puede extenderse a mas de dos casos; vea el Ejercicio 12 de
este capitulo.

@ Por ejemplo, es posible que deseemos manejar una ecuacién de la forma

[1(Z) si Q(F) y R(Z)

) — L@ Q@) y o R@)
fs(@) si R(Z) y no Q(Z)
fa(Z) sini Q(Z) ni R(X)
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Ejemplo 15 111

@ Este resultado puede extenderse a mas de dos casos; vea el Ejercicio 12 de
este capitulo.

@ Por ejemplo, es posible que deseemos manejar una ecuacién de la forma

f1(*) si Q(7) y R(T)
12(@) s Q) y no R()

f3(Z) si R(Z) y no Q(T)

fa(Z) sini Q(Z) ni R(Z)

W) =

@ o una de la forma

f1 (f) Si Ql(f)
fg(f) si Qg(f)

h(Z) =
fo(Z)  si Qo()
f10(Z) si ninguna de las anteriores se cumple
en una situacién en la que se sabe que no hay dos de Q)1,...,Q9 que

puedan cumplirse simultdaneamente.
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Ejemplo 15 IV

@ Ademds, a partir de una relacién @ de aridad k&, podemos formar
{<x1,...,2_1,y > | para todo t <y, < x1,...,Tk_1,t > € Q}
que se puede escribir en mejor notacién como
{<Zy>|(Vt<y) QW 1)}

donde el simbolo V se lee “para todos”.
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Ejemplo 15 IV

@ Ademds, a partir de una relacién @ de aridad k&, podemos formar
{<x1,...,2_1,y > | para todo t <y, < x1,...,Tk_1,t > € Q}
que se puede escribir en mejor notacién como
{<Zy>|(Vt<y) QW 1)}

donde el simbolo V se lee “para todos”.

@ Con el mismo espiritu, podemos formar
{<x1,...,25-1,y > | para algin t <y, < z1,...,25-1,t > € Q}
que estd mejor escrito como
{<Zy>10Et<y) Q@ 1)}

donde el simbolo 3 se lee como “existe ... tal que”.
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Ejemplo 15 IV

@ Ademds, a partir de una relacién @ de aridad k&, podemos formar
{<x1,...,2_1,y > | para todo t <y, < x1,...,Tk_1,t > € Q}
que se puede escribir en mejor notacién como
{<Zy>|(Vt<y) QW 1)}

donde el simbolo V se lee “para todos”.

@ Con el mismo espiritu, podemos formar
{<x1,...,25-1,y > | para algin t <y, < z1,...,25-1,t > € Q}
que estd mejor escrito como
{<Zy>10Et<y) Q@ 1)}

donde el simbolo 3 se lee como “existe ... tal que”.

@ Nuevamente, estas construcciones preservan la recursividad primitiva:

Martinez (FCC-BUAP)



Ejemplo 15 V

Teorema: Supongamos que ) es una relacién recursiva primitiva de aridad (k + 1).
Entonces las siguientes relaciones también son recursivas primitivas:

Q@

{<Zy>](Vt<y) QW 1)}
Q@

{<Z,y>] (3t <y QI 1)}
Prueba:

@ El valor de la funcidn caracteristica en < Z,y > es

[[Ca(@ )
t<y

Aplicar el item 11.

@ El valor de la funcidn caracteristica en < Z,y > es

pos

> Ca(, t)]

t<y

donde pos es la funcién del ejercicio 5. Esta es primitiva recursiva en virtud del
item 11 y del Ejercicio 5.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién

{<z,y>|Fg<y+ [z -qg=y]}

es recursiva primitiva.
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién
{<zy>|Ga<y+[z-qg=yl}
es recursiva primitiva.

@ Hacemos esto observando la forma en que estd escrita la linea anterior y luego
completando los detalles.
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién
{<zy>|Ga<y+[z-qg=yl}
es recursiva primitiva.

@ Hacemos esto observando la forma en que estd escrita la linea anterior y luego
completando los detalles.

@ En primer lugar, la relacién ternaria
Ri(z,y,q) <= x-q=y

se obtiene de la relacién de igualdad sustituyendo las siguientes funciones
3
<z, y,q>—>z-qyls.
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién

{<zy>|Ga<y+[z-qg=yl}
es recursiva primitiva.

@ Hacemos esto observando la forma en que estd escrita la linea anterior y luego
completando los detalles.

@ En primer lugar, la relacién ternaria
Ri(z,y,q) == z-q=y
se obtiene de la relacién de igualdad sustituyendo las siguientes funciones
<z,y,q>—z-qy I3
@ En segundo lugar, una aplicacién del teorema anterior muestra que la relacién
ternaria
Ra(z,y,2) <= (g < 2)[z - q =y]
es recursiva primitiva.
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién

{<zy>|Ga<y+[z-qg=yl}
es recursiva primitiva.

@ Hacemos esto observando la forma en que estd escrita la linea anterior y luego
completando los detalles.

@ En primer lugar, la relacién ternaria
Ri(z,y,q) == z-q=y
se obtiene de la relacién de igualdad sustituyendo las siguientes funciones
<z,y,q>—z-qy I3
@ En segundo lugar, una aplicacién del teorema anterior muestra que la relacién
ternaria
Ra(z,y,2) <= (g < 2)[z - q =y]
es recursiva primitiva.

@ Finalmente aplicamos sustitucion:

Bg<y+ [z -q=y] = Ra(z,y,y +1)
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Ejemplo 15 VI

@ Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la relacién

{<zy>|Ga<y+[z-qg=yl}
es recursiva primitiva.

@ Hacemos esto observando la forma en que estd escrita la linea anterior y luego
completando los detalles.

@ En primer lugar, la relacién ternaria
Ri(z,y,q) == z-q=y
se obtiene de la relacién de igualdad sustituyendo las siguientes funciones
<z,y,q>—z-qy I3
@ En segundo lugar, una aplicacién del teorema anterior muestra que la relacién
ternaria
Ra(z,y,2) <= (g < 2)[z - q =y]
es recursiva primitiva.

@ Finalmente aplicamos sustitucion:
(Fe<y+Dlz-q=y] = Ra(z,y,y +1)

@ En resumen, podemos demostrar que esta relacidn es recursiva primitiva
examinando la forma sintactica de su definicién y verificando que se ha construido
utilizando sélo piezas que se sabe que son recursivas primitivas.
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Ejemplo 16 |

@ La relacién de divisibilidad x|y, es decir, la relacién
{< 2,y > | z divide y con resto 0},

es recursiva primitiva.
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Ejemplo 16 |

@ La relacién de divisibilidad x|y, es decir, la relacién
{< 2,y > | z divide y con resto 0},

es recursiva primitiva.

@ Aqui adoptamos la convencién de que 0 se divide a si mismo, pero no
divide a ninglin entero positivo.
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Ejemplo 16 |

@ La relacién de divisibilidad x|y, es decir, la relacién
{< 2,y > | z divide y con resto 0},

es recursiva primitiva.

@ Aqui adoptamos la convencién de que 0 se divide a si mismo, pero no
divide a ninglin entero positivo.

@ Esto se debe a que

x|y <= para algin cociente ¢, tenemos que - ¢ =y
= (Jg<y)lr-q¢=y]
> (Jg<y+ 1)z -qg=y]
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Ejemplo 16 |

@ La relacién de divisibilidad x|y, es decir, la relacién
{< 2,y > | z divide y con resto 0},

es recursiva primitiva.

@ Aqui adoptamos la convencién de que 0 se divide a si mismo, pero no
divide a ninglin entero positivo.

@ Esto se debe a que

x|y <= para algin cociente ¢, tenemos que - ¢ =y
= (Jg<y)lr-q¢=y]
> (Jg<y+ 1)z -qg=y]

@ Es decir, jla relacién que examinamos en el Ejemplo anterior no es
mas que la relacién de divisibilidad!
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

7 Funciones re



Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a

este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

7 Funciones recursivas generales I
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.
o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas

primitivas.
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).

o Combinaciones: >, _,,[[,.,, y habrd mds por venir.
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Ejemplo 16 Il

José de Je

En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).
Combinaciones: 3, _,,[[,-,, y habrd mas por venir.

e Simbolos de relacién: Podemos usar simbolos para cualquier relacién
recursiva primitiva en la lista que estamos construyendo (<,
con mds por venir).

.
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).
Combinaciones: 3, _,,[[,-,, y habrd mas por venir.

e Simbolos de relacién: Podemos usar simbolos para cualquier relacién
recursiva primitiva en la lista que estamos construyendo (<,
con mds por venir).

e Mas combinaciones: “no", “y", “0" se pueden aplicar a las relaciones.

.
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).
Combinaciones: 3, _,,[[,-,, y habrd mas por venir.

e Simbolos de relacién: Podemos usar simbolos para cualquier relacién
recursiva primitiva en la lista que estamos construyendo (<,
con mds por venir).

Mds combinaciones: “no”, “y", “0" se pueden aplicar a las relaciones.
“Cuantificadores” acotados: Vz < y y 3 < y. (Aquf se necesita el
limite superior y).

=]
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Ejemplo 16 Il

@ En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal manera que se garantiza
que cualquier funcién o relacién definible en el lenguaje serd recursiva primitiva. (Para la
divisibilidad, el hecho crucial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]|" pertenecia a
este lenguaje).

@ Este lenguaje incluye lo siguiente:

e Variables: Las funciones de proyeccidon son recursivas primitivas.

o Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

e Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier funcién
recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de acuerdo a las
convenciones usuales (+, x, ... y habrd mas por venir).
Combinaciones: 3, _,,[[,-,, y habrd mas por venir.

e Simbolos de relacién: Podemos usar simbolos para cualquier relacién
recursiva primitiva en la lista que estamos construyendo (<,
con mds por venir).

Mds combinaciones: “no”, “y", “0" se pueden aplicar a las relaciones.
“Cuantificadores” acotados: Vz < y y 3 < y. (Aquf se necesita el
limite superior y).

@ Tenemos teoremas que nos aseguran que las funciones o relaciones expresables en este

lenguaje seguramente seran recursivas primitivas.

=]
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Ejemplo 17

@ Por ejemplo, a continuacién agregamos el conjunto de niimeros
primos (como una relacién unaria) a nuestra lista:

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 7 Funciones recur



Ejemplo 17

@ Por ejemplo, a continuacién agregamos el conjunto de niimeros
primos (como una relacién unaria) a nuestra lista:

e El conjunto {2,3,5,...} de nimeros naturales primos (como relacién
unaria sobre N) es recursivo primitivo. Para ver esto, observe que

zesprimo <= 1<zy VYu<z)(Yv < x)[uv £ z],

y el lado derecho estd escrito en el lenguaje disponible para nosotros.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 7 Funciones recur



Ejercicios |

@ ;Entiendes la recursividad primitiva? j Eres positivo? Si eres positivo,
ve al Ejercicio 2.

Resta 1. Ve al ejercicio 1.

Demuestre que la funcién que eleva al cuadrado f(z) = 22 es

recursiva primitiva proporcionando un arbol de construccién que
muestre en detalle cdbmo se puede construir a partir de funciones
iniciales mediante el uso de composicién y recursividad primitiva. (En
las hojas del arbol, debes tener sdlo funciones iniciales; por ejemplo, si
quieres usar la suma, debes construirla).

2]
© Dé un arbol de construccién completo para la multiplicacién (item 3).
o

© Demuestre que la funcién

1 siz>0

os(z) =
pos(z) 0 siz=0

es recursiva primitiva dando un arbol de construccion.
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Ejercicios |l

@ Demuestre que la funcién de paridad

1 sixz esimpar
Codd(7) = .
0 six es par

es recursiva primitiva dando un arbol de construccion.

@ Demuestre que la funcién < z,y >— |z — y| es recursiva primitiva.

© Demuestre que la funcién < x,y >— méx < x,y > es recursiva
primitiva.

© Demuestre que la funcién < z,y >— min < z,y > es recursiva
primitiva.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 7 Funciones recul
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