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Funciones calculables |

@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:

F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos
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Funciones calculables |

@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:
F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos

@ Aqui se ha de entender que F'(n) esta indefinido si no existe un
nimero p como se describid; asi I’ podria no ser total.
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Funciones calculables |

@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:
F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos

@ Aqui se ha de entender que F'(n) esta indefinido si no existe un
nimero p como se describid; asi I’ podria no ser total.

@ Por ejemplo, F'(9) = 11 ya que ambos 11 y 13 son primos.

FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Funciones calculables |

@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:
F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos

@ Aqui se ha de entender que F'(n) esta indefinido si no existe un
nimero p como se describid; asi I’ podria no ser total.
@ Por ejemplo, F'(9) = 11 ya que ambos 11 y 13 son primos.

@ No se sabe si F' es total o no. La “conjetura de los primos gemelos”,
la que dice que existen infinitos pares de primos que difieren en 2, es
equivalente a la afirmacién de que F' es total.
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Funciones calculables |

@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:
F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos

@ Aqui se ha de entender que F'(n) esta indefinido si no existe un
nimero p como se describid; asi I’ podria no ser total.

@ Por ejemplo, F'(9) = 11 ya que ambos 11 y 13 son primos.

@ No se sabe si F' es total o no. La “conjetura de los primos gemelos”,
la que dice que existen infinitos pares de primos que difieren en 2, es
equivalente a la afirmacién de que F' es total.

@ La conjetura de los primos gemelos es alin un problema abierto.
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@ Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:
F(n) = el p > n més pequefio tal que tanto p como p + 2 son primos

@ Aqui se ha de entender que F'(n) esta indefinido si no existe un
nimero p como se describid; asi I’ podria no ser total.

@ Por ejemplo, F'(9) = 11 ya que ambos 11 y 13 son primos.

@ No se sabe si F' es total o no. La “conjetura de los primos gemelos”,
la que dice que existen infinitos pares de primos que difieren en 2, es
equivalente a la afirmacién de que F' es total.

@ La conjetura de los primos gemelos es alin un problema abierto.

@ Sin embargo, podemos estar seguros de que F’ es calculable
efectivamente. Un procedimiento para calcular F'(n) es como sigue.

FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Funciones calculables |1

@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o
no primos.
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@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o
no primos.

@ Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no, incremente p y
continue.”
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@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o

no primos.
@ Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no, incremente p y
continue.”
Ja . 10
e ;Qué si n es enorme, digamos, n = 101077
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@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o
no primos.

@ Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no, incremente p y
continue.”

o ;Qué si n es enorme, digamos, n = 10107

@ Por un lado si existe un par de primos mds grande, entonces este
procedimiento encontrard al primero y para con la salida correcta.
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@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o
no primos.

@ Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no, incremente p y

continue.”

10
e ;Qué si n es enorme, digamos, n = 101077

@ Por un lado si existe un par de primos mas grande, entonces este
procedimiento encontrard al primero y para con la salida correcta.

@ Por otro lado, si no hay un par de primos més grande, entonces el
procedimiento nunca para, asi nunca da una respuesta.
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@ “Dado n, primero defina p =n + 1. Luego verifique sipy p+ 2 son o
no primos.

@ Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no, incremente p y

continue.”

10
e ;Qué si n es enorme, digamos, n = 101077

@ Por un lado si existe un par de primos mas grande, entonces este
procedimiento encontrard al primero y para con la salida correcta.

@ Por otro lado, si no hay un par de primos més grande, entonces el
procedimiento nunca para, asi nunca da una respuesta.

@ Lo que es correcto; ya que F'(n) estd indefinida, el procedimiento no
debe darnos alguna respuesta.
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@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:
F(n) si F(n)l

0 en otro caso

G(n) =
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@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:
F(n) si F(n)l

0 en otro caso

G(n) =

e Aqui "F'(n) |"” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece
al dominio de F.
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@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:

F(n) si F(n

P LAORERAON

0 en otro caso

e Aqui "F'(n) |"” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece
al dominio de F'.

@ Entonces la funcién G también es calculable efectivamente. Esto es,
existe un programa que calcula G correctamente.
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@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:
F(n) si F(n)l

0 en otro caso

G(n) =

e Aqui "F'(n) |"” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece
al dominio de F'.

@ Entonces la funcién G también es calculable efectivamente. Esto es,
existe un programa que calcula G correctamente.

@ La conjetura de los primos gemelos es verdadera o falsa: O hay
infinitos pares de primos, o hay un par mas grande. (En este punto, la
l6gica clasica entra una vez mds).

FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Funciones calculables |11

@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:
F(n) si F(n)l

G(n) =
(n) 0 en otro caso

e Aqui "F'(n) |"” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece
al dominio de F'.

@ Entonces la funcién G también es calculable efectivamente. Esto es,
existe un programa que calcula G correctamente.

@ La conjetura de los primos gemelos es verdadera o falsa: O hay
infinitos pares de primos, o hay un par mas grande. (En este punto, la
l6gica clasica entra una vez mds).

@ En el primer caso, F' = G y el procedimiento efectivo para F' también
calcula G. En el segundo caso, GG es eventualmente la funcién
constante 0.

FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Funciones calculables |11

@ Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcién
total:
F(n) si F(n)l

G(n) =
(n) 0 en otro caso

e Aqui "F'(n) |"” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece
al dominio de F

@ Entonces la funcién G también es calculable efectivamente. Esto es,
existe un programa que calcula G correctamente.

@ La conjetura de los primos gemelos es verdadera o falsa: O hay
infinitos pares de primos, o hay un par mas grande. (En este punto, la
l6gica clasica entra una vez mds).

@ En el primer caso, F' = G y el procedimiento efectivo para F' también
calcula G. En el segundo caso, GG es eventualmente la funcién
constante 0.

@ Y cualquier funcién eventualmente constante es calculable (el
procedimiento puede utilizar una tabla para la parte finita de la
funcién antes de que se establllce)
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@ Asi en cualquier caso, existe un procedimiento efectivo para GG. Eso
no es lo mismo que conocer el procedimiento.
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@ Asi en cualquier caso, existe un procedimiento efectivo para GG. Eso
no es lo mismo que conocer el procedimiento.

@ Este ejemplo indica una vez mas la diferencia entre conocer que un
cierto procedimiento efectivo existe y tener el procedimiento efectivo
en nuestras manos (o tener razones convincentes para saber que el
procedimiento en nuestras manos funcionard).
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@ Asi en cualquier caso, existe un procedimiento efectivo para GG. Eso
no es lo mismo que conocer el procedimiento.

@ Este ejemplo indica una vez mas la diferencia entre conocer que un
cierto procedimiento efectivo existe y tener el procedimiento efectivo
en nuestras manos (o tener razones convincentes para saber que el
procedimiento en nuestras manos funcionard).

@ Un programa de una persona es otro dato de esa persona. Este es el
principio detrds de los sistemas operativos (y detras de la idea de un
programa de computadora almacenado).
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@ Asi en cualquier caso, existe un procedimiento efectivo para GG. Eso
no es lo mismo que conocer el procedimiento.

@ Este ejemplo indica una vez mas la diferencia entre conocer que un
cierto procedimiento efectivo existe y tener el procedimiento efectivo
en nuestras manos (o tener razones convincentes para saber que el
procedimiento en nuestras manos funcionard).

@ Un programa de una persona es otro dato de esa persona. Este es el
principio detrds de los sistemas operativos (y detras de la idea de un
programa de computadora almacenado).

@ El programa favorito de uno es, para el sistema operativo, otra pieza
de dato para ser recibida como entrada y procesarla.
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Funciones calculables IV

@ Asi en cualquier caso, existe un procedimiento efectivo para GG. Eso
no es lo mismo que conocer el procedimiento.

@ Este ejemplo indica una vez mas la diferencia entre conocer que un
cierto procedimiento efectivo existe y tener el procedimiento efectivo
en nuestras manos (o tener razones convincentes para saber que el
procedimiento en nuestras manos funcionard).

@ Un programa de una persona es otro dato de esa persona. Este es el
principio detrds de los sistemas operativos (y detras de la idea de un
programa de computadora almacenado).

@ El programa favorito de uno es, para el sistema operativo, otra pieza
de dato para ser recibida como entrada y procesarla.

o El sistema operativo esta calculando los valores de una funcién
“universal” de aridad-2. (Histéricamente, jel flujo de ideas fue
exactamente en la direccién opuesta! La siguiente digresién expande
este punto).
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Digresion:

@ El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.
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Digresion:

@ El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.

@ jLa maquina ENIAC, la computadora mds importante en los 1940s,
era programada moviendo interruptores e insertando cables en
tableros con contactos! Esto estd muy lejos de tratar un programa
como dato.
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Digresion:

@ El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.

@ jLa maquina ENIAC, la computadora mds importante en los 1940s,
era programada moviendo interruptores e insertando cables en
tableros con contactos! Esto estd muy lejos de tratar un programa
como dato.

@ Fue von Neumann quien, en un reporte técnico de 1945, establecid las
ideas cruciales para un programa de computadora de propdsito
general almacenado, esto es, para una computadora universal.
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Digresion:

@ El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.

@ jLa maquina ENIAC, la computadora mds importante en los 1940s,
era programada moviendo interruptores e insertando cables en
tableros con contactos! Esto estd muy lejos de tratar un programa
como dato.

@ Fue von Neumann quien, en un reporte técnico de 1945, establecid las
ideas cruciales para un programa de computadora de propdsito
general almacenado, esto es, para una computadora universal.

o El articulo de Turing de 1936 sobre lo que ahora es llamado maquinas
de Turing ha demostrado la existencia de una “mdquina universal de
Turing” para calcular la funcién ® descrita posteriormente.
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Digresion:

@ El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.

@ jLa maquina ENIAC, la computadora mds importante en los 1940s,
era programada moviendo interruptores e insertando cables en
tableros con contactos! Esto estd muy lejos de tratar un programa
como dato.

@ Fue von Neumann quien, en un reporte técnico de 1945, establecid las
ideas cruciales para un programa de computadora de propdsito
general almacenado, esto es, para una computadora universal.

o El articulo de Turing de 1936 sobre lo que ahora es llamado maquinas
de Turing ha demostrado la existencia de una “mdquina universal de
Turing” para calcular la funcién ® descrita posteriormente.

@ Cuando Turing fue a Princeton en 1936-37, von Neumann estubo ahi
y debid de estar consciente de su trabajo.
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Digresion:

El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comtn, pero el concepto se desarrollé
lentamente sobre un periodo de tiempo.

iLa maquina ENIAC, la computadora mas importante en los 1940s,
era programada moviendo interruptores e insertando cables en
tableros con contactos! Esto estd muy lejos de tratar un programa
como dato.

Fue von Neumann quien, en un reporte técnico de 1945, establecid las
ideas cruciales para un programa de computadora de propdsito
general almacenado, esto es, para una computadora universal.

El articulo de Turing de 1936 sobre lo que ahora es llamado maquinas
de Turing ha demostrado la existencia de una “mdquina universal de
Turing” para calcular la funcién ® descrita posteriormente.

Cuando Turing fue a Princeton en 1936-37, von Neumann estubo ahf
y debid de estar consciente de su trabajo.

Aparentemente, el pensamiento de von Neumann en 1945 fue
influenciado por el trabajo de Turing de casi una década antes.
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Funciones calculables V

@ Suponga que adoptamos un método fijo para codificar cualquier
conjunto de instrucciones mediante un solo niimero natural.
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Funciones calculables V

@ Suponga que adoptamos un método fijo para codificar cualquier
conjunto de instrucciones mediante un solo niimero natural.

@ Primero, convertimos las instrucciones a una cadena de 0's y 1's -uno
siempre hace esto con programas de computadora- y luego
consideramos a la cadena como el nombre de un ndmero natural en
notacién base-2.
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Funciones calculables V

@ Suponga que adoptamos un método fijo para codificar cualquier
conjunto de instrucciones mediante un solo niimero natural.

@ Primero, convertimos las instrucciones a una cadena de 0's y 1's -uno
siempre hace esto con programas de computadora- y luego
consideramos a la cadena como el nombre de un ndmero natural en
notacién base-2.

@ Entonces la “funcidn universal”

®(w,x) = el resultado de aplicar las instrucciones

codificadas mediante w a la entrada =

es una funcién parcial calculable efectivamente (donde se entiende
que ®(w, x) estd indefinida si al aplicar las instrucciones codificadas
mediante w a la entrada x no para y no regresa una salida).
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.

@ Por supuesto, la funcién ® no es total.
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.

@ Por supuesto, la funcién ® no es total.

@ Por una cosa, cuando tratamos de decodificar w, podriamos encontrar
un completo sin sentido, asi que la instruccién “luego lo hace” nos
lleva a ningin lado.
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.

@ Por supuesto, la funcién ® no es total.

@ Por una cosa, cuando tratamos de decodificar w, podriamos encontrar
un completo sin sentido, asi que la instruccién “luego lo hace” nos
lleva a ningin lado.

@ Y aln si al decodificar w obtenemos instrucciones explicitas y

comprensibles, el aplicar esas instrucciones a un x en particular podria
nunca producir una salida.
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.

@ Por supuesto, la funcién ® no es total.
@ Por una cosa, cuando tratamos de decodificar w, podriamos encontrar

un completo sin sentido, asi que la instruccién “luego lo hace” nos
lleva a ningin lado.

@ Y aln si al decodificar w obtenemos instrucciones explicitas y
comprensibles, el aplicar esas instrucciones a un x en particular podria
nunca producir una salida.

@ Este razonamiento sera repetido en el Capitulo 3, cuando tengamos
material mas concreto con el que tratar.
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Funciones calculables VI

@ Aqui estan las instrucciones para ®: “Dados w y x, decodifica w para
ver que hay que hacer con = y luego lo hace”.

@ Por supuesto, la funcién ® no es total.

@ Por una cosa, cuando tratamos de decodificar w, podriamos encontrar
un completo sin sentido, asi que la instruccién “luego lo hace” nos
lleva a ningin lado.

@ Y aln si al decodificar w obtenemos instrucciones explicitas y
comprensibles, el aplicar esas instrucciones a un x en particular podria
nunca producir una salida.

@ Este razonamiento sera repetido en el Capitulo 3, cuando tengamos
material mas concreto con el que tratar.

@ Pero las ideas rectoras seran las mismas.
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Funcion universal |

@ La funcién parcial de aridad-dos ® es “universal” en el sentido de que
cualquier funcién parcial f efectivamente calculable estd dada por la
ecuacion

f(z) = ®(e,x) para todo z

donde e codifica las instrucciones de f.
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@ La funcién parcial de aridad-dos ® es “universal” en el sentido de que
cualquier funcién parcial f efectivamente calculable estd dada por la

ecuacién
f(z) = ®(e,x) para todo z
donde e codifica las instrucciones de f.

@ Serd atil introducir aqui una notacién especial: Sea [e] la funcién
parcial de aridad-uno definida por la ecuacién

[e](x) = ®(e, z)
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Funcion universal |

@ La funcién parcial de aridad-dos ® es “universal” en el sentido de que
cualquier funcién parcial f efectivamente calculable estd dada por la
ecuacion

f(z) = ®(e,x) para todo z

donde e codifica las instrucciones de f.

@ Serd atil introducir aqui una notacién especial: Sea [e] la funcién
parcial de aridad-uno definida por la ecuacién

[e](x) = ®(e, z)

@ Esto es, [e] es la funcién parcial cuyas instrucciones estdn codificadas
por e, en el entendido de que algunos valores de e podrian codificar
algo no sensato, la funcién [e] podria ser la funcién vacia.
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Funcion universal |

@ La funcién parcial de aridad-dos ® es “universal” en el sentido de que
cualquier funcién parcial f efectivamente calculable estd dada por la
ecuacion

f(z) = ®(e,x) para todo z
donde e codifica las instrucciones de f.

@ Serd atil introducir aqui una notacién especial: Sea [e] la funcién
parcial de aridad-uno definida por la ecuacién

[e](x) = ®(e, z)

@ Esto es, [e] es la funcién parcial cuyas instrucciones estdn codificadas
por e, en el entendido de que algunos valores de e podrian codificar
algo no sensato, la funcién [e] podria ser la funcién vacia.

e En cualquier caso, [e] es la funcién parcial que obtenemos de @,
cuando fijamos su primer variable en e.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Funcion universal |l

o Asi,
o1, 111, 12], - - -
es una lista completa (con repeticiones) de todas las funciones

parciales calculables efectivamente. Los valores de [e] estan dados por
el (e + 1)—ésimo rengldn en la siguiente tabla:

[0] | ©(0,0) @(0,1) @(0,2) &(0,3)
[1] | ®(1,0) &(1,1) &(1,2) &(1,3)
2] | ®(2,0) ®(2,1) ®(2,2) ®(2,3)
3] | ©(3,0) ®(3,1) @(3,2) &(3,3)
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Funcion universal |1l

@ Usando la funcién parcial universal ®, podemos construir una relacién
binaria indecidible, |a relacién de paro H:

(w,z) e H & ®(w,x) ]
< al aplicar las instrucciones codificadas por w

a la entrada z para
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Funcion universal |1l

@ Usando la funcién parcial universal ®, podemos construir una relacién
binaria indecidible, |a relacién de paro H:

(w,z) e H & ®(w,x) ]
< al aplicar las instrucciones codificadas por w

a la entrada z para

@ Desde el lado positivo, H es semidecible.
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Funcion universal |1l

@ Usando la funcién parcial universal ®, podemos construir una relacién
binaria indecidible, |a relacién de paro H:

(w,z) e H & ®(w,x) ]
< al aplicar las instrucciones codificadas por w
a la entrada = para

@ Desde el lado positivo, H es semidecible.

@ Para calcular la funcién semicaracteristica ¢y (w, z), dados w y x,
primero calculamos ®(w, x).
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Funcion universal |1l

@ Usando la funcién parcial universal ®, podemos construir una relacién
binaria indecidible, |a relacién de paro H:

(w,z) e H & ®(w,x) ]
< al aplicar las instrucciones codificadas por w
a la entrada = para

@ Desde el lado positivo, H es semidecible.

@ Para calcular la funcién semicaracteristica ¢y (w, z), dados w y x,
primero calculamos ®(w, x).

@ Si cuando ésta regrese un valor y pare, damos la salida “Si" y
paramos.
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@ Desde el lado negativo, H no es decidible.
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Funcion universal 1V

@ Desde el lado negativo, H no es decidible.

@ Para ver esto, primero considere la siguiente funcién parcial:

Si si ®(x,x) 1

J(@) = T si @(x,z) |
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Funcion universal 1V

@ Desde el lado negativo, H no es decidible.
@ Para ver esto, primero considere la siguiente funcién parcial:
Si si ®(x,x) 1

J(@) = T si @(x,z) |

@ Note que estamos usando la construccién diagonal cldsica.
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Desde el lado negativo, H no es decidible.

Para ver esto, primero considere la siguiente funcién parcial:

Si si ®(x,x) 1

J(@) = T si @(x,z) |

Note que estamos usando la construccién diagonal cldsica.

Mirando la anterior tabla de los valores de ¢ ordenados en un arreglo
bi-dimensional, uno ve que f ha sido construida yendo a lo largo de la
diagonal de la tabla, tomando la entrada ®(x, z) encontrada alli, y
asegurando que f(x) difiera de ella.
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@ Hay dos cosas que decir sobre f.
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Funcion universal V

@ Hay dos cosas que decir sobre f.

@ Primero, f no puede ser calculable efectivamente.
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Funcion universal V

@ Hay dos cosas que decir sobre f.
@ Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

@ Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.
Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.

Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.
Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.

Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].
i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.
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Funcion universal V

@ Hay dos cosas que decir sobre f.

@ Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

@ Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
@ Dichas instrucciones tienen algtin nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].

i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.

Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de
[k](k), ellas difieren ya que una estd definida y la otra no.
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.

Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].

i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.

Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de
[k](k), ellas difieren ya que una estd definida y la otra no.

Asi estas instrucciones no pueden calcular correctamente a f; ellas
producen el resultado equivocado en la entrada k.
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.

Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].

i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.

Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de
[k](k), ellas difieren ya que una estd definida y la otra no.

Asi estas instrucciones no pueden calcular correctamente a f; ellas
producen el resultado equivocado en la entrada k.

Y como k fue arbitrario, estamos forzados a concluir que ningdn
conjunto de instrucciones puede calcular correctamente a f.
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.

Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].

i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.
Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de
[k](k), ellas difieren ya que una estd definida y la otra no.

Asi estas instrucciones no pueden calcular correctamente a f; ellas
producen el resultado equivocado en la entrada k.

Y como k fue arbitrario, estamos forzados a concluir que ningdn
conjunto de instrucciones puede calcular correctamente a f.

Este es nuestro primer ejemplo de una funcién parcial que no es
calculable efectivamente.
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Funcion universal V

Hay dos cosas que decir sobre f.

Primero, f no puede ser calculable efectivamente.

Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular f.
Dichas instrucciones tienen algtn nimero de cédigo k y asi calcula la
funcién [k].

i Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada k.

Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de
[k](k), ellas difieren ya que una estd definida y la otra no.

Asi estas instrucciones no pueden calcular correctamente a f; ellas
producen el resultado equivocado en la entrada k.

Y como k fue arbitrario, estamos forzados a concluir que ningdn
conjunto de instrucciones puede calcular correctamente a f.

Este es nuestro primer ejemplo de una funcién parcial que no es
calculable efectivamente.

Existen muchisimas mds, como veremos.
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@ En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un
procedimiento de decisién para H, entonces podriamos calcular f.
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Funcion universal VI

@ En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un
procedimiento de decisién para H, entonces podriamos calcular f.

e Para calcular f(z), usamos primero el procedimiento de decisién H
para decidir si (z,z) € H o no.
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Funcion universal VI

@ En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un
procedimiento de decisién para H, entonces podriamos calcular f.

e Para calcular f(z), usamos primero el procedimiento de decisién H
para decidir si (z,z) € H o no.
@ Si no, entonces f(z) = Si. Pero si (x,x) € H, entonces el

procedimiento para encontrar f(x) caeria en un ciclo infinito ya que
f(x) estd indefinida.
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Funcion universal VI

@ En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un
procedimiento de decisién para H, entonces podriamos calcular f.

e Para calcular f(z), usamos primero el procedimiento de decisién H
para decidir si (z,z) € H o no.

@ Si no, entonces f(z) = Si. Pero si (x,x) € H, entonces el
procedimiento para encontrar f(x) caeria en un ciclo infinito ya que
f(x) estd indefinida.

@ Juntando estas dos observaciones sobre f, concluimos que no puede
existir un procedimiento de decisién para H.
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Funcion universal VI

@ En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un
procedimiento de decisién para H, entonces podriamos calcular f.

e Para calcular f(z), usamos primero el procedimiento de decisién H
para decidir si (z,z) € H o no.

@ Si no, entonces f(z) = Si. Pero si (x,x) € H, entonces el
procedimiento para encontrar f(x) caeria en un ciclo infinito ya que
f(x) estd indefinida.

@ Juntando estas dos observaciones sobre f, concluimos que no puede
existir un procedimiento de decisién para H.

@ El hecho de que H es indecidible se expresa usualmente diciendo que
“el problema de paro es irresoluble o también que es insoluble”; es
decir, no podemos en general determinar efectivamente, dados w y ,
si al aplicar las instrucciones codificadas por w a la entrada z
eventualmente terminara o seguird por siempre:
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Insolubilidad del problema de paro |

@ La relacién
{(w, )| al aplicar las instrucciones codificadas por w a la entrada x par:

es semidecidible pero no decidible.
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Insolubilidad del problema de paro |

@ La relacidn

{(w, )| al aplicar las instrucciones codificadas por w a la entrada x par:

es semidecidible pero no decidible.
@ La funcién f del argumento anterior
Si si ®(z,x) 1t

J@) = b @) |

es la funcién semicaracteristica del conjunto {z|®(x,z) 1}.
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Insolubilidad del problema de paro |

@ La relacidn

{(w, )| al aplicar las instrucciones codificadas por w a la entrada x par:

es semidecidible pero no decidible.

@ La funcién f del argumento anterior

Si si ®(z,x) 1t

J@) = b @) |

es la funcién semicaracteristica del conjunto {z|®(x,z) 1}.

@ Ya que su funcién semicarateristica no es calculable efectivamente,
podemos concluir que este conjunto no es semidecidible.
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

@ Este conjunto es semidecidible.
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

@ Este conjunto es semidecidible.

e ;Cémo podriamos calcular cx (), dado z?
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:
K = {z|®(x, ) I} = {=|[z](=) |}

@ Este conjunto es semidecidible.
e ;Cémo podriamos calcular cx (), dado z?

e Tratamos de calcular ®(z,x) (lo cual es posible ya que ® es una
funcién parcial calculable efectivamente).
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@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

Este conjunto es semidecidible.

i Cémo podriamos calcular ¢k (z), dado x?

Tratamos de calcular ®(z,z) (lo cual es posible ya que ® es una
funcién parcial calculable efectivamente).

m

Si y cuando el cdlculo regrese una salida y pare, damos la salida “Si
y paramos.
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@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

@ Este conjunto es semidecidible.
e ;Cémo podriamos calcular cx (), dado z?

e Tratamos de calcular ®(z,x) (lo cual es posible ya que ® es una
funcién parcial calculable efectivamente).

m

@ Siy cuando el cdlculo regrese una salida y pare, damos la salida “Si
y paramos.

@ Hasta ese momento seguimos intentando.
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

@ Este conjunto es semidecidible.
e ;Cémo podriamos calcular cx (), dado z?

e Tratamos de calcular ®(z,x) (lo cual es posible ya que ® es una
funcién parcial calculable efectivamente).

@ Siy cuando el cdlculo regrese una salida y pare, damos la salida “Si"
y paramos.

@ Hasta ese momento seguimos intentando.

@ Este argumento es el mismo que vimos para la semidecidibilidad de H.
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Insolubilidad del problema de paro Il

@ Sea K el complemento de este conjunto:

K ={z|®(z,z) |} = {z[[z](z) |}

@ Este conjunto es semidecidible.
e ;Cémo podriamos calcular cx (), dado z?

e Tratamos de calcular ®(z,x) (lo cual es posible ya que ® es una
funcién parcial calculable efectivamente).

@ Siy cuando el cdlculo regrese una salida y pare, damos la salida “Si"
y paramos.

@ Hasta ese momento seguimos intentando.
@ Este argumento es el mismo que vimos para la semidecidibilidad de H.
eYre K& (x,x)€ H.
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Teorema de Kleene |

e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Teorema de Kleene |

e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el
complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

2 Concepto Informal de Computabilidad
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Teorema de Kleene |

e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el
complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

@ Prueba: Por un lado, si un conjunto S es decidible, entonces su
complemento S también es decidible, simplemente intercambiamos el
“SI/H y eI HNOH .
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Teorema de Kleene |

e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el
complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

@ Prueba: Por un lado, si un conjunto S es decidible, entonces su
complemento S también es decidible, simplemente intercambiamos el
“Si" y el "No".

e Asi tanto S como su complemento S son semidecidibles ya que los
conjuntos decidibles son también semidecidibles.
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Teorema de Kleene |

e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el
complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

@ Prueba: Por un lado, si un conjunto S es decidible, entonces su
complemento S también es decidible, simplemente intercambiamos el
“Si" y el "No".

e Asi tanto S como su complemento S son semidecidibles ya que los
conjuntos decidibles son también semidecidibles.

@ Por otro lado, suponga que S es un conjunto para el que tanto cg
como cg son calculables efectivamente.
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e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.

@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el
complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

@ Prueba: Por un lado, si un conjunto S es decidible, entonces su
complemento S también es decidible, simplemente intercambiamos el
“Si”" y el “No".

e Asi tanto S como su complemento S son semidecidibles ya que los
conjuntos decidibles son también semidecidibles.

@ Por otro lado, suponga que S es un conjunto para el que tanto cg
como cg son calculables efectivamente.

@ La idea es poner juntas estas dos mitades de un procedimiento de
decision para hacer uno completo.
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e Un conjunto (o una relacién) es decidible si y sélo si él y su
complemento son semidecidibles.
@ Si estamos trabajando con conjuntos de nimeros, entonces el

complemento es con respecto a N; si estamos trabajando con una
relacién de aridad-k, entonces el complemento es con respecto a N¥.

@ Prueba: Por un lado, si un conjunto S es decidible, entonces su
complemento S también es decidible, simplemente intercambiamos el
“Si”" y el “No".

e Asi tanto S como su complemento S son semidecidibles ya que los
conjuntos decidibles son también semidecidibles.

@ Por otro lado, suponga que S es un conjunto para el que tanto cg
como cg son calculables efectivamente.

@ La idea es poner juntas estas dos mitades de un procedimiento de
decision para hacer uno completo.

e Digamos que queremos encontrar C's(x), dado z.
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e Digamos que queremos encontrar Cs(z), dado x.
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e Digamos que queremos encontrar Cs(z), dado x.

@ Necesitamos organizar nuestro tiempo.
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e Digamos que queremos encontrar Cs(z), dado x.
@ Necesitamos organizar nuestro tiempo.

@ Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).
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Digamos que queremos encontrar Cg(z), dado x.
Necesitamos organizar nuestro tiempo.
Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).

Durante los minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z).
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Digamos que queremos encontrar Cg(z), dado x.
Necesitamos organizar nuestro tiempo.
Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).

Durante los minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z).

Por supuesto, al final de cada minuto, almacenamos por ahi lo que
hemos hecho, asi podemos posteriormente recogerlo de donde lo
hayamos dejado.
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Digamos que queremos encontrar Cg(z), dado x.

Necesitamos organizar nuestro tiempo.

Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).
Durante los minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z).

Por supuesto, al final de cada minuto, almacenamos por ahi lo que
hemos hecho, asi podemos posteriormente recogerlo de donde lo
hayamos dejado.

Eventualmente, debemos recibir un “Si".
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Digamos que queremos encontrar Cg(z), dado x.

Necesitamos organizar nuestro tiempo.

Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).
Durante los minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z).

Por supuesto, al final de cada minuto, almacenamos por ahi lo que
hemos hecho, asi podemos posteriormente recogerlo de donde lo
hayamos dejado.

@ Eventualmente, debemos recibir un “Si".

Si es durante un minuto impar, encontramos que cg(xz) = Si (esto
debe suceder eventualmente si x € S), luego damos la salida “Si" y
paramos.
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Digamos que queremos encontrar Cg(z), dado x.

Necesitamos organizar nuestro tiempo.

Durante los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z).
Durante los minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z).

Por supuesto, al final de cada minuto, almacenamos por ahi lo que
hemos hecho, asi podemos posteriormente recogerlo de donde lo
hayamos dejado.

@ Eventualmente, debemos recibir un “Si".

Si es durante un minuto impar, encontramos que cg(xz) = Si (esto
debe suceder eventualmente si x € S), luego damos la salida “Si" y
paramos.

Y si es durante un minuto par, encontramos que cg(z) = Si (esto
debe suceder eventualmente si 2 ¢ S), luego damos la salida “No” y
paramos.
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@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).
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@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).

@ Eventualmente, una mano descubre la respuesta. o
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@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).

@ Eventualmente, una mano descubre la respuesta. o

@ El conjunto K es un ejemplo de un conjunto semidecidible que no es
decidible. Su complemento K no es semidecidible; hemos visto que su
funcién semicaracteristica f no es calculable efectivamente.
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@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).

@ Eventualmente, una mano descubre la respuesta. o

@ El conjunto K es un ejemplo de un conjunto semidecidible que no es
decidible. Su complemento K no es semidecidible; hemos visto que su
funcién semicaracteristica f no es calculable efectivamente.

@ La conexidn entre funciones parciales calculables efectivamente y
conjuntos semidecidibles puede describirse mejor como sigue:
Teorema:
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Teorema de Kleene Il

@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).

@ Eventualmente, una mano descubre la respuesta. o

@ El conjunto K es un ejemplo de un conjunto semidecidible que no es
decidible. Su complemento K no es semidecidible; hemos visto que su
funcién semicaracteristica f no es calculable efectivamente.

@ La conexidn entre funciones parciales calculables efectivamente y
conjuntos semidecidibles puede describirse mejor como sigue:
Teorema:

(i) Una relacion es semidecidible si y sélo si es el dominio
de alguna funcion parcial calculable efectivamente.
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Teorema de Kleene Il

@ Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera
ambidiestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(x);
con la mano derecha, trabajamos con cg(z).

@ Eventualmente, una mano descubre la respuesta. o

@ El conjunto K es un ejemplo de un conjunto semidecidible que no es
decidible. Su complemento K no es semidecidible; hemos visto que su
funcién semicaracteristica f no es calculable efectivamente.

@ La conexidn entre funciones parciales calculables efectivamente y
conjuntos semidecidibles puede describirse mejor como sigue:
Teorema:

(i) Una relacion es semidecidible si y sélo si es el dominio
de alguna funcion parcial calculable efectivamente.

(ii) Una funcion parcial f es una funcion parcial calculable
efectivamente si y sélo si su grdfica G (es decir, el
conjunto de tuplas (Z,y) tales que f(¥) =y) es una
relacién semidecidible.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) 2 Concepto Informal de Computabilidad



Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.
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Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,

tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).
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Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

@ Siy cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.
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Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

@ Siy cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.

@ Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién
parcial calculable efectivamente.
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Teorema de Kleene IV

Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

Si y cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.

Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién
parcial calculable efectivamente.

Aqui tenemos un procedimiento de semidecisidon para su gréfica G:
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Teorema de Kleene IV

Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

Si y cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.

Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién
parcial calculable efectivamente.

Aqui tenemos un procedimiento de semidecisidon para su gréfica G:

Dado (Z,y), procedemos a calcular f().
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Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

@ Siy cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.

@ Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién
parcial calculable efectivamente.

@ Aqui tenemos un procedimiento de semidecision para su grafica G:
e Dado (Z,y), procedemos a calcular f().

@ Si y cuando obtenemos el resultado, chacamos para ver si es y o no.
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Teorema de Kleene IV

@ Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por
definicién: Cualquier relacién es el dominio de su funcién
caracteristica, y para una relacién semidecidible, esa funcién es una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio:
Dado Z, tratamos de calcular f(Z).

@ Siy cuando tengamos éxito para encontrar f(Z), ignoramos el valor y
simplemente decimos Si y paramos.

@ Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién
parcial calculable efectivamente.

@ Aqui tenemos un procedimiento de semidecision para su grafica G:
e Dado (Z,y), procedemos a calcular f().
@ Si y cuando obtenemos el resultado, chacamos para ver si es y o no.

@ Si el resultado en realidad es 3, entonces decimos Si'y paramos.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
ad.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
ad.

@ Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente, usamos un
procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui estd lo que hacemos:
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
ad.

@ Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente, usamos un
procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui estd lo que hacemos:

@ Usa un minuto probando si (Z,0) € G.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
ad.

@ Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente, usamos un
procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui estd lo que hacemos:

@ Usa un minuto probando si (Z,0) € G.
@ Usa dos minutos probando si (#,0) € G y dos minutos probando si
(#,1) € G.
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
ad.

@ Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente, usamos un
procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui estd lo que hacemos:

@ Usa un minuto probando si (Z,0) € G.

@ Usa dos minutos probando si (#,0) € G y dos minutos probando si
(#,1) € G.

© Similarmente, usa tres minutos en cada uno de (Z,0), (Z,1) y (Z,2).
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Teorema de Kleene V

@ Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta
si f(x) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso,
(Z,y) no estd en la grafica.

@ Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un
procedimiento de semidecisidn para la grafica G.

@ Buscamos calcular, dado Z, el valor f(Z), si éste estd definido.
Nuestro plan es checar (Z,0), (%, 1), (Z,2),..., para ver su membresia
aG.

@ Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente, usamos un
procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui estd lo que hacemos:

@ Usa un minuto probando si (Z,0) € G.

@ Usa dos minutos probando si (#,0) € G y dos minutos probando si
(#,1) € G.

© Similarmente, usa tres minutos en cada uno de (Z,0), (Z,1) y (Z,2).

@ Y asi sucesivamente.
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Teorema de Kleene VI

@ Siy cuando descubramos que, en efecto, (Z, k) € G, entonces
regresamos el valor k y paramos.
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Teorema de Kleene VI

@ Siy cuando descubramos que, en efecto, (Z, k) € G, entonces
regresamos el valor k y paramos.

@ Observe que siempre que f(&) |, tarde o temprano el procedimiento
anterior determinard correctamente f(Z) y parara.
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Teorema de Kleene VI

@ Siy cuando descubramos que, en efecto, (Z, k) € G, entonces
regresamos el valor k y paramos.

@ Observe que siempre que f(&) |, tarde o temprano el procedimiento
anterior determinard correctamente f(Z) y parara.

@ Por supuesto, si f(z) T, entonces el procedimiento se ejecutard por
siempre. —
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Tesis de Church |

@ No obstante el concepto de calculabilidad efectiva ha sido descrito
aqui en términos algo vagos, en la siguiente seccién describiremos un
concepto preciso (matematicamente) de una “funcién parcial
computable”.
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Tesis de Church |

@ No obstante el concepto de calculabilidad efectiva ha sido descrito
aqui en términos algo vagos, en la siguiente seccién describiremos un
concepto preciso (matematicamente) de una “funcién parcial
computable”.

@ En efecto, se describirdn varias maneras equivalentes para formular el
concepto en términos precisos.
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Tesis de Church |

@ No obstante el concepto de calculabilidad efectiva ha sido descrito
aqui en términos algo vagos, en la siguiente seccién describiremos un
concepto preciso (matematicamente) de una “funcién parcial
computable”.

@ En efecto, se describirdn varias maneras equivalentes para formular el
concepto en términos precisos.

@ Se argumentara que el concepto matematico de funcién parcial
computable es la formalizacién correcta del concepto informal de una
funcién parcial calculable efectivamente.
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Tesis de Church |

@ No obstante el concepto de calculabilidad efectiva ha sido descrito
aqui en términos algo vagos, en la siguiente seccién describiremos un
concepto preciso (matematicamente) de una “funcién parcial
computable”.

@ En efecto, se describirdn varias maneras equivalentes para formular el
concepto en términos precisos.

@ Se argumentara que el concepto matematico de funcién parcial
computable es la formalizacién correcta del concepto informal de una
funcién parcial calculable efectivamente.

@ Esta afirmacién es conocida como la tesis de Church o la tesis de
Church-Turing.
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Tesis de Church Il

@ La tesis de Church, relaciona una idea informal con una idea formal,
no es en si una proposicién matemadtica capaz de ser probada.
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Tesis de Church Il

@ La tesis de Church, relaciona una idea informal con una idea formal,
no es en si una proposicién matemadtica capaz de ser probada.

@ Pero uno puede buscar evidencia a favor o en contra de la tesis de
Church, todo resulta ser evidencia a favor.
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Tesis de Church Il

@ La tesis de Church, relaciona una idea informal con una idea formal,
no es en si una proposicién matemadtica capaz de ser probada.

@ Pero uno puede buscar evidencia a favor o en contra de la tesis de
Church, todo resulta ser evidencia a favor.

@ Una pieza de evidencia es la ausencia de contraejemplos.
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Tesis de Church Il

@ La tesis de Church, relaciona una idea informal con una idea formal,
no es en si una proposicién matemadtica capaz de ser probada.

@ Pero uno puede buscar evidencia a favor o en contra de la tesis de
Church, todo resulta ser evidencia a favor.

@ Una pieza de evidencia es la ausencia de contraejemplos.

@ Esto es, cualquier funcién examinada hasta ahora que los

matematicos han creido que es calculable efectivamente, se ha
encontrado que es computable.
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Tesis de Church Il

o Evidencia mas fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de
calculabilidad efectiva.
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Tesis de Church Il

o Evidencia mas fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de
calculabilidad efectiva.

@ Alonzo Church uso el cilculo—A;
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Tesis de Church Il

o Evidencia mas fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de
calculabilidad efectiva.

@ Alonzo Church uso el cilculo—A;

@ Alan Turing uso un agente de calculo idealizado (posteriormente
llamado maquina de Turing);
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Tesis de Church Il

o Evidencia mas fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de
calculabilidad efectiva.

@ Alonzo Church uso el cilculo—A;

@ Alan Turing uso un agente de calculo idealizado (posteriormente
llamado maquina de Turing);

@ Emil Post desarrollo un enfoque similar.
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Tesis de Church Il

o Evidencia mas fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de
calculabilidad efectiva.

@ Alonzo Church uso el calculo—A;

@ Alan Turing uso un agente de calculo idealizado (posteriormente
llamado maquina de Turing);

@ Emil Post desarrollo un enfoque similar.

@ Extraordinariamente, todos estos intentos resultaron ser equivalentes,

en que todos ellos definieron exactamente la misma clase de
funciones, llamadas jfunciones parciales computables!
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Tesis de Church IV

@ El estudio de la calculabilidad efectiva se inicié en 1930s con el
trabajo en légica matematica.
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Tesis de Church IV

@ El estudio de la calculabilidad efectiva se inicié en 1930s con el
trabajo en légica matematica.

@ Como se ha notado previamente, el asunto estd relacionado con el
concepto de una prueba aceptable.
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Tesis de Church IV

@ El estudio de la calculabilidad efectiva se inicié en 1930s con el
trabajo en légica matematica.

@ Como se ha notado previamente, el asunto estd relacionado con el
concepto de una prueba aceptable.

@ M3s recientemente, el estudio de la calculabilidad efectiva ha formado
una parte escencial de la teoria de la computacién.
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Tesis de Church IV

@ El estudio de la calculabilidad efectiva se inicié en 1930s con el
trabajo en légica matematica.

@ Como se ha notado previamente, el asunto estd relacionado con el
concepto de una prueba aceptable.

@ M3s recientemente, el estudio de la calculabilidad efectiva ha formado
una parte escencial de la teoria de la computacion.

@ Un cientifico de la computacién prudente seguramente querra saber

que, ademds de las dificultades que el mundo real presenta, existe un
limite puramente tedrico para la calculabilidad.
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Ejercicios |

Realice lo que se indica:

© Asuma que S es un conjunto de ndmero naturales pero que es finito.
(Esto es, S es un subconjunto cofinito de N). Explique por qué S
debe ser decidible.

@ Asuma que A y B son conjuntos decidibles de niimeros naturales.
Explique por qué su interseccién A N B es también decidible.
(Describa un procedimiento efectivo para determinar si un nimero
dado estd o noen AN B.)

© Asuma que A y B son conjuntos decidibles de niimeros naturales.
Explique por qué su unién A U B es también decidible.

@ Asuma que Ay B son conjuntos semidecidibles de niimeros naturales.
Explique por qué su interseccién A N B es también semidecidible.

© Asuma que Ay B son conjuntos semidecidibles de nliimeros naturales.
Explique por qué su unién A U B es también semidecidible.
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Ejercicios |l

Q@ © Asuma que R es una relacién binaria decidible sobre los niimeros
naturales. Esto es, es una relacién decidible de aridad-2. Explique por
qué su dominio, {z|(xz,y) € R para algdn y}, es un conjunto
semidecidible.

@ Ahora suponga que en vez de asumir que R es decidible, asumimos
sélo que es semidecidible. ;Sigue siendo cierto que su dominio debe ser
semidecidible?

@ O Asuma que f es una funcién total calculable de aridad-uno. Explique
por qué su grafica es una relacién binaria decidible.
@ Inversamente, muestre que si la grafica de una funcién total de
aridad-uno f es decidible, entonces f debe ser calculable.
© Ahora asuma que f es una funcién parcial calculable de aridad-uno, no
necesariamente total. Explique por qué su dominio, {z € N|f(z) |}, es
semidecidible.
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Ejercicios Il

© Asuma que S es un conjunto decidible de n(imeros naturales y que f
es una funcién total calculable efectivamente sobre N. Explique por
qué {z|f(z) € S} es decidible. (Este conjunto es llamado la imagen
inversa de S bajo f.)

© Asuma que S es un conjunto semidecidible de nimeros naturales y
que f es una funcién parcial calculable efectivamente sobre N.
Explique por qué

{z|f(z) |y f(x) € S}

es semidecidible.

2 Concepto Informal de Computabilidad



Ejercicios IV

@ En la expansion decimal de 7, podria haber una cadena de algunos
7's consecutivos. Defina la funcién f tal que f(z) =1 si existe una
cadena de z o mas 7's y f(x) = 0 en otro caso:

1 si 7 tiene una cadena con x o mas 7's

fz) =

0 en otro caso

Explique, sin usar algiin hecho especial sobre 7 o teoria de nimeros,
por qué f es calculable efectivamente.

@ Asuma que g es una funcién total no creciente (esto es,
g(z) > g(x + 1) para todo x) sobre N. Explique por qué g debe ser
calculable efectivamente.

@ Asuma que f es una funcién total sobre los nimeros naturales y que
f es eventualmente periddica. Esto es, existen nliimeros m y p tales
que para todo = mayor que m, tenemos que f(z + p) = f(x).
Explique por qué f es calculable efectivamente.
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® @ Asuma que f es una funcién total calculable efectivamente sobre los

ndmeros naturales. Explique por qué el rango de f (esto es, el conjunto
{f(z)|x € N}) es semidecidible.

@ Ahora suponga que f es una funcién parcial calculable efectivamente
(no necesariamente total). ; Sigue siendo cierto que su rango debe ser
semidecidible?

©® Asuma que f y g son funciones parciales calculables efectivamente
sobre N. Explique por qué el conjunto

{z|f(x) = g(x) y ambos estan definidos}

es semidecidible.
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