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I < c para ¢« 1
+ (m+1)e para las pruebas ¢ < m
+ mt para las ejecuciones de P(3)
+ mc para las ejecuciones de 7 «— ¢ + 1
+ mc para las operaciones secuencia
< (t+ 3c)m + 2¢

M34s aun, este tiempo estd claramente acotado inferiormente por mt.
Si ¢ es despreciable comparado con ¢, nuestro aproximado anterior
de que [ era aproximadamente igual a mt fue por tanto justifica-
do, excepto por un caso crucial: [ &® mt es completamente erroneo
cuando m = 0 (jadn es peor cuando m es negativo!). Cuando estu-
diemos la técnica del barémetro, veremos que despreciar el tiempo
requerido para el control del ciclo, puede guiarnos a errores serios
en tales circunstancias.

Resista la tentacion de decir que el tiempo consumido por el ciclo
estd en ©(mt) con el pretexto de que a la notacién © se le exige ser
efectiva a partir de un umbral tal como m > 1. El problema con
este argumento, es que, si en efecto estamos analizando el algoritmo
entero mds que simplemente el ciclo for, el umbral implicado por
la notacién © involucra a n, el tamafio del ejemplar, en vez de m,
el nimero de veces que pasamos por el ciclo, m = 0 pudiera ocurrir
para valores de n arbitrariamente grandes. Por otro lado, se puede
demostrar (le sugerimos que lo haga) que si t estd acotado inferior-
mente por una constante (lo cual simpre es el caso en la préctica) y
si existe un umbral ng tal que m > 1 siempre que n > ng, entonces
l en verdad estd en ©(mt) cuando I, m y ¢ son considerados como
funciones de n.

El analisis del ciclo for es mds interesante cuando el tiempo #(¢)
requerido para P(i) varfa como una funcién de i. (En general, el
tiempo requerido para P(i) pudiera depender no sélo de ¢ sino tam-
bién del tamafio n del ejemplar, incluso del ejemplar mismo.) Si
despreciamos el tiempo consumido por el control del ciclo, lo cual
usualmente es adecuado cuando m > 1, el mismo ciclo for

for i < 1 to m do P(7)

consume un tiempo dado no por una multiplicacién sino por una
. m s

suma: esto es >, t(i).

Tlustraremos el andlisis de ciclos for con un algoritmo iterativo sim-

ple para calcular la secuencia de Fibonacci. Recuerde que el algo-

ritmo es

function FIBITER(n)
1 i+1

2 j«0

3 fork+<1ton do
4 ji+j

5 14 j—1t

6 return j

Si contamos todas las operaciones aritméticas con costo unitario,
las instrucciones dentro del ciclo for consumen tiempo constante.
Suponga que el tiempo consumido por estas instrucciones estd aco-
tado superiormente por alguna constante c¢. Sin tomar en cuenta el
control del ciclo, el tiempo consumido por el ciclo for estd acotado
superiormente por n veces esta constante: nc. Ya que las instruc-
ciones antes y después del ciclo consumen un tiempo despreciable,
concluimos que el algoritmo consume un tiempo en O(n). Un razo-
namiento similar nos lleva a que este tiempo también estd en Q(n),
asi estd en O(n).

No obstante, vimos en la subseccién 2.4 que no es razonable contar
como de costo unitario, las adiciones involucradas en el célculo de
la secuencia de Fibonacci, al menos que n sea muy pequefio. Por lo
tanto, debemos tomar en cuenta el hecho de que una instruccién tan
simple como “j <— ¢+ j” se encarece incrementalmente cada vez que
pasamos por el ciclo. Es facil programar adiciones y sustracciones de
enteros largos, tal que el tiempo necesario para sumar y sustraer dos
enteros, esté en el orden exacto del nimero de digitos del operando
mas grande. Para determinar el tiempo consumido por la k—ésima

pasada por el ciclo, necesitamos conocer la longitud de los enteros
involucrados. Se puede demostrar por induccién matematica que los
valores de ¢ y j al final de la k—ésima iteracién son respectivamente
fk—1 y fx. Esto es precisamente por lo que el algoritmo trabaja:
regresa el valor de j al final de la n—ésima iteracién, el cual es por
lo tanto fy, como se requiere. Mds aun, a partir de la férmula de de
Moivre se puede demostrar que el tamafio de fi estd en ©(k). Por lo
tanto la k—ésima iteracién consume un tiempo ©(k — 1) + ©(k), lo
cual es lo mismo que ©(k). Sea ¢ una constante tal que este tiempo
estd acotado superiormente por ck para todo k > 1. Si despreciamos
el tiempo requerido por el control del ciclo y por las instrucciones
antes y después del ciclo, podemos concluir que el tiempo requerido
por el algoritmo estd acotado superiormente por

n n
ch: czk :cM € O(n?).
k=1 k=1 2

Un razonamiento similar nos conduce a que este tiempo estd en
Q(n?) y por lo tanto en ©(n?). Asi, en el andlisis de Fibiter, con-
tar como de costo unitario a las operaciones aritméticas, constituye
una diferencia crucial con respecto a no contarlas como de costo
unitario.

El andlisis de ciclos for que inician en valores distintos de 1 o que
se ejecutan a pasos mas grandes, debe ser obvio en este punto. Por
ejemplo considere el siguiente ciclo.

for i «+ 5 to m step 2 do P(i)
Aqui, P(7) se ejecuta ((m — 5) + 2) + 1 veces siempre que m > 3.
(Para que un ciclo for tenga sentido, el punto final debe ser siempre
al menos tan grande como el punto inicial menos el paso).

4.1.3. Llamados recursivos

El analisis de algoritmos recursivos usualmente es directo, al menos
hasta cierto punto. Una simple inspeccién al algoritmo frecuente-
mente da lugar a una ecuacién de recurrencia que imita el flujo de
control en el algoritmo. Una vez que ha sido obtenida la ecuacién
de recurrencia, se pueden aplicar técnicas generales para resolver
dichas ecuaciones y transformarlas a la notacién asintética no re-
cursiva, la cual es més simple.

Como un ejemplo, considere de nuevo el problema de calcular la
secuencia de Fibonacci, pero esta vez con el algoritmo recursivo
Fibrec

function FIBREC(n)

1 ifn<2 then

2 return n

3 else return FiBREC(n — 1) + FIBREC(n — 2)

Sea T'(n) el tiempo consumido por un llamado a Fibrec(n). Sin < 2,
el algoritmo simplemente regresa n, lo cual consume tiempo cons-
tante a. De otra manera, la mayor parte del trabajo es gastaso en los
dos llamados recursivos, los cuales consumen respectivamente tiem-
po T(n — 1) y T(n — 2). Més ain, debe ser ejecutada una adicién
que involucra a fp—1y a fr—2 (los cuales son los valores regresados
por los llamados recursivos), asi como, el control de la recursién y la
prueba “if n < 2”. Sea h(n) que denota el trabajo involucrado en
esta adicién y control, esto es, el tiempo requerido por un llamado a
Fibrec(n) ignorando el tiempo gastado dentro de los dos llamados
recursivos. Por definicién de T'(n) y h(n) obtenemos la siguiente
recurrencia.

sin=0o0n=1,
(1)

en otro caso

Tn) = {T(n — 1)+ T(n — 2) + h(n)

Si contamos las adiciones de costo unitario, h(n) estd acotada por
una constante. Al aplicarle a (1) técnicas para solucién de recu-
rrencias encontramos que T'(n) € O(fn). Un razonamiento similar
muestra que T'(n) € Q(fn) y por tanto T'(n) € O(fr). Usando la
férmula de de Moivre, concluimos que Fibrec(n) consume tiempo
exponencial en n. Este es doble exponencial en el tamano del ejem-
plar ya que el valor de n es exponencial en el tama7nio de n.

Andlisis y Diseflo, Jiménez & Lavalle, FCC-2002



