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Capitulo 1

Conceptos preliminares

Tres ideas fundamentales son los temas principales de este curso: lengua-
jes, gramaticas y autématas. En el transcurso de nuestro estudio, explora-
remos muchos resultados sobre estos conceptos y sobre su relacion entre si.
Pero primero, debemos comprender el significado de los términos.

1.1. Lenguajes

Todos estamos familiarizados con la nocién de lenguajes naturales, co-
mo el espanol, el inglés y el francés. Aun asi, para la mayoria de nosotros
probablemente resultara dificil decir exactamente lo que significa la palabra
“lenguaje”.

Los diccionarios definen informalmente el término como un sistema ade-
cuado para la expresién de ciertas ideas, hechos o conceptos, incluyendo un
conjunto de simbolos y reglas para su manipulacion. Si bien esto nos da una
idea intuitiva de lo que es un lenguaje, no es suficiente como definiciéon para
el estudio de los lenguajes formales. Necesitamos una definicion precisa del
término.

Comenzamos con un conjunto », finito y no vacio, de simbolos, llamado
alfabeto. A partir de los simbolos individuales, construimos cadenas, que
son secuencias finitas de simbolos del alfabeto.

Por ejemplo, si el alfabeto ¥ = {a, b}, entonces abab y aaabbba son ca-
denas en . Con pocas excepciones, usaremos letras minusculas a, b, c, ...
para elementos de Y y w,v,w,... para nombres de cadenas. Escribiremos,



1.1. LENGUAJES

por ejemplo,
w = abaaa

para indicar que la cadena denominada w tiene el valor especifico abaaa.
La concatenacion de dos cadenas w y v es la cadena que se obtiene
anadiendo los simbolos de v al extremo derecho de w, es decir, si

w = a1ag - - ap

v =b1by - by,

entonces la concatenacién de w y v, denotada por wv, es
WU = a1a9 -+ Apb1ba - - - by,

La reversa de una cadena se obtiene escribiendo los simbolos en orden in-
verso; si w es una cadena como se muestra arriba, entonces su reversa w’
es

U}R = Qp - A207.

La longitud de una cadena w, denotada por |w|, es el nimero de simbolos
en la cadena. Con frecuencia necesitaremos hacer referencia a la cadena vacia,
que es una cadena sin ningun simbolo. Sera denotada por A. Las siguientes
relaciones simples

Al =0,

A= WA =w

son validas para toda w.
Cualquier cadena de simbolos consecutivos en w es una subcadena de
w. Si
w = vu,

entonces se dice que las subcadenas v y u son un prefijo y un sufijo de w, res-
pectivamente. Por ejemplo, si w = abbab, entonces {\, a, ab, abb, abba, abbab}
es el conjunto de todos los prefijos de w, mientras que bab, ab, b son algunos
de sus sufijos.

Las propiedades simples de las cadenas, como su longitud, son muy intui-
tivas y probablemente necesiten poca elaboracion. Por ejemplo, si u y v son

Lenguajes Formales y Autéomatas FCC-2022



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 9

cadenas, entonces la longitud de su concatenacion es la suma de las longitudes
individuales, es decir,
luv| = |u| + |v]. (1.1)

Pero aunque esta relacion es obvia, es 1util poder precisarla y probarla.
Las técnicas para hacerlo son importantes en situaciones mas complicadas.

Ejemplo 1.1 Demuestre que ([I.1) se cumple para cualquier v y v. Para
probar esto, primero necesitamos una definicion de la longitud de una cadena.
Hacemos tal definicion de manera recursiva mediante

lal =1,
lwa| = [w]| + 1,
para todo a € ¥ y w cualquier cadena en Y. Esta definicion es una declaracion
formal de nuestra comprension intuitiva de la longitud de una cadena: la

longitud de un solo simbolo es uno, y la longitud de cualquier cadena aumenta
en uno si le agregamos otro simbolo. Con esta definicién formal, estamos listos
para probar mediante induccién.

Por definicion, se cumple para todo u de cualquier longitud y todo
v de longitud 1, por lo que tenemos que la base de la induccién se cumple.
Como suposicion inductiva, asumimos que se cumple para todo u de
cualquier longitud y todo v de longitud 1,2,...,n. Ahora tome cualquier v
de longitud n + 1 y escribala como v = wa. Luego,

v = w| +1,
luv| = Juwa| = |uw| + 1.
Por la hipétesis inductiva (que es aplicable ya que w es de longitud n),
uw| = Ju| + [w]

asi que
uv| = fuf + |w[ + 1 = |u| + [v].

Por lo tanto, (|1.1)) se cumple para todo u y todo v de longitud hasta n + 1,
completando el paso inductivo y la demostracion. O

Si w es una cadena, entonces w™ representa la cadena obtenida al conca-
tenar w n veces. Como caso especial, definimos

w' =\,

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



1.1. LENGUAJES

para toda w.

Si ¥ es un alfabeto, usamos »* para denotar el conjunto de cadenas
obtenido al concatenar cero o mas simbolos de Y. El conjunto ¥* siempre
contiene \. Para excluir la cadena vacia, definimos

St =" — {AL

Mientras que X es finito por suposicién, ¥* y X1 son siempre infinitos
ya que no hay limite en la longitud de las cadenas en estos conjuntos. Un
lenguaje se define muy generalmente como un subconjunto de ¥*. Una cadena
en un lenguaje L se llamara oracién de L.

Esta definicién es bastante amplia; cualquier conjunto de cadenas de un
alfabeto ¥ puede considerarse un lenguaje. Mas adelante estudiaremos méto-
dos mediante los cuales se pueden definir y describir lenguajes especificos; esto
nos permitira estructurar este concepto bastante amplio. Por el momento, sin
embargo, solo veremos algunos ejemplos especificos.

Ejemplo 1.2 Sea ¥ = {a, b}. Entonces
¥ ={\ a,b,aa,ab, ba,bb, aaa, aab, .. .}.

El lenguaje
{a, aa,aab}

es un lenguaje sobre Y. Debido a que tiene un ntimero finito de oraciones, lo
llamamos lenguaje finito. El conjunto

L={a"b":n>0}

también es un lenguaje sobre Y. Las cadenas aabb y aaaabbbb estan en el
lenguaje L, pero la cadena abb no esta en L. Este lenguaje es infinito. Los
lenguajes mas interesantes son infinitos. U

Dado que los lenguajes son conjuntos, la unién, interseccién y diferencia
de dos lenguajes se definen inmediatamente. El complemento de un lenguaje
se define con respecto a ¥*; es decir, el complemento de L es

L=X*—1

La reversa de un lenguaje L es el conjunto de todas las reversas de las
cadenas de L, es decir,

LR ={w®:we L)

Lenguajes Formales y Autéomatas FCC-2022



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 11

La concatenaciéon de dos lenguajes Ly y Lo es el conjunto de todas las cadenas
obtenidas al concatenar cualquier elemento de L; con cualquier elemento de
Lo; especificamente,

L1L2 = {l”y X € Ll,y c LQ}

Definimos L™ como L concatenado consigo mismo n veces, con los casos

especiales
L'={\yL'=1L,

para todo lenguaje L.
Finalmente, definimos la cerradura estrella de un lenguaje como

L= Jr
i>0
y la cerradura positiva como
L=
i>1

Ejemplo 1.3 Si
L ={a"b" :n >0},

entonces
L? = {a"b"a™b™ : n > 0,m > 0}.

Tenga en cuenta que n y m no estan relacionados; la cadena aabbaaabbb
esta en Lo.
La reversa de L se describe facilmente en notacién de conjuntos como

L% = {b"a" : n > 0},

pero es considerablemente mas dificil describir L o L* de esta manera. Unos
pocos intentos lo convenceran rapidamente de la limitacién de la notacion de
conjuntos para la especificacion de lenguajes complicados. U

1.2. Gramaticas

Para estudiar lenguajes matematicamente, necesitamos un mecanismo pa-
ra describirlos. El lenguaje cotidiano es impreciso y ambiguo, por lo que las

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



1.2. GRAMATICAS

descripciones informales en lenguaje natural a menudo son inadecuadas. La
notacién de conjuntos utilizada en los Ejemplos y es mds adecuada,
pero limitada.

A medida que avancemos, aprenderemos sobre varios mecanismos de de-
finicién de lenguajes que son utiles en diferentes circunstancias. Aqui presen-
tamos uno comun y poderoso, la nociéon de gramatica.

Una gramatica para el idioma inglés nos dice si una oracién en particular
estd bien formada o no. Una regla tipica de la gramética inglesa es “una
oracion puede constar de una frase nominal seguida de un predicado”. Mas
concisamente escribimos esto como

< sentence > — < noun_phrase >< predicate >,

con la interpretacién obvia. Por supuesto, esto no es suficiente para tratar
con oraciones reales. Ahora debemos proporcionar definiciones para los cons-
tructos recién introducidos < noun_phrase >y < predicate >. Si lo hacemos
mediante

< noun_phrase > — < article >< noun >,
< predicate > — < verb >

y si asociamos las palabras “a” y “the” con < article >, “boy” y “dog” con
< noun >,y “‘runs” y “walks” con < werb >, entonces la gramatica nos
dice que las oraciones “a boy runs” y “the dog walks” estan correctamente
formadas. Si tuviéramos que dar una gramatica completa, entonces, en teoria,
cada oracion bien formada podria explicarse de esta manera.

Este ejemplo ilustra la definicion de un concepto general en términos
de conceptos simples. Comenzamos con el concepto de nivel superior, aqui
< sentence >, y lo reducimos sucesivamente a los bloques de construc-
cion irreductibles del lenguaje. La generalizacién de estas ideas nos lleva
a gramaticas formales.

Definicién 1.1 Una gramatica G se define como un cuadruple
G = (‘/7 T7 S? P)7
donde

= V es un conjunto finito de objetos llamados variables,

Lenguajes Formales y Autéomatas FCC-2022



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 13

= T es un conjunto finito de objetos llamados simbolos terminales,
= S €V es un simbolo especial llamado variable inicial,
= P es un conjunto finito de producciones.

Se supondrd, sin mas mencién, que los conjuntos V' y T no estan vacios y
que son disjuntos.

Las reglas de produccién son el corazén de una gramaética; especifican
cémo la gramatica transforma una cadena en otra, y a través de esto definen
un lenguaje asociado a la gramatica. En nuestra discusion asumiremos que
todas las reglas de produccion son de la forma

r—Y,

donde z es un elemento de (VUT)" y y estd en (V UT)*. Las producciones
se aplican de la siguiente manera: Dada una cadena w de la forma

w = urv,

decimos que la produccion z — y es aplicable a esta cadena, y podemos
usarla para reemplazar x con y, obteniendo asi una nueva cadena

Z = uyv.

Esto se escribe como
w = z.

Decimos que w deriva z o que z se deriva de w. Las cadenas sucesivas se
derivan aplicando las producciones de la graméatica en orden arbitrario. Una
produccién se puede utilizar siempre que sea aplicable y se puede aplicar
tantas veces como se desee. Si

W1 = We = *** = Wp,
decimos que w; deriva w, y lo denotamos mediante
*
W1 = Wy

El * indica que se puede tomar un nimero no especificado de pasos (incluido
cero) para derivar w, partiendo de w;.

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



1.2. GRAMATICAS

Al aplicar las reglas de produccién en un orden diferente, una gramati-
ca determinada normalmente puede generar muchas cadenas. El conjunto
de todas esas cadenas terminales es el lenguaje definido o generado por la
gramatica.

Definicién 1.2 Sea G = (V, T, S, P) una gramdtica. Entonces el conjunto
L(G):{wET*:Séw}

es el lenguaje generado por G.

Si w € L(G), entonces la secuencia
S=>w = wy= - = w, =>w

es una derivacién de la oracién w. Las cadenas S, wy, ws, . .., w,, que contie-
nen tanto variables como terminales, se denominan formas oracionales de la
derivacion.

Ejemplo 1.4 Considere la gramética
G = ({5} {a,0},5 P)
con P dado por

S — aSh,
S — A\

Entonces
S = aSb = aaSbb = aabb,

asi que podemos escribir
S = aabb.

La cadena aabb es una oracion en el lenguaje generado por G, mientras que
aaSbb es una forma oracional.

Una gramética G define completamente a L(G), pero puede que no sea
facil obtener una descripcion muy explicita del lenguaje a partir de la gramati-
ca. Aqui, sin embargo, la respuesta es bastante clara. No es dificil conjeturar
que

L(G) = {a"b";n > 0},

Lenguajes Formales y Autéomatas FCC-2022



CAPITULO 1. CONCEPTOS PRELIMINARES 15

y es facil probarlo. Si notamos que la regla S — aSb es recursiva, se sugiere
inmediatamente una demostracion por induccién. Primero mostramos que
todas las formas oracionales deben tener la forma

w; = a'Sb'. (1.2)

Suponga que ([1.2)) se cumple para todas las formas oracionales w; de longitud
2i + 1 o menos. Para obtener otra forma oracional (que no es una oracién),
solo podemos aplicar la produccion S — aSbh. Esto nos da

a'Sb’ = at LS,

de modo que toda forma oracional de longitud 27 4+ 3 también tiene la forma
. Dado que es obviamente cierto para ¢ = 1, se cumple por induc-
cion para todo 7. Finalmente, para obtener una oracién, debemos aplicar la
producciéon S — A, y vemos que

S = a"Sb" = a"b"

representa todas las posibles derivaciones. Por tanto, G sélo puede derivar
cadenas de la forma a™b".

También tenemos que demostrar que se pueden derivar todas las cadenas
de esta forma. Esto es facil; simplemente aplicamos S — aSbh tantas veces
como sea necesario, seguido de .S — \. O

Ejemplo 1.5 Encuentra una gramatica que genere
L= {a"b"*" :n > 0}.

La idea detrés del ejemplo anterior se puede extender a este caso. Todo lo
que tenemos que hacer es generar una b extra. Esto se puede hacer con una
produccién S — Ab y con otras producciones elegidas para que A pueda de-
rivar el lenguaje del ejemplo anterior. Razonando de esta manera, obtenemos
la gramética G = ({5, A}, {a, b}, S, P), con producciones

S — Ab,
A — aAb,
A=\

Derive algunas oraciones especificas para convencerse de que esto funciona.
U
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1.2. GRAMATICAS

Los ejemplos anteriores son bastante faciles, por lo que argumentos rigu-
rosos pueden parecer superfluos. Pero a menudo no es tan facil encontrar una
gramatica para un lenguaje descrito de manera informal o dar una caracte-
rizacién intuitiva del lenguaje definido por una gramatica.

Para mostrar que un lenguaje dado es generado por una determinada
gramatica (G, debemos ser capaces de demostrar (a) que cada w € L puede
derivarse de S usando G y (b) que cada cadena asi derivada estd en L.

Ejemplo 1.6 Tome X = {a,b}, y sean n,(w) y ny(w) el nimero de simbolos
a v benla cadena w, respectivamente. Luego la gramatica G con producciones

S — S8,
S — A,

S — aSh,
S — bSa

genera el lenguage
L ={w: ng(w) = ny(w)}.

Esta afirmacién no es tan obvia y debemos proporcionar argumentos convin-
centes.

En primer lugar, esté claro que cada forma oracional de G tiene el mismo
nimero de simbolos a y b, ya que las tinicas producciones que generan una a,
a saber, S — aSby S — bSa, generan simultaneamente una b. Por lo tanto,
cada elemento de L(G) estd en L. Es un poco mas dificil ver que cada cadena
en L se puede derivar con G.

Comencemos por analizar el problema en resumen, considerando las di-
versas formas que puede tener w € L. Suponga que w comienza con a y
termina con b. Entonces tiene la forma

w = aw b,

donde w; también esta en L. Podemos pensar en este caso como que es
derivado a partir de

S = aSh

si S de hecho deriva cualquier cadena en L. Se puede hacer un argumento
similar si w comienza con b y termina con a. Pero esto no se ocupa de todos
los casos, ya que una cadena en L puede comenzar y terminar con el mismo
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simbolo. Si escribimos una cadena de este tipo, digamos aabbba, vemos que
se puede considerar como la concatenacién de dos cadenas mas cortas aabb
y ba, ambas en L.

L Es esto cierto en general? Para mostrar que esto es asi, podemos usar el
siguiente argumento: Supongamos que, comenzando en el extremo izquierdo
de la cadena, contamos +1 para una a y -1 para una b.

Si una cadena w comienza y termina con a, entonces la cuenta sera +1
después del simbolo mas a la izquierda y -1 inmediatamente antes del mas a
la derecha. Por lo tanto, la cuenta debe pasar por cero en algin lugar en el
medio de la cadena, lo que indica que dicha cadena debe tener la forma

W = W1Wa

donde w; y wy estan en L. Este caso se puede resolver con la producciéon
S — S§S.

Una vez que vemos el argumento de manera intuitiva, estamos listos para
proceder con més rigor. Nuevamente usamos induccion. Suponga que todo
w € L con |w| < 2n se puede derivar con G. Tome cualquier w € L de
longitud 2n + 2. Si w = awb, entonces w; estd en L y |wy| = 2n. Por lo
tanto, por suposicion,

S = w;

Entonces
S = aSh = aw b = w

es posible, y w se puede derivar con GG. Obviamente, se pueden hacer argu-
mentos similares si w = bw;a.

Si w no tiene esta forma, es decir, si comienza y termina con el mismo
simbolo, entonces el argumento de conteo nos dice que debe tener la forma
w = wiwsq, con wy y wy ambos en L y de longitud menor que o igual a 2n.
Por lo tanto, nuevamente vemos que

S =85S =w S = wwy =w

es posible.

Ya que la hipétesis inductiva se satisface claramente para n = 1, se cum-
ple el caso base y la afirmacién es verdadera para todo n, completando la
demostracion. [l

Normalmente, un lenguaje dado tiene muchas gramaticas que lo generan.
Aunque estas gramaticas son diferentes, son equivalentes en cierto sentido.
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Decimos que dos gramaticas GG; y Gy son equivalentes si generan el mismo
lenguaje, es decir, si
L(Gy) = L(Gy).

Como veremos mas adelante, no siempre es facil ver si dos graméticas son
equivalentes.

Ejemplo 1.7 Considere la gramética G; = ({4, S},{aq,b},S, Py), con P,
que consta de las producciones

S — aAb|,
A — aAb|\.

Aqui presentamos una notacién abreviada conveniente en la que varias reglas
de producciéon con los mismos lados izquierdos se escriben en la misma linea,
con los lados derechos alternativos separados por |. En esta notacién S —
aAb|\ representa las dos producciones S — aAby S — .

Esta gramética es equivalente a la gramética G del ejemplo [1.4] La equi-
valencia es facil de probar mostrando que

L(Gy) = {a™b" : n > 0}.

1.3. Automatas

Un autémata es un modelo abstracto de una computadora digital. Como
tal, cada automata incluye algunas caracteristicas esenciales. Tiene un meca-
nismo de lectura de entrada. Se asumira que la entrada es una cadena sobre
un alfabeto dado, escrita en un archivo de entrada, que el autémata puede
leer pero no cambiar.

El archivo de entrada se divide en celdas, cada una de las cuales puede
contener un simbolo. El mecanismo de entrada puede leer el archivo de en-
trada de izquierda a derecha, un simbolo a la vez. El mecanismo de entrada
también puede detectar el final de la cadena de entrada (detectando una
condicion de final de archivo).

El autémata puede producir una salida de alguna forma. Puede tener
un dispositivo de almacenamiento temporal, que consta de un nimero
ilimitado de celdas, cada una de las cuales puede contener un solo simbolo
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de un alfabeto (no necesariamente el mismo que el alfabeto de entrada). El
autémata puede leer y cambiar el contenido de las celdas de almacenamiento.

Finalmente, el autémata tiene una unidad de control, que puede es-
tar en cualquiera de un numero finito de estados internos, y que puede
cambiar de estado de alguna manera definida. La Figura muestra una
representacion esquemaética de un autémata general.

Input file

Control unit Storage

U
Output

Figura 1.1: Representacion esquematica de un autémata general.

Se supone que un autémata opera en un marco de tiempo discreto. En
cualquier momento dado, la unidad de control se encuentra en algiin estado
interno y el mecanismo de entrada esta escaneando un simbolo particular en
el archivo de entrada.

El estado interno de la unidad de control en el siguiente paso de tiempo
lo determina la funcién de transicion o estado siguiente. Esta funcion
de transicién proporciona el siguiente estado en términos del estado actual,
el simbolo de entrada actual y la informacion que se encuentra actualmente
en el almacenamiento temporal.

Durante la transicion de un intervalo de tiempo al siguiente, se puede
producir una salida o cambiar la informacién del almacenamiento temporal.
El término configuracion se utilizara para referirse a un estado particular
de la unidad de control, archivo de entrada y almacenamiento temporal. La
transicién del automata de una configuracién a la siguiente se denominard
movimiento.

Este modelo general cubre todos los autématas que discutiremos en este
curso. Un control de estado finito sera comun a todos los casos especificos,
pero las diferencias surgiran de la forma en que se puede producir la salida y
la naturaleza del almacenamiento temporal. Como veremos, la naturaleza del
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almacenamiento temporal gobierna el poder de diferentes tipos de autématas.

Para discusiones posteriores, serd necesario distinguir entre autématas
deterministas y autématas no deterministas.

Un automata determinista es aquel en el que cada movimiento esta deter-
minado de forma tnica por la configuracién actual. Si conocemos el estado
interno, la entrada y el contenido del almacenamiento temporal, podemos
predecir exactamente el comportamiento futuro del autéomata.

En un autéomata no determinista, esto no es asi. En cada punto, un
automata no determinista puede tener varios movimientos posibles, por lo
que solo podemos predecir un conjunto de acciones posibles. La relacion en-
tre los autématas deterministas y no deterministas de varios tipos jugara un
papel importante en nuestro estudio.

Un autéomata cuya respuesta de salida se limita a un simple “si” o “no” se
denomina aceptador. Presentado con una cadena de entrada, un aceptador
acepta la cadena o la rechaza. Un autémata mas general, capaz de producir
cadenas de simbolos como salida, se llama transductor.

1.4. Ejercicios

1. ;Cudntas subcadenas aab hay en ww®w, donde w = aabbab?

2. Use induccién sobre n para demostrar que |u"| = n|u| para todas las
cadenas u y para todo n.

3. El reverso de una cadena, introducido informalmente anteriormente, se

puede definir con mayor precisiéon mediante las reglas recursivas
af' = q,

(wa)® = aw®,

para todo a € X, w € X*. Use esto para demostrar que
(uv)? = viuf?,
para todo u,v € X7,

4. Sea L = {ab,aa,baa}. {Cudles de las siguientes cadenas estdn en L* :
abaabaaabaa, aaaabaaaa, baaaaabaaaab, baaaaabaa? ;| Qué cadenas estan
4
en L*7
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10.

Sea 3 = {a,b} y L = {aa,bb}. Utilice la notacién de conjuntos para
describir L.

Demuestre que
(Ly L) = LYLY

para todos los lenguajes Ly y Ls.

Encuentre una gramdtica para el lenguaje L = {a", donde n es par}.

Dé una descripcién sencilla del lenguaje generado por la gramética con
producciones

S — adA,
A —bS,
S —= A

Encuentre tres cadenas en el lenguaje generado por

S — aSb|bSala.

Complete los argumentos en el Ejemplo mostrando que L(G;) en
efecto genera el lenguaje dado en el Ejemplo [1.4]
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Capitulo 2

Automatas finitos

Nuestra introduccion en el primer capitulo a los conceptos basicos de
computacién, particularmente la discusion de los autématas, es breve e in-
formal. En este punto, solo tenemos una comprension general de qué es un
autémata y como se puede representar mediante un grafo.

Para progresar, debemos ser mas precisos, brindar definiciones formales
y comenzar a desarrollar resultados rigurosos. Comenzamos con los acepta-
dores finitos, que son un caso especial simple del esquema general presentado
en el capitulo anterior. Este tipo de automatas se caracteriza por no tener
almacenamiento temporal.

Dado que un archivo de entrada no se puede reescribir, un autémata finito
estd severamente limitado en su capacidad para “recordar” cosas durante el
calculo. Se puede retener una cantidad finita de informacion en la unidad de
control colocando la unidad en un estado especifico.

Pero dado que el nimero de tales estados es finito, un autémata finito
solo puede lidiar con situaciones en las que la informacién que se almacenara
en cualquier momento esta estrictamente limitada.

2.1. Aceptadores finitos deterministas

Definicién 2.1 Un aceptador finito determinista o dfa se define por el
quintuple M = (Q, %, 6, qo, F'), donde

= () es un conjunto finito de estados internos,

= Y es un conjunto finito de simbolos llamado alfabeto de entrada,
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= ) : (@ XX — @ es una funcién total llamada funcién de transicién,
= g € () es el estado inicial,

= F'C (@ es un conjunto de estados finales.

Un aceptador finito determinista opera de la siguiente manera. En el
momento inicial, se supone que esta en el estado inicial gy, con su mecanismo
de entrada en el simbolo més a la izquierda de la cadena de entrada. Durante
cada movimiento del automata, el mecanismo de entrada avanza una posicion
hacia la derecha, por lo que cada movimiento consume un simbolo de entrada.

Cuando se alcanza el final de la cadena, la cadena se acepta si el autémata
se encuentra en uno de sus estados finales. De lo contrario, la cadena se
rechaza. El mecanismo de entrada solo puede moverse de izquierda a derecha
y lee exactamente un simbolo en cada paso. Las transiciones de un estado
interno a otro se rigen por la funcién de transicion . Por ejemplo, si

(5((]07 CL) = {1,

entonces, si el dfa esta en el estado ¢y y el simbolo de entrada actual es a, el
dfa pasara al estado ¢;.

Al hablar de los automatas, es esencial tener una imagen clara e intuitiva
con la que trabajar. Para visualizar y representar autématas finitos, utili-
zamos grafos de transicién, en los que los vértices representan estados y las
aristas representan transiciones. Las etiquetas en los vértices son los nom-
bres de los estados, mientras que las etiquetas en las aristas son los valores
actuales del simbolo de entrada.

Por ejemplo, si ¢y v ¢ son estados internos de algin dfa M, entonces el
grafo asociado con M tendra un vértice etiquetado como qq y otro etiquetado
como ¢;. Una arista etiquetada (qo, q1) representa la transiciéon §(qo, a) = q.
El estado inicial sera identificado por una flecha entrante sin etiqueta que
no se origina en ningun vértice. Los estados finales se dibujan con un circulo
doble.

Mas formalmente, si M = (Q,X, 9, qo, ') es un aceptador finito deter-
minista, entonces su grafo de transicién asociado G tiene exactamente |Q)|
vértices, cada uno etiquetado con un ¢; € () diferente.

Para cada regla de transicion 6(g;, a) = g;, el grafo tiene una arista (g;, ¢;)
etiquetada a. El vértice asociado con ¢y se llama vértice inicial, mientras que
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los etiquetados con gy € F' son los vértices finales. Es una cuestion trivial
convertir de la definicién (Q, 3, 0, qo, ') de un dfa a su representacién como
grafo de transicion y viceversa.

Ejemplo 2.1 El grafo de la Figura representa al dfa

M = ({qo, q1, 42}, {0, 1}, 6, qo, {q1}),

donde § estd definida mediante

5(610,0) = qo, 5(6107 1) = {1,
5((]1, 0) = qo, 5((]17 ]-) = {2,
5((12;0) = (2, 5((12, 1) ={q1.

Este dfa acepta la cadena 01. Comenzando en el estado ¢q, se lee primero el
simbolo 0. Mirando las aristas del grafo, vemos que el autémata permanece
en el estado gy. A continuacion, se lee el 1 y el autémata pasa al estado ¢;.
Ahora estamos al final de la cadena y, al mismo tiempo, en un estado final
q1- Por tanto, se acepta la cadena 01.

El dfa no acepta la cadena 00, ya que después de leer dos ceros conse-
cutivos, estara en el estado ¢y. Con un razonamiento similar, vemos que el
autémata aceptara las cadenas 101, 0111 y 11001, pero no 100 ni 1100.

\ | _— —— ’__,———-‘ '\ ."

\@1
A _ //\ / —/

Figura 2.1: Grafo que representa al autémata del Ejemplo

g

Es conveniente introducir la funcién de transicién extendida 6* : ) X 3% —
Q. El segundo argumento de 6* es una cadena, en lugar de un solo simbolo,
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y su valor da el estado en el que se encontrara el autémata después de leer
esa cadena . Por ejemplo, si

(q0,a) = q1 (2.1)

6(q1,b) = go, (2.2)
entonces

0*(q0, ab) = qo.

Formalmente, podemos definir recursivamente 6* mediante

0"(¢,A) = g, (2:3)
5*((17 wa) = 5((5* (q7 w)v a)v (2'4)

para todo ¢ € Q, w € ¥* y a € X. Para ver por qué esto es apropiado,
apliquemos estas definiciones al caso simple anterior.

6 (a0, ab) Z6(6" (g0, @), b)
(0(0"(q0, A), @), b)

(0(g0, @), b)

(q1,0)

42,

Bl
4]
4]

B I E

COImo se esperaba.

2.1.1. Lenguajes y DFAs

Una vez dada una definicién precisa de un aceptador, ahora estamos listos
para definir formalmente lo que entendemos por lenguaje asociado. La aso-
ciacién es obvia: el lenguaje es el conjunto de todas las cadenas aceptadas
por el autémata.

Definicién 2.2 El lenguaje aceptado por un dfa M = (Q, X%, 4, qo, F') es el
conjunto de todas las cadenas en X aceptadas por M. En notacion formal,

L(M) ={w € ¥*: 6*(qo,w) € F}.
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Tenga en cuenta que requerimos que d, y en consecuencia 0*, sean fun-
ciones totales. En cada paso, se define un movimiento tnico, por lo que se
justifica llamar determinista a dicho autémata. Un dfa procesara cada cade-
na en X* y la aceptara o no la aceptara. No aceptacion significa que el dfa se
detiene en un estado no final, de modo que

L(M) = {w € " : *(q0,w) ¢ F}.

Ejemplo 2.2 Considere el dfa en la Figura[2.2]

Al dibujar la Figura permitimos el uso de dos etiquetas en una sola
arista. Estas aristas con etiquetas multiples son una forma abreviada de dos
o mas transiciones distintas: La transicion se toma siempre que el simbolo de
entrada coincide con cualquiera de las etiquetas de la arista.

El automata de la Figura [2.2| permanece en su estado inicial gy hasta que
se encuentra la primera b. Si éste es también el tdltimo simbolo de la entrada,
entonces se acepta la cadena. De lo contrario, el dfa entra en el estado ¢q, del
que nunca podra escapar.

El estado ¢s es un estado trampa. Vemos claramente en el grafo que el
autémata acepta todas las cadenas que constan de un ntimero arbitrario de
as, seguidas de una sola b. Todas las demas cadenas de entrada se rechazan.
En notacién de conjuntos, el lenguaje aceptado por el automata es

L={a"b:n>0}.

a a, b
(’\, [\|
|
||\ lll|I ll I|III|
(. N P A o L)
\Jo/ &Y, )

Figura 2.2: Grafo que representa al autémata del Ejemplo

g

Estos ejemplos muestran lo convenientes que son los grafos de transicion
para trabajar con autéomatas finitos. Si bien es posible basar todos los ar-
gumentos estrictamente en las propiedades de la funcién de transicion y su

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



2.1. ACEPTADORES FINITOS DETERMINISTAS

extension a través de y , los resultados son dificiles de seguir. En
nuestra discusion, usamos grafos, que son mas intuitivos, en la medida de lo
posible.

Para hacerlo, debemos, por supuesto, tener cierta seguridad de que la
representacion no nos enganara y de que los argumentos basados en grafos son
tan validos como los que utilizan las propiedades formales de §. El siguiente
resultado preliminar nos da esta seguridad.

Teorema 2.1 Sea M = (Q,%,6,qo, F)) un aceptador finito determinista, y
sea Gy su grafo de transicién asociado. Entonces, para cada ¢;,q¢; € Q y
w € X, 8%(q;, w) = g; siy sblo si en Gy hay una camino con etiqueta w de
qi a gj.

Prueba: Esta afirmacion es bastante obvia al examinar casos tan simples
como el Ejemplo 2.1} Puede demostrarse rigurosamente utilizando induccién
sobre la longitud de w. Suponga que la afirmacion es verdadera para todas
las cadenas v con |v| < n. Considere entonces cualquier w de longitud n + 1
y escribala como

w = va.

Supongamos ahora que 0*(¢;,v) = ¢qx. Dado que |v| = n, debe haber un
camino en Gy etiquetado con v de ¢; a gx. Pero si 6*(¢;, w) = ¢;, entonces M
debe tener una transiciéon d(gx,a) = ¢;, de modo que por construccién Gy
tiene una arista (g, ¢;) con etiqueta a. Por lo tanto, hay un camino en Gy
etiquetado con va = w entre ¢; y g;. Dado que el resultado es obviamente
cierto para n = 1, podemos afirmar por induccién que, para todo w € X+,

0" (i, w) = g (2.5)

implica que hay un camino en Gy de ¢; a ¢; etiquetado con w. El argumento
se puede invertir de una manera sencilla para mostrar que la existencia de
tal camino implica ([2.5)), completando asi la prueba. |

Nuevamente, el resultado del teorema es tan intuitivamente obvio que
una demostracién formal parece innecesaria. Revisamos los detalles por dos
razones.

La primera es que es un ejemplo simple pero tipico de una prueba induc-
tiva en relacién con los autématas.

La segunda es que el resultado se usara una y otra vez, por lo que afir-
marlo y demostrarlo como un teorema nos permite argumentar con bastante
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confianza usando grafos. Esto hace que nuestros ejemplos y pruebas sean més
transparentes de lo que serian si usaramos las propiedades de 0*.

Si bien los grafos son convenientes para visualizar automatas, también son
utiles otras representaciones. Por ejemplo, podemos representar la funcién o
como una tabla. La tabla[2.1] es equivalente al grafo de la Figura2.2] Aqui, la
etiqueta de la fila es el estado actual, mientras que la etiqueta de la columna
representa el simbolo de entrada actual. La entrada en la tabla define el
siguiente estado.

a b
90 70 9
93 9, 9>
92 9 7z

Tabla 2.1: Tabla equivalente al grafo de la Figura[2.2]

Es evidente a partir de este ejemplo que un dfa puede implementarse
facilmente como un programa de computadora; por ejemplo, como una simple
busqueda en una tabla o como una secuencia de instrucciones if.

La mejor implementacién o representacion depende de la aplicacién es-
pecifica. Los grafos de transicion son muy convenientes para los tipos de
argumentos que queremos hacer aqui, por lo que los usamos en la mayoria
de nuestras discusiones.

Ejemplo 2.3 Encuentre un aceptador finito determinista que reconozca el
conjunto de todas las cadenas en ¥ = {a, b} comenzando con el prefijo ab.
El 1inico problema aqui son los dos primeros simbolos de la cadena; una
vez leidas, no se necesitan mas decisiones. Aln asi, el automata tiene que
procesar toda la cadena antes de tomar su decision. Por lo tanto, podemos
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resolver el problema con un autémata que tiene cuatro estados: un estado
inicial, dos estados para reconocer ab que termina en un estado de trampa
final y un estado de trampa no final. Si el primer simbolo es una a y el segundo
es una b, el automata pasa al estado de trampa final, donde permanecera ya
que el resto de la entrada no importa. Por otro lado, si el primer simbolo no
es una a o el segundo no es una b, el autémata entra en el estado de trampa
no final. La solucién simple se muestra en la Figura [2.3]

a, b
A
— } i 1—\'/ \'\ 4 hf//dx\l\
o \2) N\
b a
r/-_ \\'\
(%)
£\
| ]
A
a, b

Figura 2.3: Grafo que representa al automata del Ejemplo [2.3]

0

Ejemplo 2.4 Busque un dfa que acepte todas las cadenas en 0,1, excepto
las que contengan la subcadena 001.

Al decidir si se ha producido la subcadena 001, necesitamos saber no sélo
el simbolo de entrada actual, sino también recordar si ha sido o no precedido
por uno o dos ceros. Podemos realizar un seguimiento de esto poniendo el
autémata en estados especificos y etiquetandolos en consecuencia.

Al igual que los nombres de variables en un lenguaje de programacion, los
nombres de estado son arbitrarios y se pueden elegir por razones mnemotécni-
cas. Por ejemplo, el estado en el que dos 0 eran los simbolos inmediatamente
anteriores se puede etiquetar simplemente como 00.

Si la cadena comienza con 001, debe rechazarse. Esto implica que debe
haber una ruta etiquetada como 001 desde el estado inicial a un estado no
final. Por conveniencia, este estado no final esta etiquetado como 001. Este
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estado debe ser un estado de trampa, porque los simbolos posteriores no
importan. Todos los demaés estados son estados de aceptacion.

Esto nos da la estructura béasica de la solucion, pero ain debemos agregar
provisiones para la subcadena 001 que ocurre en el medio de la entrada. Debe-
mos definir () y 6 de modo que el autémata recuerde todo lo que necesitemos
para tomar la decision correcta.

En este caso, cuando se lee un simbolo, necesitamos saber alguna parte
de la cadena a la izquierda, por ejemplo, si los dos simbolos anteriores eran
00 o no. Si etiquetamos los estados con los simbolos relevantes, es muy facil
para ver cuales deben ser las transiciones. Por ejemplo,

§(00,0) = 00

porque esta situacion surge sélo si hay tres ceros consecutivos. Sélo nos in-
teresan los dos ultimos, un hecho que recordamos al mantener el dfa en el
estado 00. En la Figura se muestra una solucién completa.

Vemos en este ejemplo lo utiles que son las etiquetas mnemotécnicas en los
estados para realizar un seguimiento de las cosas. Rastree algunas cadenas,
como 100100 y 1010100, para ver que la solucién sea correcta.

1 0 0,1
‘: || |:| || Il\ :
AL~ M AL
v _\:*/ N N

Gy ) —(m)

=)

Figura 2.4: Grafo que representa al automata del Ejemplo [2.4

2.1.2. Lenguajes regulares

Todo autémata finito acepta algin lenguaje. Si consideramos todos los
posibles automatas finitos, obtenemos un conjunto de lenguajes asociados con
ellos. Llamaremos familia a ese conjunto de lenguajes. La familia de lenguajes
que aceptan los aceptadores finitos deterministas es bastante limitada.

La estructura y propiedades de los lenguajes de esta familia se aclararan a
medida que avance nuestro estudio; por el momento simplemente asignaremos
un nombre a esta familia.
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Figura 2.5: Grafo que representa al autémata del Ejemplo [2.5]

Definicién 2.3 Un lenguaje L se llama regular si y sélo si existe algin
aceptador finito determinista M tal que

L= L(M).

Ejemplo 2.5 Muestre que el lenguaje
L = {awa;w € {a,b}"}

es regular.

Para demostrar que este o cualquier otro lenguaje es regular, todo lo que
tenemos que hacer es encontrar un dfa para ello. La construccion de un dfa
para este lenguaje es similar al Ejemplo [2.3], pero un poco méas complicada.
Lo que debe hacer este dfa es verificar si una cadena comienza y termina con
una a; lo que esta en medio es inmaterial.

La solucion se complica por el hecho de que no hay una forma explicita de
probar el final de la cadena. Esta dificultad se supera simplemente poniendo
el dfa en un estado final siempre que se encuentre la segunda a. Si este no es
el final de la cadena y se encuentra otra b, el dfa saldra del estado final. El
escaneo continua de esta manera, cada uno llevando al automata a su estado
final. La solucién completa se muestra en la Figura [2.5]
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Nuevamente, rastree algunos ejemplos para ver por qué esto funciona.
Después de una o dos pruebas, serd obvio que la dfa acepta una cadena si
y sOlo si comienza y termina con una a. Dado que hemos construido un dfa
para el lenguaje, podemos afirmar que, por definicion, el lenguaje es regular.

0

Ejemplo 2.6 Sea L el lenguaje del Ejemplo , muestre que L? es regular.
Nuevamente mostramos que el lenguaje es regular construyendo un dfa
para él. Podemos escribir una expresion explicita para Lo, a saber,

L? = {aw,aawsa : wy, ws € {a,b}*}.

Por lo tanto, necesitamos un dfa que reconozca dos cadenas consecutivas
de esencialmente la misma forma (pero no necesariamente idénticas en valor).
El diagrama de la Figura [2.5| se puede utilizar como punto de partida, pero
el vértice g3 debe modificarse. Este estado ya no puede ser final ya que, en
este punto, debemos empezar a buscar una segunda subcadena de la forma
awa.

Para reconocer la segunda subcadena, replicamos los estados de la primera
parte (con nuevos nombres), con g3 como comienzo de la segunda parte.
Dado que la cadena completa se puede dividir en sus partes constituyentes
dondequiera que ocurra aa, permitimos que la primera aparicion de dos a
consecutivas sea el disparador que lleva al autémata a su segunda parte.
Podemos hacer esto haciendo (g3, a) = ¢4. La solucién completa esta en la
Figura . Este dfa acepta L?, que por lo tanto es regular.

b b a

s\ N 3

() () ()
~ \/ b ~ } f b e
O OO AN )
— & )
% DA D) \A A

a a

Figura 2.6: Grafo que representa al autémata del Ejemplo
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g

El ultimo ejemplo sugiere la conjetura de que si un lenguaje L es regular,
también lo son L2, L3, .. .. Veremos mas adelante que esto es correcto.

2.1.3. Ejercicios

1. ;Cuadles de las cadenas 0001, 01101, 00001101 son aceptadas por el dfa
en la Figura [2.1]:

2. Traduzca la gréfica de la Figura [2.4] a notacién §.

3. Para ¥ = {a, b}, construya dfa’s que acepten los conjuntos que consis-
ten de
a) todas las cadenas con un nimero par de simbolos a.

b) todas las cadenas con un numero par de simbolos a y un nimero
impar de simbolos b.

¢) todas las cadenas con al menos un simbolo b y exactamente dos
simbolos a.

d) todas las cadenas con exactamente dos simbolos a y mas de tres
simbolos b.

4. Construya dfas para los siguientes lenguajes sobre ¥ = {a, b}.
a) L= {ab*wb®: w € {a,b}*}.
b) L ={ab™a™ :n > 3,m > 2}.
¢) L=A{w:|w| méd 3 +# 0}.
d) L={w:|w| mdd 5 = 0}.

5. Demuestre que si cambiamos la Figura 2.5 haciendo ¢3 un estado no
final y haciendo qq, ¢1, g2 estados finales, el dfa resultante acepta L.

6. Generalice la observacion en el ejercicio previo. Especificamente, de-
muestre que si M = (Q,3,0,q0, F) y M = (Q,%,9, g0, @ — F) son dos
dfas, entonces L(M) = L(M).

7. Use las ecuaciones ([2.3)) y (2.4) para demostrar que
0*(q,wv) = 6" (6" (q,w), v)

para toda w,v € ¥*.
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2.2. Aceptadores finitos no deterministas

Si examina los autématas que hemos visto hasta ahora, notard una ca-
racteristica comun: se define una transiciéon unica para cada estado y cada
simbolo de entrada. En la definiciéon formal, esto se expresa diciendo que ¢
es una funcion total. Esta es la razon por la que llamamos deterministas a
estos automatas.

Ahora complicamos las cosas dando algunas opciones de autématas en
algunas situaciones en las que es posible mas de una transicion. A estos
autématas los llamaremos no deterministas.

El no determinismo es, a primera vista, una idea inusual. Las compu-
tadoras son maquinas deterministas y el elemento de eleccion parece fuera
de lugar. No obstante, el no determinismo es un concepto 1til, como veremos.

2.2.1. Definicién de un aceptador no determinista

El no determinismo significa una eleccion de movimientos para un autéma-
ta. En lugar de prescribir un movimiento tinico en cada situacién, permitimos
un conjunto de movimientos posibles. Formalmente, logramos esto definien-
do la funcién de transicion para que su rango sea un conjunto de estados
posibles.

Definicién 2.4 Un aceptador finito no determinista o nfa se define por
el quintuple
M = (Q> E,(S, q07F)7

donde @, X2, qo, F' se definen como para los aceptadores finitos deterministas,

pero
§:Q x (SU{N}) — 29

Tenga en cuenta que existen tres diferencias principales entre esta defini-
cién y la definicién de un dfa. En un aceptador no determinista, el rango de
§ es el conjunto potencia 2%, por lo que su valor no es un solo elemento de
@, sino un subconjunto de él.

Este subconjunto define el conjunto de todos los estados posibles que
puede alcanzar la transicion. Si, por ejemplo, el estado actual es ¢, se lee el
simbolo a, y

5(611760 = {QO7QZ}7
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entonces qp 0 g podrian ser el siguiente estado del nfa. Ademas, permitimos
A como segundo argumento de ¢. Esto significa que el nfa puede hacer una
transicion sin consumir un simbolo de entrada.

Aunque todavia asumimos que el mecanismo de entrada solo puede viajar
hacia la derecha, es posible que esté estacionario en algunos movimientos.
Finalmente, en un nfa, el conjunto §(g;, a) puede estar vacio, lo que significa
que no hay una transicién definida para esta situacion especifica.

Al igual que los dfa, los aceptadores no deterministas se pueden repre-
sentar mediante grafos de transicion. Los vértices estan determinados por @),
mientras que una arista (g;,¢;) con la etiqueta a estd en el grafo si y sélo
si g; € 6(q;,a). Tenga en cuenta que dado que a puede ser la cadena vacia,
puede haber algunas aristas etiquetadas con A.

Una cadena es aceptada por un nfa si hay alguna secuencia de posibles
movimientos que pondran la maquina en un estado final cuando se haya leido
toda la cadena. Una cadena se rechaza (es decir, no se acepta) sélo si no hay
una secuencia posible de movimientos mediante la cual se pueda alcanzar un
estado final.

Por lo tanto, se puede considerar que el no determinismo implica una
percepcion “intuitiva” mediante la cual se puede elegir el mejor movimiento
en cada estado (asumiendo que el nfa quiere aceptar cada cadena).

Ejemplo 2.7 Considere el grafo de transicién de la Figura Describe un
aceptador no determinista ya que hay dos transiciones etiquetadas como «a
que salen de qq. O

n ~ .
(n) (s) ()

OWi» o

Figura 2.7: Grafo que representa al autémata del Ejemplo [2.7]

a
a

Lenguajes Formales y Autéomatas FCC-2022



CAPITULO 2. AUTOMATAS FINITOS 37

Ejemplo 2.8 En la Figura [2.8 se muestra un autéomata no determinista.
No es determinista no sélo porque varias aristas con la misma etiqueta se
originan en un vértice, sino también porque tiene una transicion A. Algu-
nas transiciones, como 0(gq,0), no estéan especificadas en el grafo. Esto debe
interpretarse como una transicién al conjunto vacio, es decir, (gq,0) = .
El automata acepta las cadenas A, 1010 y 101010, pero no 110 ni 10100.
Tenga en cuenta que para 10 hay dos caminos alternativos, uno que conduce
a qo y el otro a ¢go. Aunque ¢ no es un estado final, la cadena se acepta
porque hay un camino que conduce a un estado final. O

H/r Tﬁ 9_1 0,1 ;2
CEE0LS0

Figura 2.8: Grafo que representa al autémata del Ejemplo [2.8

Nuevamente, la funcién de transicién se puede extender para que su se-
gundo argumento sea una cadena. Requerimos de la funcién de transicién
extendida 0* que si

0" (g, w) = Qj;,
entonces (); es el conjunto de todos los estados posibles en los que puede
estar el autéomata, habiendo comenzado en el estado ¢; y habiendo leido w.
Una definicién recursiva de §*, andloga a (2.3) y (2.4)), es posible, pero no

particularmente esclarecedora. Se puede hacer una definicién mas facil de
apreciar a través de grafos de transicion.

Definicién 2.5 Para un nfa, la funcién de transicién extendida se define de
modo que 6*(¢g;, w) contenga g; si y sélo si hay una camino en el grafo de
transiciéon de ¢; a ¢; etiquetado w. Esto es vélido para todo ¢;,q; € Q ¥y
w e X"

Ejemplo 2.9 La Figura|2.9|representa un nfa. Tiene varias transiciones A\ y
algunas transiciones indefinidas como (¢, a) y d(gz, a). Suponga que quere-
mos encontrar 6*(q, a) y 6*(ge, \). Hay un camino etiquetado a que involucra
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Figura 2.9: Grafo que representa al autémata del Ejemplo [2.9]

dos transiciones A de ¢; a si mismo. Al usar algunos de las aristas A dos veces,
vemos que también hay caminos que involucran transiciones A\ a qo v ¢2. Asi,

5*((]17 CL) = {CIO7 q1, q2}

Dado que hay un arista A entre ¢o v qo, tenemos inmediatamente que
0*(g2, \) contiene a gg. Ademas, dado que se puede llegar a cualquier estado
desde si mismo sin hacer ningin movimiento y, en consecuencia, sin utilizar
ningun simbolo de entrada, §*(g2, \) también contiene g,. Por lo tanto,

5*(6127)\) = {QO7QQ}'

Usando tantas transiciones A como sea necesario, también puede verificar
que

0" (q27 (ICL) = {QO7 q1, QQ}
O

Como vemos la Definicién dice lo que ¢* debe hacer, pero no dice
cémo realizarlo. Es decir, tenemos que desarrollar una definiciéon formal para
0*, para esto debemos notar que cuando un nfa tiene transiciones A debemos
tomar en cuenta que la cadena w = ajas - - - a, la tenemos que procesar como
W = A@1AQ A - - - Aay .

De la misma manera no podemos conformarnos con declaraciones como
las del Ejemplo donde se menciona “Usando tantas transiciones A como
sea necesario ...”. Por ello tenemos que definir una forma precisa para saber
como calcular las transiciones A que un nfa puede hacer, es decir, qué estados
son alcanzables mediante transiciones A a partir de un conjunto de estados,
esto es porque ¢ en nfas tiene como rango un conjunto de estados. Para lograr
esto definimos la cerradura reflexiva y transitiva de transiciones A\, denotada
por \* y llamada cerradura .
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Definicién 2.6 La cerradura A de un conjunto de estados \* : 2@ — 29 se
define de la siguiente manera.

(D) =0, (2.6)
N({q}) = {ay U A" (0(gq, M), :
NMq, - 0}) =N {a) UN gz, -5 ga})n > 2. (2.8)

La Ecuacién [2.6| nos dice que un conjunto vacié de estados no puede
alcanzar estado alguno, es decir, como resultado es ().

La ecuacién [2.7|nos dice que un conjunto de estados con un solo elemento
q puede llegar mediante transiciones A a él mismo o a la cerradura A\ del
conjunto de estados que son alcanzables desde ¢ por una transicion .

La ecuacién [2.8|expresa que un conjunto de estados de cardinalidad mayor
que uno puede alcanzar los estados dados por la cerradura A de cada uno de
sus estados. Notese que se calculan todos los estados alcanzables sin importar
los estados por los que haya que pasar mediante transiciones A, esto es gracias
a la definicién recursiva de \*.

Observe que si un nfa no contiene transiciones A por (2.7) A\*({¢}) = {q},
para todo g € Q.

Ejemplo 2.10 Calcule \* para los estados qo, ¢1 v g2 de la Figura[2.9
Solucion:

Para gy tenemos:

N ({g0}) B g0} U N (5(g0, V)
—{q0} UN (D)
B gy up
I{QO}-
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Para ¢; tenemos:

N {a ) By U N (5(qr, V)
={q1} UN"({g2})

D} U{a} UN (6(g2 1)) (2.10)
—{g} U{g} ur({g})

S0} U {g} U {ao}
:{CIO7 q1, QQ}'

Para ¢o tenemos:

N ({g2)) B} U X" (5(g2, V)

:{C]2} U )\*({QO})
(2.11)
@{CD} U {QO}
:{QO7QQ}-
]

Una vez definida A* podemos dar la definicién de §*.

Definicién 2.7 Sea §* : Q x ¥* — 29 definida de la siguiente manera.

6"(¢, \) =A"({a}), (2.12)
8*(q, wa) =X*(8"(0*(¢q, w), a)), (2.13)

donde & : 29 x ¥ — 29 es la extensién de § para conjuntos de estados
definida de la siguiente manera.

§'(R,a) =] d(q,a). (2.14)

qER
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Ejemplo 2.11 Calcule §*(¢, aa) para el nfa de la Figura 2.9

Solucion:

0 (g2, aa) ==X (8" (6% (g2, ), @)
=N (A (' (0% (q2, A), @), a))
BB (5 (' (0 ({g2)), @), @)
@)\*(5'()\*(5’({(10,qz},a)),a))
EE0 (8" (X (6(g0, @) U 6(ga, @), a))
=N N ({1} U d(ge, a)), a))
=X (N {@} U0),a)
=\ (0N ({@}),a))
=N (0" ({q0, @1, 42} @)
=\ (6(qgo, @) U 8(q1,a) Ud(ge,a))
=N ({1} Ud(q1,a) Ub(ge,a))
=N ({@}UdUd(ge, a))
=N{qn}udun)
=\"({m})
= {QO7Q17612}-

Ejemplo 2.12 Calcule §*(qo, aa) para el nfa de la Figura 2.9
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Solucion:

B2y«

A* 5/({6_20,611,(12},@))

A" (6(qo, a) U (g, a) U d(qz, a))
=A"({a1} Ud(qi,a) Ud(ge,a))
=X ({a} U0U(g2,a))

AM{atuduo)

N ({a})

= {QO7QIaQ2}-

A
(
(
(
(
X"((S’ %
B0 (
=N
(
(
A(
A(

g

Definicién 2.8 El lenguaje L aceptado por un nfa M = (Q, %, 4, qo, F') se
define formalmente de la siguiente manera

L(M)={w e X*:6(qo,w) N F # 0}.

En palabras, el lenguaje consta de todas las cadenas w para las que hay un
camino etiquetado w desde el vértice inicial del grafo asociado con el nfa
hasta algin vértice final.

Ejemplo 2.13 ;Cual es el lenguaje aceptado por el autémata en la Figura
Es facil ver en el grafo que la tnica forma en que el nfa puede detenerse
en un estado final es si la entrada es una repeticiéon de la cadena 10 o la
cadena vacia. Por tanto, el autémata acepta el lenguaje L = {(10)" : n > 0}.

., Qué sucede cuando a este autémata se le presenta la cadena w = 1107
Después de leer el prefijo 11, el autémata se encuentra en el estado ¢, con la
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transicion 6(gq, 0) indefinida. Llamamos a esta situacién una configuracién
muerta, y podemos visualizarla como el autémata simplemente deteniéndose
sin mas accién. Pero siempre debemos tener en cuenta que tales visualizacio-
nes son imprecisas y conllevan algin peligro de mala interpretacién. Lo que
podemos decir precisamente es que

5* (g0, 110) = 0.

Por lo tanto, no se puede alcanzar un estado final procesando w = 110, y por
lo tanto la cadena no se acepta. ]

2.2.2. ;Por qué el no determinismo?

El no determinismo a veces es util para resolver problemas facilmente.
Mire el nfa en la Figura Esté claro que hay que tomar una decision. La
primera alternativa conduce a la aceptacién de la cadena a®, mientras que la
segunda acepta todas las cadenas con un nimero par de as.

El lenguaje aceptado por el nfa es {a*} U {a** : n > 1}. Si bien es
posible encontrar un dfa para este lenguaje, el no determinismo es bastante
natural. El lenguaje es la unién de dos conjuntos bastante diferentes, y el no
determinismo nos permite decidir desde el principio qué caso queremos.

La solucion determinista no esta tan obviamente relacionada con la defini-
cién, por lo que es un poco mas dificil de encontrar. A medida que avancemos,
veremos otros ejemplos més convincentes de la utilidad del no determinismo.

En la misma linea, el no determinismo es un mecanismo eficaz para des-
cribir algunos lenguajes complicados de forma concisa. Note que la definicion
de una gramatica involucra un elemento no determinista. En

S — aSb|\

en cualquier momento podemos elegir entre la primera o la segunda produc-
cién. Esto nos permite especificar muchas cadenas diferentes usando sélo dos
reglas.

Finalmente, existe una razén técnica para introducir el no determinismo.
Como veremos, ciertos resultados tedricos se establecen mas facilmente para
nfas que para dfas.

Nuestro siguiente resultado importante indica que no existe una diferencia
esencial entre estos dos tipos de autématas. En consecuencia, permitir el no
determinismo a menudo simplifica los argumentos formales sin afectar la
generalidad de la conclusion.
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2.2.3. Ejercicios

1.

10.

Para el nfa de la Figura [2.§) calcule 6*(go, 1011) y 6*(g1,01).

. Para el nfa de la Figura[2.8| calcule §*(qo, 1010) y 6*(g1, 00).
. Para el nfa de la Figura [2.9| calcule 6*(qo, a) y 6*(q1, \).

. Disefie un nfa con no mas de cinco estados para el conjunto {abab™ :

n >0} U{aba™ : n > 0}.
Construya un nfa con tres estados que acepte el lenguaje {ab, abc}*.
Construya un nfa con tres estados que acepte el lenguaje

L={a";n>1}yU{b™a":m >0k > 0}.

Construya un nfa con cuatro estados para

L={a":n>0}U{ba:n>1}.

. Cuadles de las cadenas 00, 01001, 10010, 000, 0000 son aceptadas por
el siguiente nfa?

Sea L el lenguaje aceptado por el nfa en la Figura Construya un
nfa que acepte L U {a°}.

Construya un nfa que acepte {a}* y sea tal que si en su grafo de
transicién se elimina una sola arista (sin ningtin otro cambio), el autéma-
ta resultante acepta {a}.
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2.3. Equivalencia entre dfas y nfas

Llegamos ahora a una cuestion fundamental. ; En qué sentido son diferen-
tes los dfas y nfas? Evidentemente, existe una diferencia en su definicion, pero
esto no implica que exista una distincion esencial entre ellos. Para explorar
esta pregunta, presentamos el concepto de equivalencia entre automatas.

Definicién 2.9 Se dice que dos aceptadores finitos, M; y My, son equiva-
lentes si

L(My) = L(Ms),

es decir, si ambos aceptan el mismo lenguaje

Como se menciond, generalmente hay muchos aceptadores para un lengua-
je dado, por lo que cualquier dfa o nfa tiene muchos aceptadores equivalentes.

Ejemplo 2.14 El dfa que se muestra en la Figura|[2.10|es equivalente al nfa
en la Figura va que ambos aceptan el lenguaje {(10)" : n > 0}. U

Figura 2.10: Autémata equivalente al automata de la Figura |2.8

Cuando comparamos diferentes clases de automatas, invariablemente sur-
ge la pregunta de si una clase es mas poderosa que la otra. Por “mas podero-
so” queremos decir que un autémata de un tipo puede lograr algo que ningin
automata del otro tipo puede hacer.

Examinemos esta pregunta para los aceptadores finitos. Dado que un dfa
es en esencia un tipo restringido de nfa, esta claro que cualquier lenguaje que
sea aceptado por un dfa también lo es por algunos nfa. Pero lo contrario no
es tan obvio.
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Hemos anadido el no determinismo, por lo que es al menos concebible
que haya un lenguaje aceptado por algin nfa para el que, en principio, no
podemos encontrar un dfa. Pero resulta que no es asi. Las clases de dfa y nfa
son igualmente poderosas: para cada lenguaje aceptado por algin nfa, hay
un dfa que acepta el mismo lenguaje.

Este resultado no es obvio y ciertamente debe demostrarse. El argumento,
como la mayoria de los argumentos de este libro, sera constructivo. Esto
significa que en realidad podemos ofrecer una forma de convertir cualquier
nfa en un dfa equivalente.

La construccién no es dificil de entender; una vez que la idea es clara, se
convierte en el punto de partida para un argumento riguroso. El fundamento
de la construccién es el siguiente. Después de que un nfa ha leido una cadena
w, es posible que no sepamos exactamente en qué estado estara, pero podemos
decir que debe estar en un estado de un conjunto de estados posibles, digamos
{4i, 45, -, gk}

Un dfa equivalente después de leer la misma cadena debe estar en algin
estado definido. ;Cémo podemos hacer que estas dos situaciones se corres-
pondan? La respuesta es un buen truco: etiquete los estados del dfa con un
conjunto de estados de tal manera que, después de leer w, el dfa equivalente
estard en un solo estado etiquetado {qi, q7, ..., gk}.

Dado que para un conjunto de |Q| estados hay exactamente 2/9! subcon-
juntos, el correspondiente dfa tendra un ntmero finito de estados.

La mayor parte del trabajo en esta construccion sugerida radica en el
analisis del nfa para obtener la correspondencia entre los posibles estados y
las entradas. Antes de llegar a la descripcién formal de esto, ilustremos con
un ejemplo sencillo.

Ejemplo 2.15 Convierta el nfa de la Figura [2.11| en un dfa equivalente.

El nfa comienza en el estado qg, por lo que el estado inicial del dfa se eti-
quetard como {qo}. Después de leer una a, el nfa puede estar en el estado ¢; o,
al hacer una transicién A, en el estado ¢o. Por lo tanto, el dfa correspondiente
debe tener un estado etiquetado {qi, g2} y una transicién

0({q},a) = {q1, g2}

Ahora hemos introducido en el dfa el estado {qi, g2}, por lo que necesita-
mos encontrar las transiciones fuera de este estado. Recuerde que este estado
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f\ C )

Figura 2.11: Autémata para el Ejemplo

del dfa corresponde a dos posibles estados del nfa, por lo que debemos volver
a referirnos al nfa.

Si el nfa estd en el estado ¢ y lee una a, puede ir a ¢;. Ademas, desde
q1 el nfa puede hacer una transicién A a ¢o. Si, para la misma entrada, el
nfa estd en el estado g9, entonces no hay una transicién especificada. Por lo

tanto,
d({a1, 42}, a) = {q1, g2}
Similarmente,

0({q1,42},0) = {qo}-

En este punto, cada estado tiene todas las transiciones definidas. El re-
sultado, que se muestra en la Figura [2.12] es un dfa, equivalente al nfa con
el que comenzamos. El nfa de la Figura [2.11] acepta cualquier cadena para
la que 6*(qo, w) contenga q;. Para que el dfa correspondiente acepte cada w,

cualquier estado cuya etiqueta incluya ¢; debe convertirse en un estado final.
O

Teorema 2.2 Sea L el lenguaje aceptado por un aceptador finito no de-
terminista My = (Qn, %, N, qo, Fiv). Entonces existe un aceptador finito
determinista Mp = (Qp,>,0p,{q}, Fp) tal que

L= L(Mp).

Demostracion: Dado My, usamos el procedimiento nfa-to-dfa, mostra-
do a continuacion, para construir el grafo de transicién Gp para Mp. Para
comprender la construccién, recuerde que G debe tener ciertas propiedades.
Cada vértice debe tener exactamente |X| aristas salientes, cada una etique-
tada con un elemento diferente de Y. Durante la construccién, es posible que
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a, b

Figura 2.12: dfa equivalente al nfa de la Figura [2.11]

falten algunas de las aristas, pero el procedimiento continia hasta que estén
todas alli.
procedimiento nfa-a-dfa

1. Cree un grafo Gp con vértice {qo}. Identifique este vértice como el
vértice inicial.
2. Repita los siguientes pasos hasta que no falten mas aristas.

a) Tome cualquier vértice {g;, ¢, ..., q} de Gp que no tenga aristas
salientes para a € X. Calcule 0} (gi, a), 05 (g, a), ..., 05 (g, a). Si

67V<q17 a/) U 5}kv(q.]7a/> U U U 67V(Qk7a’) = {ql?qm7 A JQTL}u

cree un vértice para Gp etiquetado {q;, ¢m, - - -, ¢n} s atin no exis-
te.

b) Agregue a Gp una arista de {q;,q;,...,q} a {@,qm,--- @} ¥
etiquételo con a.

3. Cada estado de G'p cuya etiqueta contiene cualquier gy € Fy se iden-
tifica como un vértice final.

4. Si My acepta A, el vértice {go} en Gp también se convierte en un
vértice final.
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Esta claro que este procedimiento siempre termina. Cada paso a través
del ciclo en el paso 2 agrega una arista a Gp. Pero Gp tiene como méaximo
219~1|%| aristas, de modo que el bucle finalmente se detiene. Para mostrar
que la construcciéon también da la respuesta correcta, argumentamos por
induccién sobre la longitud de la cadena de entrada.

Suponga que para cada v de longitud menor o igual a n, la presencia en
G'n de un camino etiquetado v de ¢ a ¢; implica que en GGp hay un camino
etiquetado v de {qo} a un estado Q; = {...,q,...}.

Considere ahora cualquier w = va y observe un camino en Gy etiquetado
como w de qg a q;. Entonces debe haber un camino etiquetado v de qg a ¢; y
una arista (o una secuencia de aristas) etiquetada a de ¢; a ;.

Segtun el supuesto inductivo, en Gp habra un camino etiquetado v desde
{q0} a Q;. Pero por construccién, habra una arista de Q); a algin estado cuya
etiqueta contenga ¢;. Por lo tanto, la suposiciéon inductiva se cumple para
todas las cadenas de longitud n + 1. Como es obviamente cierto para n = 1,
lo es para todos n.

El resultado entonces es que siempre que 0 (qo, w) contiene un estado final
qr, también lo hace la etiqueta de 0},(go, w). Para completar la demostracion,
invertimos el argumento para mostrar que si la etiqueta de 07, (qo, w) contiene
qf, entonces 0% (g, w) también la debe contener. |

Los argumentos en esta prueba, aunque correctos, son ciertamente algo
concisos, y muestran solo los pasos principales. Seguiremos esta practica en el
resto del documento, enfatizando las ideas bésicas en una prueba y omitiendo
detalles menores, que tal vez desee completar usted mismo.

La construccién de la prueba anterior es tediosa pero importante. Haga-
mos otro ejemplo para asegurarnos de que entendemos todos los pasos.

Ejemplo 2.16 Convierta el nfa de la Figura [2.13| en una maquina determi-
nista equivalente.

— % 0.1 0.1 7>

Figura 2.13: nfa para el Ejemplo [2.16]|
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Como dn(qo,0) = {qo, ¢1 }, introducimos el estado {qo, ¢1} en Gp y agrega-
mos una arista etiquetada como 0 entre {qo} v {qo, ¢1 }- De la misma manera,
considerando dn(qo, 1) = {¢1} nos da el nuevo estado {g;} y una arista eti-
quetada 1 entre él y {qo}.

Ahora hay varias aristas faltantes, por lo que continuamos usando la
construccién del Teorema [2.2] Al observar el estado {qo,¢:}, vemos que no
hay una arista saliente etiquetada como 0, por lo que calculamos

dn(q0,0) Udn(q1,0) = {q0, 1, @2}

Esto nos da el nuevo estado {qo,q1,¢2} y la transicion dp({qo,q:},0) =
{q0, q1,q2}. Entonces, usandoa = 1,1 =0,j =1,k = 2,

on (g0, 1) U oy (q1,1) Udx (a2, 1) = {aq1, ao}
es necesario introducir otro estado més {qi, ¢2}. En este punto, tenemos el

autémata parcialmente construido que se muestra en la Figura 2.14] Dado
que todavia faltan algunas aristas, continuamos hasta obtener la solucién

completa en la Figura [2.15]

0 1

0
{9091 7} 1

Figura 2.14: dfa parcial equivalente al nfa de la Figura [2.13

4

Una conclusiéon importante que podemos sacar del Teorema es que
todos los lenguajes aceptados por un nfa son regulares.
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Figura 2.15: dfa completo equivalente al nfa de la Figura [2.13

2.3.1. Ejercicios

1. Convierta los siguientes nfas a sus equivalentes dfas, donde en cada
caso qq es el estado inicial y ¢y el estado final.

a)
5(QO7G) :{QO,CH}
5((]1>b) :{6117Q2}
(g2, a) ={qa}

b)
5(%,@) :{CIO7Q1}
6(q0, A) ={q2}
(a1, b) ={a1, g2}
(g2, a) ={q2}
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6(q0,a) ={qo, 1 }
6(q1,0) ={q1, @2}
6(q1, N) ={q1, @2}
0(q2, @) ={q2}

2. (Es cierto que para cada nfa M = (Q, %, 4, qo, F'), el complemento de
L(M) es igual al conjunto {w € ¥* : 6*(qo, w) N (Q — F) # 0}7 Si es
asi, pruébelo; en caso contrario, dé un contraejemplo.

3. Demuestre que todos los lenguajes finitos son regulares.

4. Demuestre que si L es regular, también lo es L.

Lenguajes Formales y Autématas
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Capitulo 3

Lenguajes y gramaticas
regulares

Segtin nuestra definicién, un lenguaje es regular si existe un aceptador
finito que lo reconoce. Por lo tanto, cada lenguaje regular puede ser descrito
por algin dfa o algin nfa. Esta descripcién puede resultar muy 1util, por
ejemplo, si queremos mostrar la logica mediante la cual decidimos si una
cadena determinada estd en un lenguaje determinado.

Pero en muchos casos, necesitamos formas mas concisas de describir los
lenguajes regulares. En este capitulo, analizamos otras formas de representar
lenguajes regulares. Estas representaciones tienen importantes aplicaciones
practicas, tema que se aborda en algunos de los ejemplos y ejercicios.

3.1. Expresiones regulares

Una forma de describir los lenguajes regulares es mediante la notacion de
expresiones regulares. Esta notacion implica una combinacion de cadenas de
simbolos de algtin alfabeto Y, paréntesis y los operadores +, - y *.

El caso més simple es el lenguaje {a}, que serd denotado por la expresién
regular a. Un poco mds complicado es el lenguaje {a,b,c}, para el cual,
usando + para denotar union, tenemos la expresion regular a + b+ c. Usamos
- para la concatenacién y x para la cerradura estrella. La expresién (a +
(bc))* representa la cerradura estrella de {a} U {bc}, es decir, el lenguaje
{\, a, be, aa, abe, bea, bebe, aaa, aabe, . ..}



3.1. EXPRESIONES REGULARES

3.1.1. Definiciéon formal de expresiones regulares

Construimos expresiones regulares a partir de constituyentes primitivos
aplicando repetidamente ciertas reglas recursivas. Esto es similar a la forma
en que construimos expresiones aritméticas familiares.

Definicién 3.1 Sea X un alfabeto. Entonces

1. 0, X\ y a son expresiones regulares. Se les llama expresiones regulares
primitivas.

2. Siry y ro son expresiones regulares, también lo son ry + ro, 71 - 79,77 ¥

(r1)-

3. Una cadena es una expresion regular si y sélo si puede derivarse de las
expresiones regulares primitivas mediante un nimero finito de aplica-
ciones de las reglas en 2.

Ejemplo 3.1 Para ¥ = {a, b, c}, la cadena
(atb-0 - (c+0)

es una expresion regular, ya que se construye mediante la aplicacién de las
reglas anteriores.

Por ejemplo, si tomamos r; = ¢ y 75 = (), encontramos que ¢ + 0 y
(¢ + @) también son expresiones regulares. Repitiendo esto, eventualmente
generamos la cadena completa.

Por otro lado, (a + b+) no es una expresioén regular, ya que no hay forma
de que se pueda construir a partir de las expresiones regulares primitivas.

O

3.1.2. Lenguajes asociados con expresiones regulares

Se pueden usar expresiones regulares para describir algunos lenguajes sim-
ples. Si 7 es una expresion regular, entonces L(r) denota el lenguaje asociado
con 7.
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Definicién 3.2 El lenguaje L(r) denotado por cualquier expresién regular r
esta definido por las siguientes reglas, donde r; y r5 son expresiones regulares.

1. 0 es una expresion regular que denota el conjunto vacio,
2. X es una expresion regular que denota {A},

3. Para cada a € 3, a es una expresion regular que denota {a}.

4. L(ry + 1) = L(r) U L(ry),

(
5. L(ry-re) = L(ry)L(rs),
6. L((r1)) = L(r1),
7. L(ry) = (L(r))"

Las ultimas cuatro reglas de esta definicion se utilizan para reducir re-
cursivamente L(r) a componentes mas simples; las tres primeras son las con-
diciones de terminacion de esta recursividad. Para ver qué lenguaje denota
una expresion dada, aplicamos estas reglas repetidamente.

Ejemplo 3.2 Exhiba el lenguaje L(a* - (a + b)) en notacién de conjuntos.

L(a” - (a+b)) =L(a")L(a+ )

=(L(a))*(L(a) U L(b))
={\,a,aa,aaaq,...}{a,b}

={a,aa,aaa, ..., b, ab,aab,aaab,...}.
O

Hay un problema con las reglas 4 a 7 en la Definicién [3.2] Definen un
lenguaje precisamente si se dan r; y ro, pero puede haber alguna ambigiiedad
al dividir una expresion complicada en partes. Considere, por ejemplo, la
expresion regular a- b+ c. Podemos considerar que esta formado por r; = a-b
y 1o = ¢. En este caso, encontramos L(a - b+ ¢) = {ab, c}.

Pero no hay nada en la Definicién que nos impida tomar 1, = a 'y
r9 = b+ c¢. Ahora obtenemos un resultado diferente, L(a - b+ ¢) = {ab, ac}.
Para superar esto, podriamos requerir que todas las expresiones estén entre
paréntesis, pero esto da resultados engorrosos.
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En su lugar, usamos una convencién familiar de las matematicas y los len-
guajes de programacién. Establecemos un conjunto de reglas de precedencia
para la evaluacion en las que la cerradura estrella precede a la concatenacion
y la concatenaciéon precede a la union.

Ademas, el simbolo para la concatenacién puede omitirse, por lo que
podemos escribir r1ry en lugar de 71 - 5. Con un poco de practica, podemos
ver rapidamente qué lenguaje denota una expresioén regular en particular.

Ejemplo 3.3 Para X = {a, b}, la expresién
r = (a+b)"(a+ bb)
es regular. Denota el lenguaje
L(r) = {a, bb, aa, abb, ba, bbb, . . .}.

Podemos ver esto considerando las diversas partes de r. La primera parte,
(a + b)*, representa cualquier cadena de as y bs. La segunda parte, (a + bb)
representa una a o una doble b. En consecuencia, L(r) es el conjunto de todas
las cadenas en {a,b}, terminadas por una a o una bb.

O
Ejemplo 3.4 La expresién
r = (aa)*(bb)*b

denota el conjunto de todas las cadenas con un numero par de as seguida
por un numero impar de bs; esto es,

L(r) = {a®*™ " :n > 0,m > 0}.
U

Pasar de una descripcion informal o notacién de conjuntos a una expresion
regular tiende a ser un poco mas dificil.

Ejemplo 3.5 Para 3 = {0, 1}, dé una expresién regular r tal que
L(r) = {w € ¥* : w tiene al menos un par de ceros consecutivos}.

Se puede llegar a una respuesta razonando algo como esto: cada cadena en
L(r) debe contener 00 en algiin lugar, pero lo que viene antes y lo que sigue es
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completamente arbitrario. Una cadena arbitraria en {0, 1} se puede denotar
por (0 + 1)*. Juntando estas observaciones, llegamos a la solucién

r=(0+1)*00(0 + 1)*.

Ejemplo 3.6 Encuentre una expresion regular para el lenguaje
L ={w €{0,1}" : w no tiene un par de ceros consecutivos}.

Aunque parece similar al ejemplo la respuesta es mas dificil de construir.
Una observacién 1til es que siempre que aparece un 0, debe ir seguido inme-
diatamente por un 1. Dicha subcadena puede ir precedida y seguida de un
nimero arbitrario de unos.

Esto sugiere que la respuesta implica la repeticién de cadenas de la for-
ma 1---101---1, es decir, el lenguaje denotado por la expresién regular
(1*011*)*. Sin embargo, la respuesta sigue siendo incompleta, ya que no se
tienen en cuenta las cadenas que terminan en 0 o que constan de 1s. Después
de atender estos casos especiales llegamos a la respuesta

r=(17011")*(0 + X) + 17(0 + A).

Si razonamos de manera ligeramente diferente, podriamos encontrar otra
respuesta. Si vemos L como la repeticion de las cadenas 1 y 01, la expresion
mas corta

r=(1+01)*(0+\)

podria ser propuesta. Aunque las dos expresiones se ven diferentes, ambas
respuestas son correctas, ya que denotan el mismo lenguaje. Generalmente,
hay un numero ilimitado de expresiones regulares para cualquier lenguaje.
Tenga en cuenta que este lenguaje es el complemento del lenguaje del
Ejemplo Sin embargo, las expresiones regulares no son muy similares y
no sugieren claramente la estrecha relacion entre los dos lenguajes.
O

El ultimo ejemplo introduce la nocién de equivalencia de expresiones re-
gulares. Decimos que dos expresiones regulares son equivalentes si denotan
el mismo lenguaje.
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3.1.3. Ejercicios

1. Encuentre una expresion regular para el conjunto

{a"b™ : n > 3, m es impar}.

2. Encuentre una expresion regular para el conjunto

{a™b™ : (n+m) es impar}.

3. Dé expresiones regulares para los siguientes lenguajes.
a) Ly ={a"b™ :n>3,m <4}

)

b) Ly ={a™0™ :n < 4,m < 4}.
)
)

c¢) El complemento de L.

d

El complemento de L.

4. Encuentre una expresion regular para

L={ab"w:n>4,we€ {a,b}"}.

5. Encuentre una expresién regular para

L = {vwv :v,w € {a,b}", |v| = 2}.

3.2. Conexion entre expresiones regulares y
lenguajes regulares

Como sugiere la terminologia, la conexion entre los lenguajes regulares y

las expresiones regulares es estrecha. Los dos conceptos son esencialmente los

mismos; para cada lenguaje regular hay una expresién regular, y para cada
expresion regular hay un lenguaje regular. Mostraremos esto en dos partes.
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3.2.1. Las expresiones regulares denotan lenguajes re-
gulares

Primero mostramos que si r es una expresion regular, entonces L(r) es
un lenguaje regular. Nuestra definicién dice que un lenguaje es regular si es
aceptado por algin dfa. Debido a la equivalencia de nfas y dfas, un lenguaje
también es regular si es aceptado por algin nfa.

Ahora demostramos que si tenemos una expresion regular r, podemos
construir un nfa que acepte L(7). La construccién de esto se basa en la
definicién recursiva de L(r). Primero construimos autématas simples para
las partes 1, 2 y 3 de la Definicién luego mostramos como se pueden
combinar para implementar las partes mas complicadas 4, 5 y 7.

Teorema 3.1 Sea r una expresion regular. Entonces existe algtiin aceptador
finito no determinista que acepta L(r). En consecuencia, L(r) es un lenguaje
regular.

Demostraciéon: Comenzamos con autématas que aceptan los lenguajes
de las expresiones regulares simples ), A\ y a € Y. Estos se muestran en la

Figura (a), (b) y (c), respectivamente.

*@ Q -0+ -©-@
(b)

()

Figura 3.1: (a) nfa que acepta ), (b) nfa que acepta {\}, (c) nfa que acepta

{a}.

Suponga ahora que tenemos autématas M (r) y M(rs) que aceptan len-
guajes denotados por expresiones regulares ry y ry, respectivamente. No ne-
cesitamos construir explicitamente estos autéomatas, pero podemos represen-
tarlos esquematicamente, como en la Figura (3.2}

En este esquema, el vértice del grafo a la izquierda representa el estado
inicial, el de la derecha el estado final. Afirmamos que para cada nfa hay uno
equivalente con un solo estado final, por lo que no perdemos nada al suponer
que solo hay un estado final.

Con M(r1) y M(rqe) representados de esta manera, luego construimos
autématas para las expresiones regulares 11 +1rg, 7179 y 77. Las construcciones
se muestran en las Figuras af3.5
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M)

O~0O

Figura 3.2: Representacion esquematica de un nfa que acepta L(r).

A Nt \
. @)

Figura 3.3: Autéomata para L(ry + rg).

Como se indica en los dibujos, los estados inicial y final de las maquinas
constituyentes pierden su estatus y son reemplazados por nuevos estados ini-
cial y final. Al encadenar varios de estos pasos, podemos construir automatas
para expresiones regulares complejas arbitrarias.

Debe quedar claro de la interpretacién de los grafos en las Figuras a
3.5| que esta construccién funciona.

Pero, para argumentar mas rigurosamente, procedemos por induccion so-
bre los lenguajes que denotan los diferentes tipos de expresiones regulares
r.

Casos base:

r = (): formalmente podemos escribir el autémata de la Figura [3.1)(a) como

M@ = ({q07 q1}7 27 57 qo, {(h}) con 5(@10, Cl) = @ Yy 5<q1a CI,) = ®a para todo
a € X. Por lo tanto, L(My) = 0.

r = A: formalmente podemos escribir el autémata de la Figura [3.1(b) como
My = ({a0, @1}, 5, 0,90, {@1}) con 6(qo, ) = {q1} v 6(q1,a) = 0, para
todo a € 3. Por lo tanto, L(M,) = {\}.

r = a: formalmente podemos escribir el autémata de la Figura (c) como
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M(Tl) M(T;_)

OO

Figura 3.4: Autémata para L(r72).

A

OO
J

Figura 3.5: Autémata para L(r}).

Mo, = ({q0, 1}, %, 0,90, {@1}) con 0(qo,a) = {q1} vy 6(qo0,b) = 0, para
todo b € ¥ — {a}. Por lo tanto, L(M,) = {a}.

Hipétesis de induccién: Sean ry y ry expresiones regulares, como hipdtesis
de induccién asumimos que existen nfas

Ml - (Qla 217517q017 {qfl})

M2 - (QQJ E27 527 4o, {qf2})

tales que L(My) = L(r1) y L(Ms) = L(r2).
Casos inductivos:

r =11 + ro: Construyamos el autémata para la Figura

= (Ql U@y U {qO, Qf}, Y1 U s, 0, qo, {Qf}>

donde 0 esta definida por:

]-- 5(q0a )‘) - {q017q02}7
2. 0(q,a) = 01(q,a) para g € Q1 —{qp, } v a € 1 U{A},
3. 0(q,a) = 02(q,a) para g € Q2 — {qp,} v a € Ly U {A},
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4. 6(Qf17 /\) <Qf27 ) {Qf}

Asi, por hipétesis de induccién, si x € L(ry) entonces x € L(M;), es
decir, 6{(qo,, ) = {qs, }; de tal manera que

6" (qo, ) = 6"

=90
O

( 0, )\I)\)
o ( (qo, )7 )7)‘)

(
(0" ({4015 90, }, ), A)
(
(

= 5(6" (o, ), A) U 6(5" (g0, ), A)
!5Qf17 )U5(5*(C]027$)a)‘)
E{ g5t U (0%(qoy, ), N).

por lo tanto x € L(M).

De manera semejante, por hipétesis de induccion, si x € L(ry) entonces
x € L(My), es decir, §5(qo,, ) = {qs, }; de tal manera que

5*(QQ,Q§') =0 07>‘$)‘)

(
6"(6(q0, A), ), A)

o(
5(5* {q017qo2} ) )

= 0(0"(q0,, ), \) Ud(d*(qo,, ), \)
o(

o(

(
(
5*(6101,1') )Ud(qua)‘>
6" (qo,, ), A) U {qr}-

por lo tanto x € L(M). De tal forma que L(M) = {z|x € L(M;) o x €
L(Ms)}, por lo tanto L(M) = L(M;) U L(Ms).

11=R

= e

r = riro: Construyamos el automata para la Figura
M = (Q1UQ2U{q,qr}, %1 U, 6, g0, {qr})

donde ¢ esta definida por:

L. 5((]07)‘) - {qol}7
2. 0(¢q,a) = 61(¢g,a) para g € Q1 —{gpn} v a € 31 U{A},
3. (Qf17 ) {qoz}
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T =

4. 0(q,a) = 02(q, a) para ¢ € Q2 — {qp} y a € B U{A},
5. (Qf2> ) - {qf}
Sean = € L(r1) y y € L(rg), por hipdtesis de induccién aplicada dos

veces, tenemos que x € L(M;) y y € L(Ms). Asi, 67 (qo,,x) = {qn} y
95(qo0,,y) = {4qs,}, por lo tanto tenemos:

8" (qo, zy) = 6"
=0

(g0, ATAYN)

(0°(6(6%(6(q0, A), @), M), y), A)
(0°(6(0%(q0,5 %), M), y), A)
(07(0(gp, M), y), A)
(0%(
(

II=]

8" (qos,y), A)
qfs, )

qr}-

= = =

5
=5
5
5
= {

De tal forma que L(M) = {zy|z € L(M,) y y € L(Ms)}, por lo tanto
L(M) = L(M;)L(My).

ri: Construyamos el automata para la Figura

M = (Ql U {q07Qf}v Z1757 do, {Qf})>

donde ¢ esta dada por

Recuerde que

donde

1. 0(q0, A) = {q0,: ar}

2. 6(q,a) = 61(¢q,a), para todo ¢ € Q1 — {qp, } y a € X1 U{A}.
3. 6(qn,A) = {ar}

4. 6(qr,N) = {0},

=L,

i>0

L’ = {)‘}7
L = L"L.n>0.
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Por ejemplo, L? es el lenguaje que se obtine al concatenar dos palabras
de L, L3 es el lenguaje que se obtine al concatenar tres palabras de L vy,
en general, L" es el lenguaje que se obtine al concatenar n palabras de
L. Por lo tanto, L* es el lenguaje cuyas palabras son la concatenacion
de cualquier cantidad de palabras de L.

Demostraremos por induccién sobre n que M acepta cualquier z €
L(My)*.

Caso base: Sea x € L(M;)° tenemos que 6(go, \) g {qo,qs}, por lo
tanto M acepta .

Hipétesis de induccién: M acepta cualquier x € L(M;)".
Caso inductivo: Sean = € L(M;)" y w = xy, para cualquier y €
L(M,).
0*(q0, w) = 0" (qo, TAYN)
SR TRINIRY

Bym (0" ({90, 901+ a1}, y)s A)
= 6(0"(qo,, ¥), \)
6(Qf17 /\)

B
Asi, M acepta cualquier w € L(M;)"!, para n > 0.

Con esto finalmente hemos demostrado que L(M) = L(M;)*.

Ejemplo 3.7 Encuentre un nfa que acepte L(r) donde
r=(a+0bb)*(ba™ + \).
Los autématas para (a + bb)* y (ba* + X), construidos directamente a partir

de los primeros principios, se muestran en la Figura[3.6] Al juntarlos usando
la construccién del teorema [3.1], obtenemos la solucién en la Figura 3.7 O
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SO |

Figura 3.6: (a) M; acepta L(a + bb). (b) acepta L(ba* + \).

Figura 3.7: El autémata acepta L((a + bb)*(ba* + X)).

3.2.2. Expresiones regulares para lenguajes regulares

Ahora demostraremos que todo lenguaje aceptado por un autémata finito
es denotado por alguna expresion regular.

Observacién 3.1 El Teorema nos permite obtener un dfa a partir de un
nfa, el Teorema nos permite obtener una expresién regular a partir de un
dfa y el Teorema (3.1 nos permite obtener un nfa a partir de una expresion
regular, gracias a estos tres Teoremas concluimos que los tres formalismos
son equivalentes.

Teorema 3.2 Si L es aceptado por un dfa, entonces L es denotado por una
expresion regular.
Demostracion: Sea L el conjunto aceptado por el dfa

M = ({qlv"'uqn}72757q17F>'

Sea Rfj que denota el conjunto de todas las cadenas x tales que 6*(¢;, x) = ¢;
y 81 0*(q;, y) = q (para cualquier y que es prefijo propio de x, es decir, distinto

de z y \) entonces [ < k.
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Esto es, Rfj es el conjunto de todas las cadenas que llevan al dfa del estado
gi al estado ¢; sin pasar por algin estado cuyo nimero es mayor que k. Note
que “pasar por un estado” significa tanto entrar como salir del estado. Asi, ¢
y 7 pueden ser mayores que k.

Ya que no existe un solo estado cuyo nimero sea mayor que n, R}; denota
todas las cadenas que llevan al dfa de ¢; a ¢;. Podemos definir Rfj recursiva-
mente mediante:

Ri; = Ry '(Ry )" Ry U RS (3.1)
RO — {alé(gi, a) = q;} sii# 7,
Y Hald(@,a) = ¢ U{A} sii=

Informalmente, la definicién de Rfj significa que las entradas que ocasio-
nan que M vaya de g; a g; sin pasar por un estado mayor que g estan

k-1 : ,
L. en R (es decir, nunca pasan por un estado tan grande como gx); o

2. compuestas de una cadena en Rfk_l (que lleva a M a g por primera
vez) seguida por cero o mas cadenas en R’g,;l (que lleva a M de g de
regreso a ¢ sin pasar por el estado g, o algin otro con numeracion
mayor) seguido por una cadena en R’,zj’l (que lleva a M de g a g;).

Debemos demostrar que para cada i,j y k, existe una expresion regular
rfj que denota al lenguaje Rfj Procedemos por induccién sobre k.

Base (k =0). R?j es un conjunto finito de cadenas las cuales son A o un
unico simbolo. Asi r?j se puede escribir como a; + az + -+ + a, (o
ai+ay+---+a,+Asii=j), donde {ay,as,...,a,} es el conjunto de
simbolos a tales que §(g;, a) = g;. Si no hay tales as, entonces @) (o A si
i = j) sirven como 7).

Induccion. La féormula recursiva para Rfj dada en claramente solo
involucra los operadores de expresiones regulares union, concatenacion
y cerradura. Por la hipotesis de induccién, para cada [ y m existe una
expresion regular rlkn; ! tal que L(rl";; h = Rﬁ; ' Asi, para Tfj podemos
escoger la expresion regular

(i D) (g )

lo que completa la induccion.
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1

start —>»( @1 0 @ 1 @
\%j/ 07 1

Figura 3.8: Dfa para el Ejemplo [3.§

Para finalizar la prueba observe que

L(M) = | Ry

quF

ya que Ry; denota las etiquetas de todos los caminos de q; a g;. Asi, L(M)
es denotado por la expresion regular

n n n
Trjy TGy T T,

donde F = {qj17Qj2""7ij}' -

Ejemplo 3.8 Sea M el dfa de la Figura |3.8, obtenga una expresion regular
que denote a L(M).

De acuerdo a la figura tenemos que F' = {¢2,¢3} y el niimero de estados
es n = 3. Por lo tanto la expresién regular que denota a L(M) es

3 3
T'lg + T3
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Hagamos algunos célculos para ilustrar el procedimiento.

T2 = 7’%3(7“33) 32 1+ T2,

7"%3 = 7"%2(7"52)*7"53 + 7”%37

1y = (1) T + 10
=AAN)04+0
=0+4+0=

T3 = 191 (111) T + 75
=0(AN)"0+ A
=00+ A

ra3 = 791 (111) T + 753
=0\)"1+1
=01+1.

riy = (1) s+l
=AA\)"1+1
=14+1=1.

Una vez hecho estos cdlculos ya podemos resolver 7.
1y = 11a(ras) o3 + 713
=000+ N)*(01+1)+1

Note que (00 + A)* es equivalente a (00)* y que (01 + 1) es equivalente a
(04 M1, asi tenemos

ri; = 0(00)*(0 + A\)1 + 1.

Ahora observe que (00)*(0+ \) es equivalente a 0*. Asi que 0(00)*(0+A)1+1
es equivalente a 00*1 4+ 1 y ésta es equivalente a 0*1.

Si bien el procedimiento es bastante claro, también es cierto que es bas-
tante largo hacer todos los célculos necesarios. U

3.2.3. Ejercicios

1. Use la construcciéon del Teorema |3.1] para encontrar un nfa para cada
uno de los siguientes lenguajes.
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a) L(a*a+ ab).
b) L((aab)*ab).
¢) L(ab*aa + bba*ab).

2. Encuentre una expresion regular que denote al siguiente lenguaje sobre

{a,b}:

L ={w: ny(w) y ny(w) ambos son impares}.
3. Encuentre un dfa que acepte el siguiente lenguaje.

L(aa™ + aba™b™).

4. Haga los célculos que faltaron en el Ejemplo

3.3. Gramaticas regulares

Una tercera forma de describir los lenguajes regulares es mediante ciertas
gramaticas. Las gramaticas son a menudo una forma alternativa de especificar
lenguajes. Siempre que definimos una familia de lenguajes a través de un
autémata o de alguna otra forma, nos interesa saber qué tipo de gramatica
podemos asociar con la familia. Primero, veremos las gramaticas que generan
lenguajes regulares.

3.3.1. Gramaticas lineales derechas e izquierdas

Definicién 3.3 Se dice que una gramatica G = (V, T, S, P) es lineal dere-
cha si todas las producciones son de la forma

A — xB,
A—x,

donde A, B € V y x € T*. Se dice que una gramatica es lineal izquierda si
todas las producciones son de la forma

A — Bz,
A— .

Una gramatica regular es aquella que es lineal derecha o lineal izquierda.
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Tenga en cuenta que en una gramatica regular, como maximo, una varia-
ble aparece en el lado derecho de cualquier produccion. Ademas, esa variable
debe ser consistentemente el simbolo mas a la derecha o mas a la izquierda
del lado derecho de cualquier produccion.

Ejemplo 3.9 La gramética Gy = ({S}, {a, b}, S, P1), con P; dado como
S — abS|a

es lineal derecha. La gramatica Go = ({5, 51, S2}, {a, b}, S, P»), con produc-
ciones

S — Slab,
Sl — Slab]Sg
Sy — a,

es lineal izquierda. Tango (G; como G, son gramaticas regulare.
La secuencia
S = abS = ababS = ababa

es una derivacién con G1. A partir de esta unica instancia, es facil conjeturar
que L(Gy) es el lenguaje denotado por la expresion regular r» = (ab)*a. De

manera similar, podemos ver que L(G3) es el lenguaje regular L(aab(ab)*)).
U

Ejemplo 3.10 La gramética G = ({S, A, B}, {a,b}, S, P) con producciones

S — A,
A — aB|\,
B — Ab,

no es regular. Aunque cada produccion es lineal derecha o lineal izquierda,
la gramatica en si no es lineal derecha ni lineal izquierda y, por lo tanto, no
es regular. La gramatica es un ejemplo de gramatica lineal.

Una gramatica lineal es una gramética en la que como maximo una varia-
ble puede aparecer en el lado derecho de cualquier produccién, sin restriccién
en la posicion de esta variable. Claramente, una gramatica regular es siempre
lineal, pero no todas las gramaticas lineales son regulares.

g
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Nuestro siguiente objetivo serd mostrar que las gramaticas regulares estan
asociadas con los lenguajes regulares y que para cada lenguaje regular hay
una gramatica regular. Por tanto, las gramaticas regulares son otra forma de
hablar de los lenguajes regulares.

3.3.2. Las gramaticas lineales derechas generan len-
guajes regulares

Primero, mostramos que un lenguaje generado por una gramatica lineal
derecha es siempre regular. Para hacerlo, construimos un nfa que imita las
derivaciones de una gramatica lineal derecha. Tenga en cuenta que las formas
oracionales de una gramatica lineal derecha tienen la forma especial en la que
hay exactamente una variable y aparece como el simbolo mas a la derecha.
Supongamos ahora que tenemos un paso en una derivacion

ab---cD = ab---cdF,

obtenido mediante el uso de una produccion D — dFE. El nfa correspondiente
puede imitar este paso pasando del estado D al estado E' cuando se encuentra
un simbolo d. En este esquema, el estado del autémata corresponde a la va-
riable en la forma oracional, mientras que la parte de la cadena ya procesada
es idéntica al prefijo terminal de la forma oracional. Esta simple idea es la
base del siguiente teorema.

Teorema 3.3 Sea G = (V,T, S, P) una gramatica lineal derecha. Entonces
L(G) es un lenguaje regular.

Demostracién: Suponemos que V = {Vy, V4,...}, que S = V4, y que tene-
mos producciones de la forma Vo — vV;, V; = vV, ... 0V, = v,... Siw
es una cadena en L(G), entonces debido a la forma de las producciones

Vo = n1V;
= 0102V
= 00y - - RV,
= VU9 - VU] = W. (3.2)

El automata que se construira reproducira la derivacion consumiendo cada
una de estas v por turno. El estado inicial del autémata se etiquetara como
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Vb, v para cada variable V; habra un estado no final etiquetado como V;. Para
cada produccion
Vi— aay---a,V;,

el autémata tendra transiciones para conectar V; y V;, es decir, d serd definido
para que
" (Vi,amag - - ay,) = V.

Para cada produccién
Vi = aiaz - ap,

la correspondiente transicion del automata sera
*
o (‘/za ayag - - - am) - Vf7

donde V; es un estado final. Los estados intermedios que se necesitan para
hacer esto no son motivo de preocupacién y pueden recibir etiquetas arbitra-
rias. El esquema general se muestra en la Figura |3.9] El autémata completo
se ensambla a partir de tales piezas individuales.

@*0r0--0~)
()

a

Represents Vi— a e

1

Figura 3.9: Autématas correspondientes a las producciones de una gramatica
lineal derecha.

Suponga ahora que w € L(G) de modo que (j3.2) se satisface. En el nfa
hay, por construccién, un camino de Vy a V; etiquetado vy, un camino de V;
a Vj etiquetado vy, y asi sucesivamente, de modo que claramente

Vi € 0" (Vo, w),

y w es aceptado por M.
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A la inversa, sup onga que w es aceptado por M. Debido a la forma
en que M fue construido, para aceptar w el autémata tiene que pasar por
una secuencia de estados Vp, V;,... a Vy, usando caminos etiquetados como
V1, U, . ... Por lo tanto, w debe tener la forma

W = V1Vg * + - ViU
y la derivacion
*
Vo = vV = 0102V = vvg - - -0 Vi = vivg - - - vy

es posible. Por tanto, w estd en L(G) y se demuestra el teorema.
|

Ejemplo 3.11 Construya un autémata finito que acepte el lenguaje gene-
rado por la gramatica.

Vo — aVi,
Vi — abVqb,

donde Vj es la variable inicial. Comenzamos el grafo de transicion con los
vértices Vy, V1 y V. La primera regla de produccién crea una arista etiquetada
a entre Vg y Vi. Para la segunda regla, necesitamos introducir una arista
adicional para que haya una ruta etiquetada ab entre V; y Vj. Finalmente,
necesitamos agregar una arista etiquetado b entre V; y V¢, dando el autémata
que se muestra en la Figura |3.10} El lenguaje generado por la gramatica y
aceptado por el autéomata es el lenguaje regular L((aab)*ab).

G

b a

Figura 3.10: Automata que acepta el lenguaje generado por la gramatica
lineal derecha del Ejemplo [3.11

g
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3.3.3. Gramaticas lineales derechas para lenguajes re-
gulares

Para mostrar que cada lenguaje regular puede ser generado por algu-
na gramatica lineal derecha, partimos del dfa para el lenguaje e invertimos
la construccién mostrada en el Teorema 3.3. Los estados del dfa ahora se
convierten en las variables de la gramatica, y los simbolos que causan las
transiciones se convierten en los terminales de las producciones.

Teorema 3.4 Si L es un lenguaje regular sobre el alfabeto I, entonces existe
una gramatica lineal derecha G = (V, X, S, P) tal que L = L(G).
Demostracién: Sea M = (Q, %, d, qo, F') un dfa que acepta L. Suponemos
que @ = {q,q1,---,q} vy ¥ = {ay,a9,...,a,}. Construya la gramatica
lineal derecha G = (V, %, S, P) con

V={w0q, -}
y S = qo. Para cada transicion
0(¢i, a;) = qi
de M, ponemos en P la produccién
¢ — Q. (3.3)
Ademas, si g esta en F', agregamos a P la produccion
. — . (3.4)

Primero mostramos que G definido de esta manera puede generar cada
cadena en L. Considere w € L de la forma

w = a;a; - - - apay.

Para que M acepte esta cadena, debe hacer movimientos a través de

5(‘1076%') = {p,
5(Qpa a’]) = qr,
6(qs, ar) = @
oq, ) =qy € F. (3.5)

Lenguajes Formales y Autématas FCC-2022



CAPITULO 3. LENGUAJES Y GRAMATICAS REGULARES 75

con la gramatica G, y w € L(G).
Por el contrario, si w € L(G), entonces su derivacién debe tener la forma
(13.5]). Pero esto implica que

5*(907 a;Qj - - akaz) = qy,

completando la prueba.
[ |

Para el proposito de construir una gramatica, es util notar que la restric-
cion de que M sea un dfa no es esencial para la demostracion del Teorema
.4l Con pequetias modificaciones, se puede usar la misma construccién si M
es un nfa.

Ejemplo 3.12 Construya una gramética lineal derecha para L(aab*a). La
funcién de transiciéon para un nfa, junto con las producciones gramaticales
correspondientes, se muestra en la Figura [3.11] El resultado se obtuvo sim-
plemente siguiendo la construccion del Teorema[3.4l La cadena aaba se puede
derivar con la gramatica construida mediante

go = aq1 = aags = aabgs = aabaq; = aaba.

5(?0’ a) = [?1} o —9

5(9’1’ a) = E?z} =%

8y &) =1g)} | 9, ~bg,

8gpa) =g | 9,—ag,
—A

er

r r

Figura 3.11: Autémata y gramatica para el lenguaje del Ejemplo

g
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3.3.4. Equivalencia de lenguajes regulares y gramati-
cas regulares

Los dos teoremas anteriores establecen la conexion entre los lenguajes

regulares y las gramaticas lineales derechas. Se puede hacer una conexion

similar entre los lenguajes regulares y las gramaticas lineales izquierdas, mos-

trando asi la equivalencia completa de las gramaticas regulares y los lenguajes
regulares.

Teorema 3.5 Un lenguaje L es regular si y solo si existe una gramatica
lineal izquierda G tal que L = L(G).

Demostracion: Solo esbozamos la idea principal. Dada cualquier gramatica
lineal izquierda con producciones de la forma

A — Bo,

A=,

construimos a partir de ella una gramatica lineal a la derecha G reemplazando
cada produccién de G con

A — B,

A — ol
respectivamente. Algunos ejemplos, que el lector debe realizar, aclararan rapi-
_\\ R
damente que L(G) = <L (G)) . A continuacién, recuerde que el reverso de

cualquier lenguaje regular también es regular. Dado que G es lineal derecha,

N A\ R
L (G) es regular. Pero también lo son (L <G>) vy L(G).

Al juntar los teoremas 3.4 y 3.5, llegamos a la equivalencia de lenguajes
regulares y gramaticas regulares.
Teorema 3.6 Un lenguaje L es regular si y sélo si existe una gramética

regular G tal que L = L(G).
|
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Ahora tenemos varias formas de describir los lenguajes regulares: dfa, nfa,
expresiones regulares y gramaticas regulares. Si bien en algunos casos uno u
otro de estos pueden ser los mas adecuados, todos son igualmente poderosos.
Cada uno da una definicién completa e inequivoca de un lenguaje regular.
La conexién entre todos estos conceptos se establece mediante los cuatro
teoremas de este capitulo, como se muestra en la Figura [3.12

Regular expressions

Theorem 3.1 Theorem 3.2

dfa or nfa

Theorem 3.3 Theorem 3.4

Regular grammars

Figura 3.12: La conexién entre las diferentes maneras de definir los lenguajes
regulares.

3.3.5. Ejercicios

1. Demuestre que el AFN propuesto en el Ejemplo reconoce el len-
guaje {aab"a : n > 0}.

2. Construya un autéomata finito que acepte el lenguaje generado por la
gramatica

S — abA,
A — baB,
B — aA|bb.

3. Construya un autémata finito que acepte el lenguaje generado por la
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gramatica

S — abS|A,
A — baB,
B — aA|bb.

4. Construya una gramética lineal derecha para el lenguaje L = {a™b™ :
n>3,m > 2}.

5. Construya una gramatica lineal derecha para el lenguaje sobre ¥ =
{a, b} que consiste de todas las cadenas con no més de dos a's.

6. Muestre que para toda gramatica lineal derecha que no genere \ existe
una gramatica lineal derecha cuyas producciones estan restringidas a
las siguientes dos formas

A—-aBoA—a A BeV,acT.
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Capitulo 4

Propiedades de lenguajes
regulares

Hemos definido lenguajes regulares, estudiado algunas formas en las que
se pueden representar y hemos visto algunos ejemplos de su utilidad. Ahora
planteamos la cuestion de cuan generales son los lenguajes regulares. ;Serd
que todo lenguaje formal es regular? Quizas cualquier conjunto pueda ser
aceptado por algin autémata finito, aunque muy complejo.

Como veremos en breve, la respuesta a esta conjetura es definitivamente
no. Pero para comprender por qué esto es asi, debemos investigar mas pro-
fundamente la naturaleza de los lenguajes regulares y ver qué propiedades
tiene toda la familia.

La primera pregunta que nos planteamos es qué sucede cuando realiza-
mos operaciones en lenguajes regulares. Las operaciones que consideramos
son operaciones de conjuntos simples, como la concatenacién, asi como ope-
raciones en las que se cambia cada cadena de un lenguaje. ;El lenguaje
resultante sigue siendo regular? Nos referimos a esto como una pregunta de
cerradura.

Las propiedades de cerradura, aunque en su mayoria de interés teorico,
nos ayudan a discriminar entre las distintas familias de lenguajes que encon-
traremos.

Un segundo conjunto de preguntas sobre las familias de lenguajes se re-
fiere a nuestra capacidad para decidir sobre determinadas propiedades. Por
ejemplo, jpodemos saber si un lenguaje es finito o no? Como veremos, estas
preguntas se responden facilmente para los lenguajes regulares, pero no son
tan faciles para otras familias de lenguajes.
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Finalmente, consideramos la pregunta importante: ; Cé6mo podemos saber
si un lenguaje determinado es regular o no? Si el lenguaje es de hecho regular,
siempre podemos mostrarlo dando algin dfa, expresion regular o gramatica
regular para ¢él. Pero si no es asi, necesitamos otra linea de ataque.

Una forma de mostrar que un lenguaje no es regular es estudiar las pro-
piedades generales de los lenguajes regulares, es decir, las caracteristicas que
comparten todos los lenguajes regulares. Si conocemos alguna propiedad de
este tipo, vy si podemos demostrar que el lenguaje candidato no la tiene,
entonces podemos decir que el lenguaje no es regular.

En este capitulo, examinamos una variedad de propiedades de los lengua-
jes regulares. Estas propiedades nos dicen mucho sobre lo que los lenguajes
regulares pueden y no pueden hacer. Mas adelante, cuando analicemos las
mismas preguntas para otras familias de lenguajes, las similitudes y diferen-
cias en estas propiedades nos permitiran contrastar las distintas familias de
lenguajes.

4.1. Propiedades de cerradura de los lengua-
jes regulares

Considere la siguiente pregunta: Dados dos lenguajes regulares L y Lo,
,su union también es regular? En casos especificos, la respuesta puede ser
obvia, pero aqui queremos abordar el problema en general. ;Es cierto para
todos los Ly y Ly regulares? Resulta que la respuesta es si, hecho que ex-
presamos al decir que la familia de los lenguajes regulares es cerrada bajo
union.

Podemos hacer preguntas similares sobre otros tipos de operaciones sobre
lenguajes; esto nos lleva al estudio de las propiedades de cerradura de los
lenguajes en general.

Las propiedades de cerradura de varias familias de lenguajes bajo diferen-
tes operaciones son de considerable interés tedérico. A primera vista, puede
que no esté claro qué importancia practica tienen estas propiedades.

Es cierto que algunos de ellos tienen muy poco, pero muchos resultados
son tutiles. Al darnos una idea de la naturaleza general de las familias de len-
guajes, las propiedades de cerradura nos ayudan a responder otras preguntas
maés préacticas. Veremos ejemplos de esto (Teorema y Ejemplo ?7?7) maés
adelante en este capitulo.

Lenguajes Formales y Autématas FCC-2022



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES 81

4.1.1. Cerradura bajo operaciones simples de conjun-
tos

Comenzamos mirando la cerradura de lenguajes regulares bajo las ope-
raciones comunes de conjuntos, como unién e interseccion.

Teorema 4.1 Si L; y Lo son lenguajes regulares, entonces también lo son
Ly ULy, LiN Ly, L1Ls, Ly y Lj. Decimos que la familia de los lenguajes
regulares es cerrada bajo unién, interseccion, concatenacion, complemento y
cerradura estrella.
Demostracion: Si L, y Ly son regulares, entonces existen expresiones re-
gulares 1 y 7o tales que Ly = L(r1) y Ly = L(r3). Por definicién, r + ro,
rir2 y 7] son expresiones regulares que denotan los lenguajes Ly U Ly, LiLo y
L7, respectivamente. Asi, la cerradura bajo union, concatenacién y cerradura
estrella es inmediata.

Para mostrar la cerradura bajo complemento, sea M = (Q, ¥, §, qo, F') un
dfa que acepta L. Entonces el dfa

M=(Q,%,6,¢,Q—F)

acepta L;. Esto es bastante sencillo, tenga en cuenta que en la definicién de
un dfa, asumimos que 0* es una funcién total, de modo que §*(go, w) se define
para todo w € ¥*. En consecuencia, 6*(go, w) es un estado final, en cuyo caso
w € Ly, 08 (qo,w) €Q—Fywe€ L.

Demostrar la cerradura en una interseccién requiere un poco mas de
trabajo. Sea Ly = L(My) y Ly = L(Ms;), donde M; = (Q,%,01,q0, F1) v
My = (P, %, 09, po, F) son dfa. Construimos a partir de M; y My un autéma-

ta combinado M = (@, >, g, (qo, Po), ﬁ), cuyo conjunto de estados @ =Q@QxP

consta de pares (g;,p;), y cuya funcién de transicion 5 es tal que M esté en
el estado (¢, p;) siempre que M; esté en el estado ¢; y M esté en el estado
p;. Esto se logra tomando

-~

6((gis pj); a) = (qr, 1),

siempre que
01(¢i @) = qi

62(pj7a) =P
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I esté definido como el conjunto de todos los (¢;,p;) tales que ¢; € Fy y
p; € F,. Entonces es muy sencillo demostrar que w € Ly N Ly si y sélo si es

aceptado por M. En consecuencia, Ly N Ly es regular.
[ |

La prueba de cerradura bajo interseccién es un buen ejemplo de prueba
constructiva. No solo establece el resultado deseado, sino que también mues-
tra explicitamente cémo construir un aceptador finito para la intersecciéon de
dos lenguajes regulares.

Las pruebas constructivas ocurren a lo largo de este libro; son importantes
porque nos dan una idea de los resultados y, a menudo, sirven como punto
de partida para algoritmos préacticos. Aqui, como en muchos casos, hay ar-
gumentos mas breves pero no constructivos (o al menos no tan obviamente
constructivos).

Para la cerradura bajo interseccion, comenzamos con la ley de DeMorgan
(L1N Ly = LU L_g) tomando el complemento de ambos lados. Luego

LiNLy=LULy

para cualesquiera lenguajes Li y Ls. Ahora, si Ly y Ly son regulares, entonces
por cerradura bajo complemento, también lo son L; y L,. Usando la cerradura
bajo unién, obtenemos a continuacién que L; U Ly es regular. Usando la
cerradura bajo complemento una vez mas, vemos que

L_1UL_2:L1HL2

es regular.
El siguiente ejemplo es una variacién de la misma idea.

Ejemplo 4.1 Demuestre que la familia de lenguajes regulares es cerrada
bajo la diferencia. En otras palabras, queremos mostrar que si Ly y Ly son
regulares, entonces L; — Lo también es necesariamente regular.

La identidad de conjuntos necesaria es inmediatamente obvia a partir de
la definicién de diferencia de conjuntos, a saber

Ll_LQZleL_Q.

El hecho de que L, sea regular implica que L, también lo es. Entonces,
debido a la cerradura de los lenguajes regulares bajo interseccion, sabemos
que Ly N Ly es regular y el argumento esta completo.

g
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Una variedad de otras propiedades de cerradura se pueden derivar direc-
tamente mediante argumentos elementales.

Teorema 4.2 La familia de los lenguajes regulares es cerrada bajo reversa.
Demostracion: Suponga que L es un lenguaje regular. Luego construimos
un nfa con un solo estado final para él. Esto siempre es posible. En el grafo
de transicién para este nfa, hacemos que el vértice inicial sea un vértice final,
el vértice final el vértice inicial, e invertimos la direccion en todas las aristas.
Es bastante sencillo mostrar que el nfa modificado acepta w? si y sélo si
el nfa original acepta w. Por lo tanto, el nfa modificado acepta L%, lo que
demuestra la cerradura bajo reversa.

4.1.2. Cerradura bajo otras operaciones

Ademas de las operaciones estandares sobre lenguajes, se pueden defi-
nir otras operaciones e investigar propiedades de cerradura para ellas. Hay
muchos de estos resultados; seleccionamos sélo dos tipicos.

Definicién 4.1 Suponga que X y I' son alfabetos. Entonces una funcion
h:¥%—TI"

se llama homomorfismo. En palabras, un homomorfismo es una sustitucion
en la que una sola letra se reemplaza con una cadena. El dominio de la funcién
h se extiende a cadenas de forma obvia; si

w = aiaz---an,

entonces

h(w) = h(ay)h(az) - - h(ay).
Si L es un lenguaje sobre X, entonces su imagen homomoérfica se define
como

h(L) = {h(w) : w € L}.

Ejemplo 4.2 Sean ¥ = {a,b} y I' = {a, b, c} y defina h por

h(a) = ab,
h(b) = bbe.
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Entonces h(aba) = abbbcab. La imagen homomérfica de L = {aa, aba} es el
lenguaje h(L) = {abab, abbbcab}.
U

Si tenemos una expresién regular r para un lenguaje L, entonces se puede
obtener una expresion regular para h(L) simplemente aplicando el homomor-
fismo a cada simbolo X de r.

Ejemplo 4.3 Tome ¥ = {a,b} y I' = {b, ¢, d}. Defina h por

h(a) = dbce,
h(b) = bdc.

Si L es el lenguaje regular denotado por
r=(a+b")(aa),

entonces

r1 = (dbce + (bdce)™)(dbecdbee)*

denota al lenguaje regular h(L).
U

El resultado general sobre la cerradura de los lenguajes regulares bajo
cualquier homomorfismo se deriva de este ejemplo de una manera obvia.

Teorema 4.3 Sea h un homomorfismo. Si L es un lenguaje regular, entonces
su imagen homomérfica h(L) también es regular. La familia de los lenguajes
regulares es, por tanto, cerrada bajo homomorfismos arbitrarios.
Demostracién: Sea L un lenguaje regular denotado por alguna expresion
regular r. Encontramos h(r) sustituyendo h(a) por cada simbolo a € 3 de
r. Se puede mostrar directamente apelando a la definicién de una expresion
regular que el resultado es una expresion regular.

Es igualmente fécil ver que la expresién resultante denota h(L). Todo lo
que necesitamos hacer es mostrar que para cada w € L(r), el correspondiente
h(w) estéd en L(h(r)) y, a la inversa, para cada v en L(h(r)) hay una w en L,
tal que v = h(w). Dejando los detalles como ejercicio, afirmamos que h(L)
es regular.

[ |
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Definicién 4.2 Sean L; y Lo lenguajes sobre el mismo alfabeto. Entonces
el cociente derecho de Ly con Ly se define como

Ly/Ly ={x: 2y € Ly para algin y € Lo}. (4.1)

Para formar el cociente derecho de L; con Lo, tomamos todas las cadenas
de L; que tienen un sufijo que pertenece a Ly. Cada cadena de este tipo,
después de eliminar este sufijo, pertenece a L;/Ls.

Ejemplo 4.4 Si

Ly ={a" :n>1,m >0} U {ba}

ng{bm:mzl},

entonces
Li/Ly ={a™™ :n>1,m > 0}.

Las cadenas de L, constan de una o més bs. Por lo tanto, llegamos a la
respuesta eliminando una o mas bs de esas cadenas en L; que terminan con
al menos una b.

Tenga en cuenta que aqui Ly, Ly y L1/Ly son todos regulares. Esto su-
giere que el cociente derecho de dos lenguajes regulares también es regular.
Demostraremos esto en el siguiente teorema mediante una construccion que
toma los dfa para L y Ls y construye a partir de ellos un dfa para L;/Ls.

Antes de describir la construccion en su totalidad, veamos cémo se aplica
a este ejemplo. Comenzamos con un dfa para L;; digamos que el automata
M, = (Q,%,6,q, F) en la Figura [£.1] Dado que un autémata para L;/L,
debe aceptar cualquier prefijo de cadenas en L1, intentaremos modificar M,
para que acepte x si hay alguna y que satisfaga (4.1]).

La dificultad radica en encontrar si existe una y tal que zy € Ly y y € Ls.
Para resolverlo, determinamos, para cada ¢ € @), si hay un camino a un estado
final etiquetado v tal que v € Lo. Si es asi, cualquier x tal que 6*(¢0,z) = ¢
estard en Ly /Ly. Modificamos el autémata en consecuencia para hacer ¢ un
estado final.

Para aplicar esto a nuestro caso presente, verificamos cada estado qg, q1,
G2, 93, q1, g5 para ver si hay un camino etiquetado bb* a cualquiera de los
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Figura 4.1: DFA que reconoce L; para el Ejemplo 4.4}

g1, ¢2 0 q4. Vemos que sOlo califican ¢1 y ¢2; qo, g3 v g4 no. El autémata
resultante para L;/L, se muestra en la Figura . Compruébalo para ver
que la construccion funciona. La idea se generaliza en el siguiente teorema.

U

Teorema 4.4 Si L; y Ly son lenguajes regulares, entonces L /L, también
lo es. Decimos que la familia de lenguas regulares es cerrada bajo el cociente
derecho con un lenguaje regular.

Demostracién: Sea L; = L(M), donde M = (Q,%,0,qo, F') es un dfa.
Construimos otro dfa M = (@, %, 0, qo,ﬁ) como sigue. Para cada ¢; € Q,
determine si existe una y € Ly tal que

0" (qi,y) = qs € F.

Esto se puede hacer mirando M; = (@, %, 0, ¢;, F') del dfa. El autémata
M; es M con el estado inicial ¢y reemplazado por ¢;. Ahora determinamos si
existe una y en L(M;) que también esté en Ls.

Para esto, podemos usar la construccién de la interseccion de dos lengua-
jes regulares dada en el Teorema [4.1], encontrando el grafo de transicién para
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Figura 4.2: DFA que reconoce L;/Lsy para el Ejemplo .

Ly N L(M;). Si hay algin camino entre su vértice inicial y cualquier vértice
final, entonces Ly N L(M;) no esta vacio. En ese caso, agregue ¢; a F'. Repi-

tiendo esto para cada ¢; € @, determinamos F'y por lo tanto construimos
M.

Para demostrar que L <J/\4\> = L1/ L, sea x cualquier elemento de L;/Ls.

Entonces debe haber una y € L, tal que xy € L;. Esto implica que
6" (qo, zy) € F,
asi que debe haber algin ¢ € @) tal que
5" (q0, ) = ¢q

y
6*(q,y) € F.

Por lo tanto, por construccion, g € 2 y M acepta x porque 6*(qo, z) estd en
F.

Por el contrario, para cualquier x aceptada por M, tenemos

0*(qo,x) = q € P

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



4.1. PROPIEDADES DE CERRADURA DE LOS LENGUAJES REGULARES

Pero nuevamente por construccion, esto implica que existe un y € Lo tal que
0*(q,y) € F. Por lo tanto, xy estd en L; y x estd en L;/Ls. Por lo tanto
concluimos que

L (M\) = L/Ls

y de esto que L;/Ls es regular.

Ejemplo 4.5 Encuentre L;/Ly para

L, = L(a*baa®),
Lo = L(ab*).

Primero encontramos un dfa que acepta L;. Esto es facil y se da una
solucién en la Figura [1.3} El ejemplo es lo suficientemente simple como para
que podamos saltarnos las formalidades de la construccion. En el grafo de la
Figura es bastante evidente que

L(My) N Ly =
L(My)N Ly = {a} # 0,
L(My) N Ly = {a} # 0,
L(Ms3)N Ly =

Por tanto, se determina el autémata que acepta Li/Ly. El resultado se
muestra en la Figura[d.4] Acepta el lenguaje denotado por la expresién regular
de a*b+a*baa*, que se puede simplificar a a*ba*. Entonces Ly /Ly = L(a*ba™).

O

4.1.3. Ejercicios

1. Sean Ly = L(ab*aa), Ly = (a*bba*). Encuentre una expresiéon regular
para (L1 U Lg)* L.

2. Demuestre como a partir de un AFD para L se puede construir un
autémata finito para L (la cerradura estrella del complemento de L).

3. Utilice la construccion del Teorema para encontrar nfas que acepten

a) L((ab)*a*) N L(baa*),
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a b

Figura 4.3: DFA que reconoce L(a*baa*) para el Ejemplo .

Figura 4.4: DFA que reconoce Ly/Ly = L(a*ba*) para el Ejemplo [4.5]
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b) L(ab*a*) N L(a*b*a).
4. La diferencia simétrica de dos conjuntos S; y S5 estd definida como
S168y={z:x €5 ox €Sy, perox no estd ni en S; ni en Sy}.

Demuestre que la familia de lenguajes regulares es cerrada bajo la di-
ferencia simétrica.

5. El nor de dos lenguajes is

nor(Ly, Le) ={w:w & L1y w & La}.

6. Sean L; = L(a*baa*) y Ly = L(aba*). Encuentre L;/Ls.

7. Si L es un lenguaje regular, demuestre que L; = {uv : u € L,|v| = 2}
también es regular.

8. Si L es un lenguaje regular, demuestre que el lenguaje {uv : u € L,v €
LE} también es regular.

9. La cola de un lenguaje se define como el conjunto de todos los sufijos
de sus cadenas, es decir,

cola(L) = {y : xzy € L para algin x € ¥*}.
Demuestre que si L es regular, también lo es cola(L).

10. La cabeza de un lenguaje es el conjunto de todos los prefijos de sus
cadenas, es decir,

cabeza(L) = {x : xy € L para algin y € ¥*}.
Muestre que la familia de lenguas regulares es cerrada bajo esta ope-

racion.

4.2. Preguntas elementales sobre lenguajes re-
gulares

Llegamos ahora a una cuestion fundamental: dado un lenguaje L y una
cadena w, jpodemos o no determinar si w es un elemento de L? Esta es la
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pregunta de membresia y un método para responderla se llama algoritmo de
membresiall

Se puede hacer muy poco con lenguajes para los que no podemos en-
contrar algoritmos de membresia eficientes. La cuestion de la existencia y
naturaleza de los algoritmos de membresia serd de gran preocupacion en dis-
cusiones posteriores; es un tema que a menudo es dificil. Sin embargo, para
los lenguajes regulares es un asunto facil.

Primero consideramos qué queremos decir exactamente cuando decimos
“dado un lenguaje ...” En muchos argumentos, es importante que esto sea
inequivoco. Hemos utilizado varias formas de describir lenguajes regulares:
descripciones verbales informales, notaciéon de conjuntos, autématas finitos,
expresiones regulares y gramaticas regulares.

Solo los tres ultimos estan suficientemente bien definidos para su uso
en teoremas. Por lo tanto, decimos que un lenguaje regular se da en una
representacion estandar si y solo si esta descrito por un autémata finito, una
expresion regular o una gramatica regular.

Teorema 4.5 Dada una representacion estandar de cualquier lenguaje re-
gular L en X y cualquier w € X%, existe un algoritmo para determinar si w
estd o no en L.
Demostracion: Representamos el lenguaje mediante algin dfa, luego pro-
bamos w para ver si es aceptado o no por este autémata.

|

Otras preguntas importantes son si un lenguaje es finito o infinito, si dos
lenguajes son iguales y si un lenguaje es un subconjunto de otro. Para los
lenguajes regulares, al menos, estas preguntas se responden facilmente.

Teorema 4.6 Existe un algoritmo para determinar si un lenguaje regular,
dado en representacion estandar, es vacio, finito o infinito.
Demostracion: La respuesta es evidente si representamos el lenguaje como
un grafo de transiciéon de un dfa. Si hay una ruta simple desde el vértice
inicial a cualquier vértice final, entonces el lenguaje no esta vacio.

Para determinar si un lenguaje es infinito o no, encuentre todos los vérti-
ces que son la base de algin ciclo. Si alguno de estos estd en un camino

IM4s adelante precisaremos qué significa el término “algoritmo”. Por el momento, con-
sidérelo un método para escribir un programa de computadora.
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desde un vértice inicial hasta un vértice final, el lenguaje es infinito. De lo
contrario, es finito.

La pregunta de la igualdad de dos lenguajes también es una cuestion
practica importante. A menudo existen varias definiciones de un lenguaje de
programacion y necesitamos saber si, a pesar de sus diferentes apariencias,
especifican el mismo lenguaje.

Este es generalmente un problema dificil; incluso para los lenguajes regu-
lares, el argumento no es obvio. No es posible argumentar sobre una compa-
racion oracion por oracién, ya que esto funciona solo para lenguajes finitos.

Tampoco es facil ver la respuesta analizando las expresiones regulares,
gramaticas o dfa. Una solucion elegante utiliza las propiedades de cerradura
ya establecidas.

Teorema 4.7 Dadas las representaciones estandar de dos lenguajes regu-
lares Ly y Lo, existe un algoritmo para determinar si L; = Lo o si no lo
es.

Demostracion: Usando Ly y Ly definimos el lenguaje

Ly = (LyN Ly) U (L N Ly).

Por las propiedades de cerradura, L3 es regular y podemos encontrar un dfa
M que acepta Lz. Una vez que tenemos M, podemos usar el algoritmo del
Teorema para determinar si L3 esta vacio. Después se puede demostrar
que Lz = () siy sélo si Ly = Ls.

[ |

Estos resultados son fundamentales, a pesar de ser obvios y nada sor-
prendentes. Para los lenguajes regulares, las preguntas planteadas por los
teoremas a pueden responderse facilmente, pero este no es siempre el
caso cuando tratamos con otras familias de lenguajes.

Mas adelante nos encontraremos con preguntas como estas en varias oca-
siones. Anticipandonos un poco, veremos que las respuestas se vuelven cada
vez mas dificiles y eventualmente imposibles de encontrar.

4.2.1. Ejercicios

Para todos los ejercicios de esta seccién, suponga que los lenguajes regu-
lares se dan en representacion estandar.
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10.

4.3.

Dado un lenguaje regular L y una cadena w € L, muestre cémo se
puede determinar si w? € L.

Exhibir un algoritmo para determinar si un lenguaje regular L contiene
alguna cadena w tal que w” € L.

Se dice que un lenguaje es palindromo si L = L®. Encuentre un al-
goritmo para determinar si un lenguaje regular dado es un lenguaje
palindromo.

Demuestre que existe un algoritmo para determinar si w € L; — Ly
para cualquier w dado y cualesquiera lenguajes regulares L; y Lo.

. Demuestre que existe un algoritmo para determinar si L; C Lo para

cualesquiera lenguajes regulares L; y L.

Demuestre que existe un algoritmo para determinar si L; es un sub-
conjunto propio de Ly para cualesquiera lenguajes regulares Ly vy Lo.

Demuestre que existe un algoritmo para determinar si A € L para
cualquier lenguaje regular L.

Demuestre que existe un algoritmo para determinar si L. = »* para
cualquier lenguaje regular L.

Muestre un algoritmo que, dados tres lenguajes regulares, L, Ly, Lo,
determina si L = L{L+ 0 no.

Exhiba un algoritmo que, dado cualquier lenguaje regular L, determina
si L =L" ono.

Identificacién de lenguajes no regulares

Los lenguajes regulares pueden ser infinitos, como han demostrado la
mayoria de nuestros ejemplos. Sin embargo, el hecho de que los lenguajes
regulares estén asociados con autématas que tienen memoria finita impone
algunos limites a la estructura de un lenguaje regular.

Se deben obedecer algunas restricciones estrictas para mantener la regu-
laridad. La intuiciéon nos dice que un lenguaje es regular sélo si, al procesar
cualquier cadena, la informaciéon que debe recordarse en cualquier etapa es
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estrictamente limitada. Esto es cierto, pero debe demostrarse con precision
para que se utilice de manera significativa. Hay varias formas de hacerlo.

4.3.1. Usando el principio del casillero

Los matematicos utilizan el término ” principio de casillero” para referirse a
la siguiente observacién simple. Si ponemos n objetos en m cajas (casilleros),
y si n > m, entonces al menos una caja debe tener mas de un elemento. Este
es un hecho tan obvio que es sorprendente cuantos resultados profundos se
pueden obtener de él.

Ejemplo 4.6 ;El lenguaje L = {a"b" : n > 0} es regular? La respuesta es
no, como mostramos usando una prueba por contradiccién.

Suponga que L es regular. Entonces existe algin dfa M = (Q, {a, b}, 6, qo, F)
para él. Ahora mire 0*(qo, a;) para ¢ = 1,2,3,.... Dado que hay un nimero
ilimitado de s, pero s6lo un numero finito de estados en M, el principio de
casillero nos dice que debe haber algiin estado, digamos ¢, tal que

6" (qo,a"™) = ¢

5*(QO7 am) =4dq,
con n # m. Pero ya que M acepta a"b" debemos tener
6" (q,b") =qy € F.
De aqui podemos concluir que
6" (qo, a™b") = 6"(6%(qo, ™), b")
= 0%(q,b")

Esto contradice la suposicion original de que M acepta a™b"™ sélo si n = m,
y nos lleva a concluir que L no puede ser regular.
O

En este argumento, el principio del casillero es s6lo una forma de enunciar
de manera inequivoca lo que queremos decir cuando decimos que un autémata
finito tiene una memoria limitada. Para aceptar todos los a"b", un autémata

Lenguajes Formales y Autématas FCC-2022



CAPITULO 4. PROPIEDADES DE LENGUAJES REGULARES 95

tendria que diferenciar entre todos los prefijos a™ y a™. Pero como hay sélo
un numero finito de estados internos con los que hacer esto, hay algunos n y
m para los que no se puede hacer la distincién.

Para utilizar este tipo de argumento en una variedad de situaciones, es
conveniente codificarlo como un teorema general. Hay varias maneras de
hacer esto; el que damos aqui es quizas el mas famoso.

Esto es lo que sabemos sobre los grafos de transicion para lenguajes re-
gulares:

= Si el grafo de transicion no tiene ciclos, el lenguaje es finito y por lo
tanto regular.

= Si el grafo de transicién tiene un ciclo con una etiqueta no vacia, el
lenguaje es infinito. Por el contrario, cada lenguaje regular infinito tiene
un dfa con dicho ciclo.

= Si hay un ciclo, este ciclo puede omitirse o repetirse un ntimero arbi-
trario de veces. Entonces, si el ciclo tiene la etiqueta v y si la cade-
na wivws esta en el lenguaje, también deben estar las cadenas wwo,
WL VVWo, W1VVVW,, etce.

= No sabemos en qué parte del dfa se encuentra este ciclo, pero si el dfa
tiene m estados, debe ingresarse al ciclo antes de que se hayan leido m
simbolos.

Si, para algin lenguaje L, hay incluso una cadena w que no tiene esta
propiedad, L no puede ser regular. Esta observacion puede enunciarse for-
malmente como un teorema llamado lema de bombeo.

4.3.2. Lema de bombeo

El siguiente resultado, conocido como el lema de bombeo para los len-
guajes regulares, utiliza el principio de casillero en otra forma. La prueba
se basa en la observacién de que en un grafo de transicién con n vértices,
cualquier recorrido de longitud n o més largo debe repetir algin vértice, es
decir, contener un ciclo.

Teorema 4.8 Sea L un lenguaje regular infinito. Entonces existe un entero
positivo m tal que cualquier w € L con |w| > m se puede descomponer como

w = Yz
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con
|zy| = m,
Yy
lyl > 1
tal que
w' = xy'z, (4.2)

también estd en L para todo:=0,1,2,....

Parafraseando esto, cada cadena suficientemente larga en L puede rom-
perse en tres partes de tal manera que un ntimero arbitrario de repeticiones
de la parte del medio produce otra cadena en L. Decimos que la cadena del
medio es “bombeada”, de ahi el término lema de bombeo para este resultado.
Demostracion: Si L es regular, existe un dfa que lo reconoce. Supongamos
que tal dfa tiene estados etiquetados como qq, g1, g2, . . ., ¢,. Ahora tome una
cadena w en L tal que |w| > m = n+1. Dado que se supone que L es infinito,
esto siempre se puede hacer. Considere el conjunto de estados por los que
pasa el autémata mientras procesa w, digamos

QO7Qi7Qj7"'7qf'

Dado que esta secuencia tiene exactamente |w| + 1 entradas, se debe repetir
al menos un estado, y dicha repeticion debe comenzar a méas tardar en el
n-ésimo movimiento. Por lo tanto, la secuencia debe verse como

40,949,955+ 5495+ -5 4qr,y - - -, 45,

indicando que debe haber subcadenas x,y, z de w tales que

5*(QO7$) = d{r,
0" (¢r:Y) = Gr,
5*<qraz) = qy,

con |zy| <m+1=my |yl > 1. De esto se sigue inmediatamente que

0" (qo, x2) = gy,
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asi como

0" (qo, vyz) = gy,
§*(qo, 2y*2) = qr,
§*(qo, 2y°2) = ¢y,

y asi sucesivamente, completando la demostracion del teorema.

Hemos dado el lema de bombeo solo para lenguajes infinitos. Los len-
guajes finitos, aunque siempre regulares, no se pueden bombear, ya que el
bombeo crea automaticamente un conjunto infinito. El teorema es valido pa-
ra lenguajes finitos, pero es vacio. La m en el lema de bombeo debe tomarse
mas grande que la cadena mas larga, de modo que no se pueda bombear
ninguna cadena.

El lema de bombeo, como el argumento del casillero en el Ejemplo [4.6] se
usa para mostrar que ciertos lenguajes no son regulares. La demostracién es
siempre por contradiccion. No hay nada en el lema de bombeo, como lo hemos
dicho aqui, que pueda usarse para demostrar que un lenguaje es regular.

Incluso si pudiéramos mostrar (y esto normalmente es bastante dificil)
que cualquier cadena bombeada debe estar en el lenguaje original, no hay
nada en el enunciado del Teorema que nos permita concluir de esto que
el lenguaje es regular.

Ejemplo 4.7 Utilice el lema de bombeo para mostrar que L = {a"b" :
n > 0} no es regular. Suponga que L es regular, de modo que el lema de
bombeo debe cumplirse. No conocemos el valor de m, pero sea el que sea,
siempre podemos elegir n = m. Por lo tanto, la subcadena y debe constar
completamente de as. Suponga |y| = k. Entonces la cadena obtenida usando
1 = 0 en la Ecuacion es

wo = a™ kpm
y claramente no esta en L. Esto contradice el lema de bombeo y, por lo tanto,

indica que la suposicion de que L es regular debe ser falsa.
O

Al aplicar el lema de bombeo, debemos tener en cuenta lo que dice el
teorema. Se nos garantiza la existencia de una m asi como la descomposicion
xyz, pero no sabemos cudles son.
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No podemos afirmar que hemos llegado a una contradiccién solo porque
se viola el lema de bombeo para algunos valores especificos de m o xyz.

Por otro lado, el lema de bombeo es valido para cada w € L y cada i.
Por lo tanto, si se viola el lema de bombeo incluso para una w o 7, entonces
el lenguaje no puede ser regular.

El argumento correcto se puede visualizar como un juego que jugamos
contra un oponente. Nuestro objetivo es ganar el juego estableciendo una con-
tradiccion del lema de bombeo, mientras el oponente intenta frustrar nuestro
intento. Hay cuatro movimientos en el juego.

1. El oponente elige m.

2. Dado m, elegimos una cadena w en L de longitud igual o mayor que
m. Somos libres de elegir cualquier w, sujeto a w € L'y |w| > m.

3. El oponente elige la descomposicién zyz, sujeta a |xy| < m, |y| > 1. Te-
nemos que asumir que el oponente toma la decisiéon que nos dificultara
ganar el juego.

4. Tratamos de elegir ¢ de tal manera que la cadena bombeada w;, definida
en la ecuacion (4.2), no esté en L. Si podemos hacerlo, ganamos el juego.

Una estrategia que nos permite ganar cualquiera que sea la eleccion del
oponente equivale a una prueba de que el lenguaje no es regular. En
esto, el paso 2 es crucial.

Si bien no podemos obligar al oponente a elegir una descomposicion
particular de w, podemos elegir w de modo que el oponente esté muy
restringido en el paso 3, forzando una elecciéon de z, y y 2z que nos
permita producir una violacién del lema de bombeo en nuestro préximo
movimiento.

Ejemplo 4.8 Demuestre que
L:{wwR:wEE*}

no es regular.

Cualquiera que sea la m que elija el oponente en el paso 1, siempre po-
demos elegir una w como se muestra en la Figura [4.5]

Debido a esta eleccién y al requisito de que |xy| < m, el oponente estd
restringido en el paso 3 a elegir una y que consiste enteramente en as. En el
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Figura 4.5: Eleccién de w = xyz para el Ejemplo 4.8

paso 4, usamos ¢ = 0. La cadena obtenida de esta manera tiene menos as a
la izquierda que a la derecha y, por lo tanto, no puede tener la forma ww®.
Por tanto, L no es regular.

Tenga en cuenta que si hubiéramos elegido una w demasiado corta, en-
tonces el oponente podria haber elegido una y con un nimero par de bs. En
ese caso, no podriamos haber alcanzado una violacion del lema de bombeo
en el ultimo paso. También fallarifamos si tuviéramos que elegir una cadena

que consta de solamente as, digamos,

w = a2m7

la cual estd en L. Para vencernos, el oponente sélo necesita elegir
Yy = aa.

Ahora w; estd en L para todo i, y perdemos.

Para aplicar el lema de bombeo, no podemos asumir que el oponente
hard un movimiento en falso. Si, en el caso en el que elegimos w = a?™ y el
oponente eligiera

Yy = a,
entonces wy es una cadena de longitud impar y, por lo tanto, no esta en L.
Pero cualquier argumento que asuma que el oponente es tan complaciente es
automaticamente incorrecto.

U
Ejemplo 4.9 Sea Y = {a,b}. El lenguaje
L={weX :n,(w) <ny(w)}

no es regular.

Supongamos que se nos da m. Dado que tenemos total libertad para elegir
w, elegimos w = a™b™ !, Ahora, ya que |ry| no puede ser mayor que m, el
oponente no puede hacer nada més que elegir una y con soélo as, es decir

y:ak,lgkgm.
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Ahora bombeamos, usando i = 2. La cadena resultante

Wy = am—l—kbm—i-l

no estd en L. Por lo tanto, se viola el lema de bombeo y L no es regular.
g

Ejemplo 4.10 El lenguaje
L= {(ab)"a" :n>k,k >0}

no es regular.
Dado m, elegimos como nuestra cadena

w = (ab)™a™,

que estd en L. Debido a la restriccién |zy| < m, tanto x como y deben
estar en la parte de la cadena formada por abs. La eleccién de x no afecta el
argumento, asi que veamos qué se puede hacer con y.

Si nuestro oponente elige y = a, elegimos 7 = 0 y obtenemos una cadena
que no esta en L((ab)*a*)). Si el oponente elige y = ab, podemos elegir i = 0
nuevamente. Ahora obtenemos la cadena (ab)™a™, que no estd en L. De la
misma manera, podemos lidiar con cualquier posible eleccion del oponente,
probando asi nuestra afirmacion.

g

Ejemplo 4.11 Demuestre que
L = {a" : n es un cuadrado perfecto}

no es regular.
Dada la eleccién de m del oponente, elegimos
2
w=a".
Si w = xyz es la descomposicién, entonces claramente

y=a"

con 1 <k <m. En ese caso,

2_
wo = a™ k.

Pero m? — k > (m — 1)2, por lo que wy no puede estar en L. Por lo tanto, el
lenguaje no es regular.

g
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Ejemplo 4.12 Demuestre que el lenguaje
L= {a"b"c¢"* :n >0k > 0}

no es regular.
No es dificil aplicar el lema de bombeo directamente, pero es ain mas
facil de usar la cerradura bajo homomorfismo. Tome

h(a) = a,h(b) = a,h(c) = ¢,
entonces

h(L) = {a" " n+ k> 0}
= {a'c" : i > 0}.

Pero sabemos que este lenguaje no es regular; por tanto, L tampoco puede
ser regular.

U

El lema de bombeo es dificil de entender y es facil extraviarse al aplicarlo.
A continuacién, se muestran algunos errores habituales. Cuidado con ellos.

Un error es intentar usar el lema de bombeo para demostrar que un
lenguaje es regular. Incluso si puede demostrar que ninguna cadena en un
lenguaje L puede ser bombeada, no puede concluir que L es regular. El
lema de bombeo sélo se puede utilizar para demostrar que un lenguaje no es
regular.

Otro error es comenzar (generalmente sin darnos cuenta) con una cadena
que no esté en L. Por ejemplo, suponga que intentamos mostrar que

L = {a" : n es un nimero primo} (4.3)

7

no es regular. Un argumento que comienza con “Dado m, sea w = a™...”,
es incorrecto ya que m no es necesariamente primo. Para evitar este error,
debemos comenzar con algo como “Dado m, sea w = a™, donde M es un
nimero primo mayor que m’”.

Finalmente, quizas el error mas comn es hacer algunas suposiciones sobre
la descomposicién zyz. Lo tnico que podemos decir sobre la descomposicion
es lo que nos dice el lema de bombeo, es decir, que y no estd vacia y que
|ry| < m; es decir, que y debe estar dentro de m simbolos del extremo
izquierdo de la cadena. Cualquier otra cosa invalida el argumento.
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Un error tipico al intentar demostrar que el lenguaje de la ecuacion (4.3))
no es regular es decir que y = aF, con k impar. Entonces, por supuesto,
w = zz es una cadena de longitud par y, por lo tanto, no esta en L. Pero la
suposicion sobre k no estd permitida y la demostracién es incorrecta.

Pero incluso si domina las dificultades técnicas del lema de bombeo, puede
resultarle dificil saber exactamente cémo utilizarlo. El lema de bombeo es
como un juego con reglas complicadas.

El conocimiento de las reglas es esencial, pero eso por si solo no es sufi-
ciente para jugar un buen juego. También necesita una buena estrategia para
ganar. Si puede aplicar correctamente el lema de bombeo a algunos de los
casos mas dificiles de este libro, debe ser felicitado.

4.3.3. Ejercicios

Demuestre que los siguientes lenguajes no son regulares
1. L={a"*c":n >0,k >0},
2. L={a"b*c" :n >0,k >n},
3. L={a"b"c"d* :n >0,k > n},
4. L =Aw : ny(w) = ny(w)},
5. L ={a"bla*: k <n+1},
6. L ={a"bla*: k #n+1},
7. L={a"bla* :n=101#k},
8. L= {a"b:n>1},
9. L= {w:na(w) # ny(w)},

10. L = {ww : w € {a,b}*}.
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Capitulo 5

Lenguajes libres de contexto

Habiendo descubierto las limitaciones de los lenguajes regulares, ahora
vamos a estudiar lenguajes mas complicados definiendo un nuevo tipo de
gramatica, gramaticas libres de contexto y lenguajes libres de contexto aso-
ciados.

Si bien las gramaticas libres de contexto atin son bastante simples, pueden
tratar con algunos de los lenguajes que sabemos que no son regulares. Esto
nos dice que la familia de lenguajes regulares es un subconjunto propio de la
familia de lenguajes libres de contexto.

En el dltimo capitulo, descubrimos que no todos los lenguajes son re-
gulares. Si bien los lenguajes regulares son eficaces para describir ciertos
patrones simples, no es necesario buscar muy lejos ejemplos de lenguajes no
regulares. La relevancia de estas limitaciones para los lenguajes de progra-
macion se hace evidente si reinterpretamos algunos de los ejemplos. Si en
L = {a*nb*n : n > 0} sustituimos a por un paréntesis izquierdo y b por un
paréntesis derecho, entonces cadenas de paréntesis como (()) y ((())) estan
en L, pero (() no lo esta.

Por lo tanto, el lenguaje describe un tipo simple de estructura anidada
que se encuentra en los lenguajes de programacién, lo que indica que algu-
nas propiedades de los lenguajes de programacién requieren algo mas que
los lenguajes regulares. Para cubrir esta y otras caracteristicas mas compli-
cadas, debemos ampliar la familia de lenguajes. Esto nos lleva a considerar
gramaticas y lenguajes libres de contexto.
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5.1. Gramaticas libres de contexto

Las producciones en una gramatica regular estédn restringidas de dos ma-
neras: el lado izquierdo debe ser una sola variable, mientras que el lado dere-
cho tiene una forma especial. Para crear gramaticas mas poderosas, debemos
relajar algunas de estas restricciones. Manteniendo la restriccién en el lado
izquierdo, pero permitiendo cualquier cosa en el derecho, obtenemos gramati-
cas libres de contexto.

Definicién 5.1 Una gramdtica G = (V,T,S, P) se dice que es libre de
contexto si todas las producciones en P tienen la forma

A—x,
donde Ae Vyze(VUT)*

Se dice que un lenguaje L es libre de contexto si y s6lo si existe una gramatica
libre de contexto G tal que L = L(G).

Cada gramatica regular es libre de contexto, por lo que un lenguaje re-
gular también lo es. Pero, como sabemos por ejemplos simples como anbn,
existen lenguajes no regulares. Ya hemos mostrado en el Ejemplo|1.4|que este
lenguaje puede ser generado por una gramatica libre de contexto, entonces
vemos que la familia de lenguajes regulares es un subconjunto propio de la
familia de lenguajes libres de contexto.

Las gramaticas libres de contexto derivan su nombre del hecho de que la
sustitucion de la variable a la izquierda de una produccion puede realizarse
en cualquier momento en que dicha variable aparezca en una forma oracional.
No depende de los simbolos en el resto de la forma oracional (el contexto).
Esta caracteristica es la consecuencia de permitir una sola variable en el lado
izquierdo de la produccién.

5.1.1. Ejemplos de lenguajes libres de contexto
Ejemplo 5.1 La gramédtica G = ({S}, {a, b}, S, P) con producciones

S — aSa,
S — bSbh,
S =\
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es libre de contexto. Una derivacién tipica en la gramética es
S = aSa = aaSaa = aabSbaa = aabbaa

Esta, y otras derivaciones similares, dejan en claro que
L(G) = {ww" : w € {a,b}*},

El lenguaje es libre de contexto, pero como se muestra en el Ejemplo [4.8] no

es regular.
U

Ejemplo 5.2 La gramatica G con producciones

S — abB,
A — aaBb,
B — bbAa,
A= A,

es libre de contexto. Dejamos que el lector muestre que
L(G) = {ab(bbaa)"bba(ba)"™ : n > 0}.
O

Los dos ejemplos anteriores involucran gramaticas que no sélo son libres
de contexto, también son lineales. Las graméticas regulares y lineales son
claramente libres de contexto, pero una gramaética libre de contexto no es
necesariamente lineal.

Ejemplo 5.3 El lenguaje
L={a"b" :n#m}
es libre de contexto.
Para mostrar esto, necesitamos producir una gramatica libre de contexto

para el lenguaje. El caso n = m se resuelve en el Ejemplo y podemos
basarnos en esa soluciéon. Tomemos el caso n > m. Primero generamos una
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cadena con un numero igual de as y bs, luego agregamos as extras a la
izquierda. Esto se hace con

S — ASl,
Sl — &Slbl)\,
A — aAla.

Podemos usar un razonamiento similar para el caso n < m y obtenemos la
respuesta

S — AS]S:1B,
S1 — aSb|A,
A — aAla,

B — bB|b.

La gramatica resultante es libre de contexto, por lo que L es un lenguaje
libre de contexto. Sin embargo, la gramatica no es lineal.

La forma particular de la gramatica dada aqui fue elegida con el propésito
de ilustrar; hay muchas otras gramaticas libres de contexto equivalentes. De
hecho, hay algunas lineales simples para este lenguaje. Se invita al lector a
encontrar alguna.

g

Ejemplo 5.4 Considere la gramética con producciones
S — aSb|SS|A.

Esta es otra gramatica libre de contexto, pero no lineal. Algunas cadenas de
L(G) son abaabb, aababb y ababab. No es dificil conjeturar y demostrar que

L ={w e {a,b}", n.(w) = ny(w) y na(v) > np(v),

) . (5.1)
donde v es cualquier prefijo de w}.

Podemos ver claramente la conexion con los lenguajes de programacién si
reemplazamos a y b con paréntesis izquierdo y derecho, respectivamente.
El lenguaje L incluye cadenas tales como (()) v () () () y de hecho es el
conjunto de todas las estructuras de paréntesis correctamente anidadas para
los lenguajes de programaciéon comunes.

Aqui nuevamente hay muchas otras gramaticas equivalentes. Pero, a di-
ferencia del Ejemplo 5.3} no es tan facil ver si hay lineales.

g
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5.1.2. Derivacién mas izquierda y derivacién mas de-
recha

En una gramatica que no es lineal, una derivacién puede involucrar formas
oracionales con mas de una variable. En tales casos, tenemos la opcion de
elegir el orden en que se reemplazan las variables. Tomemos, por ejemplo, la
gramética G = ({4, B, S}, {a, b}, S, P) con producciones

S — AB,

A — aaA,

A — A,

B — Bb,

B — A, (5.
esta gramédtica genera el lenguaje L(G) = {a*"0™ : n > 0,m > 0}. Realice

algunas derivaciones para convencerse de esto.
Consideremos ahora las dos derivaciones

S AB aaAB aaB aaBb aab
s€D 4D 4pp &P 4 aBy &2 4aap & qap

Para mostrar qué produccion se aplica, hemos numerado las producciones y
escrito el nimero apropiado sobre el simbolo —. De esto vemos que las dos
derivaciones no solo dan la misma oracién sino que también usan exactamente
las mismas producciones. La diferencia estd enteramente en el orden en que se
aplican las producciones. Para eliminar tales factores irrelevantes, a menudo
requerimos que las variables se reemplacen en un orden especifico.

P N

D.
d.
d.
D.

Tl W N

)
)
)
)
6)

Definicién 5.2 Se dice que una derivaciéon es mas izquierda si en cada
paso se reemplaza la variable mas a la izquierda en la forma oracional. Si en
cada paso se reemplaza la variable mas a la derecha, llamamos a la derivacién
mas derecha.

Ejemplo 5.5 Considere la gramatica con producciones
S — aAB,
A — bBb,
B — A|\.

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



5.1. GRAMATICAS LIBRES DE CONTEXTO

O O 0 ® O

Figura 5.1: Arbol de derivacién para la produccion A — abABec.

Entonces
S = aAB = abBbB = abAbB = abbBbbB = abbbbB = abbbb

es una derivacion mas izquierda de la palabra abbbb. Una derivacion mas
derecha de la misma palabra es

S = aAB = aA = abBb = abAb = abbBbb = abbbb.

5.1.3. Arboles de derivacién

Una segunda forma de mostrar las derivaciones, independientemente del
orden en que se utilicen las producciones, es mediante un arbol de derivacién
o de analisis sintactico. Un arbol de derivacién es un arbol ordenado en el
que los vértices se etiquetan con los lados izquierdos de las producciones
y en el que los hijos de un vértice representan sus correspondientes lados
derechos. Por ejemplo, la Figura muestra parte de un arbol de derivacién
que representa la produccion

A — abABc,

En un arbol de derivacién, un vértice etiquetado con una variable que
aparece en el lado izquierdo de una produccion tiene hijos que consisten en
los simbolos en el lado derecho de esa produccién. Comenzando con la raiz,
etiquetada con el simbolo de inicio y terminando en hojas que son termina-
les, un arbol de derivacién muestra céomo se reemplaza cada variable en la
derivacion. La siguiente definicién hace precisa esta nocién.
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Definicién 5.3 Sea G = (V,T,S, P) una gramatica libre de contexto. Un
arbol ordenado es un arbol de derivacion de G si y sélo si tiene las siguientes
propiedades.

1. La raiz tiene etiqueta S.

2. Cada hoja tiene una etiqueta en T'U {\}.

3. Cada vértice interior tiene una etiqueta en V.
4

. Si un vértice tiene una etiqueta A € V y sus hijos estdn etiquetados
(de izquierda a derecha) aj,as,--- ,a,, entonces P debe contener una
produccién de la forma

A—>a1,a2,-~ , Ap.

5. Una hoja con etiqueta A no puede tener hermanos, es decir, un vértice
con un hijo etiquetado A no puede tener otro hijo.

A un arbol que tenga las propiedades 3, 4 y 5, que no necesariamente
cumpla la propiedad 1 y donde la propiedad 2 se reemplaza por

2a. Toda hoja tiene una etiqueta en V.U T U {A},

se le llama arbol de derivacién parcial.

Se dice que la cadena de simbolos obtenida al leer las hojas del arbol
de izquierda a derecha, omitiendo cualquier A encontrada, es el producto
del arbol. Al término descriptivo de izquierda a derecha se le puede dar un
significado preciso. El producto es la cadena de terminales en el orden en que
se encuentran cuando se atraviesa el arbol en profundidad, siempre tomando
la rama inexplorada mas a la izquierda.

Ejemplo 5.6 Considere la gramética con producciones

S — aAB,

A — bBb,

B — Al
El arbol de la Figura [5.2| es un arbol de derivaciéon parcial para G, mientras
que el arbol de la Figura5.3|es un arbol de derivacién. La cadena abBbB, que
es el producto del primer arbol, es una forma oracional de G. El producto

del segundo arbol, abbbb, es una oracién de L(G).
U
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()
()

Figura 5.2: Arbol de derivacién parcial para la gramatica del Ejemplo .

()

Oa02020
O
O202020

Figura 5.3: Arbol de derivacién para la gramética del Ejemplo .
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5.1.4. Relacion entre formas sentenciales y arboles de
derivacién

Los arboles de derivacién dan una descripcion muy explicita y facil de
comprender de una derivacion. Al igual que los grafos de transiciéon para
autématas finitos, esta claridad es de gran ayuda para elaborar argumentos.
Sin embargo, primero debemos establecer la conexién entre las derivaciones
y los arboles de derivacion.

Teorema 5.1 Sea G = (V,T, S, P) una gramatica libre de contexto. Enton-
ces para todo w € L(G), existe un drbol de derivacién de G cuyo producto
es w. Por el contrario, el producto de cualquier arbol de derivacién esta en
L(G). Ademas, si tg es cualquier arbol de derivacién parcial de G cuya raiz
esta etiquetada como S, entonces el producto de tg es una forma oracional
de G.
Demostracién: Primero mostramos que para cada forma oracional de L(G)
hay un arbol de derivacién parcial correspondiente. Hacemos esto por induc-
ciéon sobre el nimero de pasos en la derivacion. Como base, notamos que
el resultado es verdadero para cada forma oracional derivable en un paso.
Dado que S = wu implica que hay una produccién S — u, esto se sigue
inmediatamente de la Definicion [5.3]

Suponga que para cada forma oracional derivable en n pasos, existe un
arbol de derivacién parcial correspondiente. Ahora cualquier w derivable en
n + 1 pasos debe ser tal que

S = zAy,x,ye (VUT) AV,

en n pasos, y
TAy = rajas - any = w;a; € VUT.

Como por la suposicion inductiva hay un arbol de derivacién parcial con pro-
ducto x Ay, y como la graméatica debe tener una produccion A — aias - - - a,p,
vemos que al expandir la hoja etiquetada como A, obtenemos un arbol de
derivacién parcial con producto xajas - - - a,,y = w. Por induccién, afirmamos
que el resultado es verdadero para todas las formas oracionales.

De manera similar, podemos mostrar que todo arbol de derivacién parcial
representa alguna forma oracional. Dejaremos esto como ejercicio.

Dado que un arbol de derivacion es también un arbol de derivacién parcial
cuyas hojas son terminales, se sigue que cada oracién en L(G) es el produc-
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to de algin arbol de derivacién de G y que el producto de cada arbol de
derivacién estd en L(G).
[ |

Los arboles de derivaciéon muestran qué producciones se usan para obtener
una oracion, pero no dan el orden de su aplicacién. Los arboles de derivacién
pueden representar cualquier derivacién, lo que refleja el hecho de que este
orden es irrelevante, una observacién que nos permite cerrar un vacio en la
discusién anterior. Por definicién, cualquier w € L(G) tiene una derivacion,
pero no hemos afirmado que también tenga una derivacion mas izquierda o
méas derecha.

Sin embargo, una vez que tenemos un arbol de derivacion, siempre pode-
mos obtener una derivaciéon mas izquierda pensando en el arbol como cons-
truido de tal manera que la variable més a la izquierda en el arbol siempre
se expandi6 primero. Completando algunos detalles, llegamos al resultado no
sorprendente de que cualquier w € L(G) tiene una derivacién més izquierda
y otra més derecha.

5.1.5. Ejercicios
1. Encuentre gramaticas libres de contexto para los siguientes lenguajes:

a) L ={a"b":n es par},
b) L ={a"b" : n es impar},

)
¢) L ={a"b" : n es miltiplo de tres},
d) L= {a"bm'n<m—|—3}
e) L={a"b™:n=m—1}.

2. Demuestre que las gramaticas que propuso en el ejercicio anterior ge-
neran los respectivos lenguajes.

3. Encuentre una gramética libre de contexto for 3 = {a, b} para el len-
guaje
L= {a”wwa" Tw E X n > 1}.
4. Sea L = {a"b" : n > 0}, demuestre que:

a) L? es libre de contexto.

b) L* es libre de contexto para todo k > 1.
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5.2. Analisis sintactico

Hasta ahora nos hemos concentrado en los aspectos generativos de las
gramaticas. Dada una gramética G, estudiamos el conjunto de cadenas que
se pueden derivar usando G. En casos de aplicaciones practicas, también nos
interesa el lado analitico de la graméatica: Dada una cadena w de terminales,
queremos saber si w estd en L(G). Si es asi, nos gustaria encontrar una
derivacion de w.

Un algoritmo que nos puede decir si w estd en L(G) es un algoritmo de
pertenencia. El término analisis sintactico describe como encontrar una
secuencia de producciones mediante las cuales se deriva un w € L(G).

5.2.1. Analisis sintactico

Dada una cadena w en L(G), podemos analizarla de una manera bas-
tante obvia: construimos sistematicamente todas las derivaciones posibles
(digamos, mas a la izquierda) y vemos si alguna de ellas coincide con w.
Especificamente, comenzamos en la primera ronda observando todas las pro-
ducciones de la forma

S —ux,

encontrar todos las x que se pueden derivar de S en un solo paso. Si ninguna
de éstas da como resultado una coincidencia con w, pasamos a la siguiente
ronda, en la que aplicamos todas las producciones aplicables a la variable
mas a la izquierda de cada z. Esto nos da un conjunto de formas oracionales,
algunas de las cuales posiblemente conducen a w.

En cada ronda subsiguiente, nuevamente tomamos todas las variables
mas a la izquierda y aplicamos todas las producciones posibles. Puede ser
que algunas de estas formas oracionales puedan ser rechazadas sobre la base
de que w nunca puede derivarse de ellas, pero en general, tendremos en cada
ronda un conjunto de posibles formas oracionales.

Después de la primera ronda, tenemos las formas oracionales que se pue-
den derivar aplicando una sola produccién, después de la segunda ronda
tenemos las formas oracionales que se pueden derivar en dos pasos, y asi su-
cesivamente. Si w € L(G), entonces debe tener una derivacién mds izquierda
de longitud finita. Por lo tanto, el método eventualmente dara una derivacién
mas izquierda de w.

Como referencia posterior, llamaremos a esto analisis sintactico de
busqueda exhaustiva o andlisis sintactico de fuerza bruta. Es una
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forma de analisis sintactico de arriba hacia abajo, que podemos ver
como la construccién de un arbol de derivacion desde la raiz hacia abajo.

Ejemplo 5.7 Considere la gramética
S — SS|aSb|bSalA

y la cadena w = aabb. La primera ronda nos da

S =585, (5.7)
S = aSh, (5.8)
S = bSa, (5.9)
S = A (5.10)

Los dos ultimos de estos pueden eliminarse de una consideracion adicional
por razones obvias. La segunda ronda produce las formas oracionales

S=55= 558,
S = 55 = aShs,
S =55 = bSal,
S=585=25,

que se obtienen reemplazando la S méas a la izquierda en la forma oracional
con todas las sustituciones aplicables. De manera similar, de la forma
oracional 5.8 obtenemos las formas oracionales adicionales

S = aSb = aSSh,
S = aSb = aaSbb,
S = aSb = abSab,
S = aSb = ab.

Nuevamente, varios de estos pueden eliminarse de la contienda. En la siguien-
te ronda, encontramos la cadena de destino real a partir de la secuencia

S = aSb = aaSbb = aabb.

Por lo tanto, aabb esta en el lenguaje generado por la gramatica bajo consi-
deracion.

g
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El analisis sintactico de busqueda exhaustiva tiene fallas graves. La mas
obvia es que es tediosa; no debe usarse cuando se requiere un anélisis sintacti-
co eficiente. Pero incluso cuando la eficiencia es un tema secundario, hay una
objecién més pertinente. Si bien el método siempre analiza a w € L(G), es
posible que nunca termine para cadenas que no estén en L(G).

Este es ciertamente el caso en el ejemplo anterior; con w = abb, el méto-
do continuara produciendo formas oracionales de prueba indefinidamente a
menos que incorporemos alguna forma de detenerse.

El problema de la no terminacién del andlisis sintactico de busqueda
exhaustiva es relativamente facil de superar si restringimos la forma que
puede tener la gramatica. Si examinamos el Ejemplo vemos que la difi-
cultad proviene de las producciones S — A; esta produccién se puede utilizar
para disminuir la longitud de las formas oracionales sucesivas, de modo que
no podamos decir facilmente cuando detenernos.

Si no tenemos tales producciones, entonces tenemos muchas menos difi-
cultades. De hecho, hay dos tipos de producciones que queremos descartar,
las de la forma A — )\ asi como las de la forma A — B. Como veremos en
el proximo capitulo, esta restriccion no afecta de forma significativa el poder
de las gramaticas resultantes.

Ejemplo 5.8 La gramaética
S — SS|aSblbSalablba

cumple con los requisitos dados. Genera el lenguaje del Ejemplo sin la
cadena vacfa. Dado cualquier w € {a,b}", el método de andlisis sintdctico
de busqueda exhaustiva siempre terminard en no més de |w| rondas. Esto es
claro porque la longitud de la forma oracional crece al menos un simbolo en
cada ronda. Después de |w| rondas hemos producido un analisis sintactico o
sabemos que w € L(G).

O

La idea de este ejemplo se puede generalizar y convertir en un teorema
para lenguajes libres de contexto en general.

Teorema 5.2 Supongamos que G = (V,T, 5, P) es una gramatica libre de
contexto que no tiene reglas de la forma

A — A,
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A — B,

donde A, B € V. Luego, el método de anélisis sintactico de busqueda exhaus-
tiva puede convertirse en un algoritmo que, para cualquier w € »*, produce
un andalisis sintactico de w o nos dice que no es posible realizar ningtin anali-
sis.
Demostracion: Para cada forma oracional, considere tanto su longitud como
el nimero de simbolos terminales. Cada paso en la derivacion aumenta al
menos uno de estos. Dado que ni la longitud de una forma oracional ni el
ntimero de simbolos terminales pueden exceder |w|, una derivacién no puede
implicar mds de 2|w| rondas, en cuyo momento tenemos un analisis exitoso
o la gramatica no puede generar w.

[ |

Si bien el método de busqueda exhaustiva ofrece una garantia tedrica de
que siempre se puede realizar el andlisis sintactico, su utilidad practica es
limitada porque el nimero de formas oracionales generadas por él puede ser
excesivamente grande. Exactamente cuantas formas oracionales se generan
difiere de un caso a otro; no se puede establecer un resultado general preciso,
pero podemos ponerle algunos limites superiores aproximados.

Si nos restringimos a las derivaciones mas a la izquierda, no podemos
tener mds de |P| formas oracionales después de una ronda, no mas de |P|?
formas oracionales después de la segunda ronda, y asi sucesivamente. En
la demostracién del Teorema [5.2] observamos que el andlisis sintactico no
puede involucrar mas de 2|w| rondas; por lo tanto, el nimero total de formas
oracionales no puede exceder

M = |P| + |P]* 4 --- 4 |P|?"!
_ O(|P|2|w|+1).

Esto indica que el trabajo de analisis sintactico de busqueda exhaustiva puede
crecer exponencialmente con la longitud de la cadena, lo que hace que el costo
del método sea prohibitivo. Por supuesto, la Ecuacién (5.11f) es solo un limite
y, a menudo, el nimero de formas oracionales es mucho menor. Sin embargo,
la observacion practica muestra que el andlisis de busqueda exhaustiva es
muy ineficiente en la mayoria de los casos.

La construccién de métodos de analisis sintactico méas eficientes para
gramaticas libres de contexto es un asunto que pertenece a un curso sobre
compiladores. No lo seguiremos aqui excepto por algunos resultados aislados.

(5.11)
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Capitulo 6

Simplificacion de gramaticas
libres de contexto y formas
normales

Antes de que podamos estudiar los lenguajes libres de contexto con ma-
yor profundidad, debemos atender algunos asuntos técnicos. La definicion de
una gramatica libre de contexto no impone restricciéon alguna sobre el lado
derecho de una produccion. Sin embargo, la libertad total no es necesaria vy,
de hecho, es un detrimento en algunos argumentos.

En el Teorema [5.2] vemos la conveniencia de ciertas restricciones sobre las
formas gramaticales; eliminar reglas de la forma A — A\ y A — B facilita
los argumentos. En muchos casos, es deseable imponer restricciones ain mas
estrictas a la gramatica. Debido a esto, necesitamos buscar métodos para
transformar una gramaética libre de contexto arbitraria en una equivalente que
satisfaga ciertas restricciones en su forma. En este capitulo estudiamos varias
transformaciones y sustituciones que seran tutiles en discusiones posteriores.

También investigamos formas normales para gramaticas libres de con-
texto. Una forma normal es aquella que, aunque restringida, es lo suficiente-
mente amplia como para que cualquier gramatica tenga una versién equiva-
lente en forma normal. Presentamos dos de las mas utiles, la forma normal
de Chomsky y la forma normal de Greibach. Ambos tienen muchos
usos practicos y tedricos.



6.1. METODOS PARA TRANSFORMAR GRAMATICAS

6.1. Meétodos para transformar gramaticas

Primero planteamos un problema que es algo molesto con las graméticas
y los lenguajes en general: la presencia de la cadena vacia. La cadena vacia
juega un papel bastante singular en muchos teoremas y demostraciones, y
a menudo es necesario prestarle especial atencion. Preferimos quitarlo de
consideracién por completo, observando solo los lenguajes que no contienen
A. Al hacerlo, no perdemos generalidad, como vemos a partir de las siguientes
consideraciones.

Sea L cualquier lenguaje libre de contexto, y sea G = (V,T,S, P) una
gramaética libre de contexto para L—{\}. Entonces la gramética la obtenemos
sumando a V' la nueva variable Sy, haciendo de S; la variable de inicio, y
sumando a P las producciones

S() — S|)\

genera L. Por lo tanto, cualquier conclusién no trivial que podamos hacer
para L — {\} es casi seguro que se transferird a L. Ademds, dada cual-
quier gramatica libre de contexto GG, hay un método para obtener G tal que
L (@) = L(G) - {\}.

En consecuencia, a todos los efectos practicos, no hay diferencia entre
los lenguajes libres de contexto que incluyen A y los que no. Para el resto
de este capitulo, a menos que se indique lo contrario, restringiremos nuestra
discusion a lenguajes libres de A.

6.1.1. Una regla de sustitucion ttil

Muchas reglas gobiernan la generacion de gramaticas equivalentes por
medio de sustituciones. Aqui damos una que es muy util para simplificar
gramaticas de varias maneras. No definiremos con precision el término sim-
plificacién, pero lo utilizaremos de todos modos. Lo que queremos decir con
esto es la eliminacion de ciertos tipos de producciones indeseables; el proceso
no necesariamente resulta en una reduccién real del nimero de reglas.

Teorema 6.1 Sea G = (V,T, S, P) una gramética libre de contexto. Supon-
ga que P contiene una produccién de la forma

A— x1Bxs.
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Asuma que A y B son variables distintas y que

B = y1|ya| - |yn

es el conjunto de todas las producciones en P que tienen a B en su lado iz-
quierdo. Sea G = (V. T,S, P) la gramatica en la que P se construye borrando
de P la produccién

A— 1 Bxo (61)

y agregando a P
A = 21y12a|T1Y2Ta] - - - [T1YRTo.

Entonces, L <(A;) = L(G).
Demostracién: Suponga que w € L(G), asi que
S =*>G w.

El subindice en el signo de derivaciéon = se usa aqui para distinguir entre
derivaciones con diferentes gramaticas. Si esta derivacion no involucra la
produccién ((6.1]), entonces obviamente

*
S =aw
Si es asi, observe la derivacién la primera vez que se usa (6.1). La B asi

introducida eventualmente tiene que ser reemplazada; no perdemos nada al
suponer que esto se hace inmediatamente. Por lo tanto

*
S =>a U1Au2 =a w1 Brous = ¢ UIT1Y;T2U2.
Pero con la gramatica G podemos obtener
*
S =a U1Au2 =& U1T1Y;T2Us.

Asi, podemos alcanzar la misma forma sentencial con Gy G. Si ‘) vuelve
a aparecer en una forma sentencial posterior, repetimos el argumento. Se
sigue, por induccion sobre el nimero de veces que aparece A en una forma
sentencial, que
S *
=5 W

Por lo tanto, si w € L(G), entonces w € L (@)

Por un razonamiento similar, podemos demostrar que si w € L <G ,

entonces w € L(G), completando la demostracion.
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El Teorema es una regla de sustitucion simple y bastante intuitiva:
una produccion A — x1Bxy puede eliminarse de una gramatica si ponemos
en su lugar el conjunto de producciones en el que B se reemplaza por todas
las cadenas que deriva en un solo paso. En este resultado, es necesario que
Ay B sean variables diferentes.

Ejemplo 6.1 Considere a G = ({A, B}, {a,b,c}, A, P) con producciones

A — alaaA|abBe,
B — abbA|b.

Usando la sustitucién sugerida para la variable B, obtenemos la gramética
G con producciones

A — alaaA|ababbAc|abbe,
B — abbA|b.

La nueva gramética GG es equivalente a GG. La cadena aaabbc tiene la derivacion
A =g aaA =g aaabBe =g aaabbe
en (G, y la correspondiente derivacion

A =& aaA =& aaabbe

en G.

Notese que, en este caso, la variable B y sus producciones asociadas to-
davia estan en la gramatica aunque ya no pueden jugar un papel en ninguna
derivacién. A continuacién, mostraremos como se pueden eliminar de una
gramatica tales producciones innecesarias.

g

6.1.2. Eliminacién de producciones inttiles

Uno invariablemente quiere quitar producciones de una gramatica que
nunca puede tomar parte en ninguna derivacién. Por ejemplo, en la gramatica
cuyo conjunto completo de producciones es

S — aSbh|A|A,
A — adA,
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la produccion S — A claramente no juega ningin papel, ya que A no pue-
de transformarse en una cadena terminal. Si bien A puede ocurrir en una
cadena derivada de S, esto nunca puede conducir a una oracion. Eliminar
esta produccion no afecta el lenguaje y es una simplificacién para cualquier
definicion.

Definicién 6.1 Sea G = (V,T, S, P) una gramatica libre de contexto. Una
variable A € V' se dice que es til si y sélo si existe al menos una w € L(G)
tal que

S = rAy = w, (6.2)

con z,y € (VUT)*. En palabras, una variable es 1til si y sélo si ocurre en al
menos una derivacién. A una variable que no es 1til se le llama intatil. Una
produccion es inttil si contiene a cualquier variable inutil.

Ejemplo 6.2 Una variable puede ser inttil porque no hay forma de obtener
una cadena terminal de ella. El caso que acabamos de mencionar es de este
tipo. Otra razén por la que una variable puede ser initil se muestra en la
siguiente gramatica. En una gramatica con simbolo inicial S y producciones

S — A,
A — aA|\,
B — bA,

la variable B es inttil y por lo tanto la produccién B — bA. No obstante que
a partir de B podemos generar una cadena de terminales, no hay forma de
que podamos lograr que S = zBy.

O

Este ejemplo ilustra las dos razones por las que una variable es inttil:
porque no se puede alcanzar desde el simbolo inicial o porque no puede
derivar una cadena terminal. Un procedimiento para eliminar variables y
producciones inutiles se basa en reconocer estas dos situaciones. Antes de
presentar el caso general y el teorema correspondiente, veamos otro ejemplo.
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(0

Figura 6.1: Grafo de dependencias para las variables del Ejemplo [6.3]

Ejemplo 6.3 Elimine simbolos intitiles y producciones de G = (V, T, S, P),
donde V ={S A, B,C}, T = {a,b} y P consta de las siguientes producciones

S — aS|A|C,
A —a,

B — aa,

C — aChb.

Primero, identificamos el conjunto de variables que pueden conducir a una
cadena terminal. Como A — a y B — aa, las variables A y B pertenecen a
este conjunto. S también, porque S = A = a. Sin embargo, este argumento
no se puede hacer para C', identificindolo asi como inttil. Eliminando C' y
sus correspondientes producciones, llegamos a la gramatica (G; con variables
Vi ={S, A, B}, terminales T' = {a} y producciones

S — aS|A,
A—a,
B — aa.

A continuacién queremos eliminar las variables que no se pueden alcanzar
desde la variable inicial. Para esto, podemos dibujar un grafo de depen-
dencias para las variables. Los grafos de dependencias son una forma de
visualizar relaciones complejas y se encuentran en muchas aplicaciones.

Para las gramaéticas libres de contexto, un grafo de dependencias tiene
sus vértices etiquetados con variables, con una arista entre los vértices C' y
D si y sélo si hay una produccién de la forma

C — xDy.
En la Figura [6.1] se muestra un grafo de dependencias para V;. Una variable

es util solo si hay una ruta desde el vértice etiquetado como S hasta el vértice
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etiquetado con esa variable. En nuestro caso, la Figura muestra que B
es inutil. Quitandola junto con las producciones y terminales afectados, nos
quedamos con las producciones

S — aS|A,
A —a.

La formalizacion de este proceso conduce a una construccion general y al
teorema correspondiente.

g

Teorema 6.2 Sea G = (V,T,S, P) una gramética libre de contexto. En-
tonces existe una gramatica equivalente G = (‘7, C/F\, S, ﬁ) que no contiene

variables ni producciones inutiles.
Demostracion: La gramatica G puede generarse de G por un algoritmo
que consta de dos partes. En la primera parte construimos una gramatica
intermedia Gy = (V4,7T1, S, Py) tal que V; sélo contiene variables A para las
cuales

ASweTr

es posible. El algoritmo es el siguiente

1. V1« 0.

2. Repita el siguiente paso hasta que no se puedan agregar més variables
a V,. Para todo A € V para la cual P tenga una produccién de la forma

A — rx9-+-2,, con toda x; € Vi UT,
agregue A a V].

3. P, se compondra de todas las producciones en P que tengan todos sus
stimbolos en V; UT.

Claramente este procedimiento termina. Es igualmente claro que si A €
Vi, entonces A = w € T* es una derivacién posible con Gy. El problema
restante es si toda A para la que A = w = abc- - - se suma a V; antes de que
finalice el procedimiento.

Para ver esto, considere cualquier A y mire el arbol de derivaciéon parcial
correspondiente a esa derivacion (Figura. En el nivel k, solo hay termina-
les, por lo que cada variable A; en el nivel k—1 se agregara a V; en la primera
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Figura 6.2: Arbol de derivacién parcial correspondiente a la derivacién A =
w=abc---.

pasada por el Paso 2 del algoritmo. Cualquier variable en el nivel k£ — 2 se
agregara a V; en la segunda pasada por el Paso 2. La tercera vez por el Paso
2, se agregaran todas las variables en el nivel £ — 3, y asi sucesivamente. El
algoritmo no puede terminar mientras haya variables en el arbol que ain no
estén en V7. Por lo tanto, A eventualmente se agregara a V;. R
En la segunda parte de la construccién, obtenemos la respuesta final G de
(1. Dibujamos el grafo de dependencias para las variables de G y a partir de
él encontramos todas las variables que no se pueden alcanzar desde S. Estas
se eliminan del conjunto de variables, al igual que las producciones que las
involucran. También podemos eliminar cualquier terminal que no se produzca

en alguna produccién til. El resultado es la gramatica G = <‘A/, f S, ﬁ)

Debido a la construccién, G no contiene ningiin simbolo o produccién
initil. Ademas, para cada w € L(G) tenemos una derivacién

S S Ay =¢ w.

Ya que la construccion de G retiene a A y todas sus producciones asociadas,
tenemos todo lo que necesitamos para hacer la derivacién

S :*>@ rAy :*>§ w.

La gramatica G se construye a partir de G mediante la eliminacion de
producciones, asi que P C P, por lo tanto L (G) C L(G). Poniendo los dos

resultados juntos, vemos que las gramaticas G y G son equivalentes.
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6.1.3. Eliminacién de producciones A

Un tipo de produccion que a veces no es deseable es aquella en la que el
lado derecho es la cadena vacia.

Definicién 6.2 En una gramatica libre de contexto a cualquier produccion

de la forma
A—= A

se le llama produccién-\. A cualquier variable A para la que es posible la
siguiente derivacién

A\ (6.3)

se le llama variable anulable.

Una gramatica puede generar un lenguaje que no contenga A y, sin em-
bargo, tener algunas producciones-\ o variables anulables. En tales casos, las
producciones-A pueden eliminarse.

Ejemplo 6.4 Considere la gramética dada por las siguientes producciones.

S — CLSlb,
Sl — CLSlb’)\,

y variable inicial S. Esta gramadtica genera el lenguaje {a"b™ : n > 1} que no
contiene a \. La produccion-A S; — A se puede quitar después de agregar
nuevas producciones obtenidas sustituyendo A por S; donde esta variable
ocurra a la derecha. Con lo cual obtenemos la gramatica dada por las pro-
ducciones

S — aS;blab,
S1 — aS;b|ab,

Podemos mostrar facilmente que esta nueva gramatica genera el mismo len-
guaje que el original.

En situaciones mas generales, las sustituciones de producciones-\ se pue-
den realizar de manera similar, aunque mas complicada.

g
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Teorema 6.3 Sea GG cualquier gramética libre de contexto que no genere a
A. Entonces existe una gramatica equivalente GG sin producciones-\.
Demostracién: Primero construya el conjunto Vy de todas las variables
anulables de G, mediante los siguientes pasos

1. Para todas las producciones A — A ponga A en Vy.

2. Repita el siguiente paso hasta que no haya més variables que agregar
a VN-

Para todas las producciones
B — AlAQ"'An,
donde Ay, Ay,--- , A, estan en Vi, ponga a B en Vy.

Una vez que se ha encontrado el conjunto Vy, estamos listos para construir
P. Para hacerlo, miramos todas las producciones en P de la forma

A= xix9 2y, m > 1,

donde cada z; € V' UT'. Para cada una de esas producciones de P, ponemos
en P esa produccion, asi como todas las generadas reemplazando las variables
anulables con A en todas las combinaciones posibles. R

Por ejemplo, si x; y x; son ambos anulables, habrd una produccién en P
con x; reemplazada por A, una en la que x; se reemplaza por A y otra en la
que tanto x; como x; se reemplazan por A. Hay una excepcién: si todos los

z; son anulables, la produccién A — A no se pone en P. El argumento de

que esta gramatica G es equivalente a G es sencillo y se deja al lector.
[ |

Ejemplo 6.5 Encuentre una gramatica libre de contexto sin producciones-\
equivalente a la gramética definida mediante

S — ABaC,
A — BC,

B — b|A,

C — DI\,
D —d.
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Del primer paso de la construcciéon en el Teorema encontramos que las
variables anulables son A, B, C. Luego, siguiendo el segundo paso de la cons-
truccion, obtenemos

S — ABaC|\BaC|ANaC|ABaX A aC|ANaA| ABaA|Aa),
A — BAAC|BC,

B — b,

C — D,

D — d.

6.1.4. Eliminacién de producciones unitarias

Como hemos visto en el Teorema [5.2] las producciones en las que ambos
lados son una sola variable son a veces indeseables.

Definicién 6.3 A cualquier produccion de una gramatica libre de contexto

de la forma
A— B,

donde A, B € V, se le llama produccién unitaria.

Para eliminar las producciones unitarias, usamos la regla de sustitucién
discutida en el Teorema 6.1. Como muestra la construccién del siguiente
teorema, esto se puede hacer si procedemos con cierto cuidado.

Teorema 6.4 Sea G = (V,T,S, P) cualquier gramética sin producciones-\.
Entonces existe una gramatica libre de contexto G = (f/,T, S, ﬁ) que no

contiene producciones unitarias y es equivalente a G.

Demostracion: Obviamente, cualquier produccién unitaria de la forma A —
A se puede quitar sin que haya un efecto, asi que solo es necesario considerar
A — B, donde A y B son variables distintas. A primera vista pareciera que
podemos usar el Teorema directamente con x; = x5 = A para reemplazar

A— B

con
A= yilys] - [Yn.
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Pero esto no siempre funcionard; en el caso especial

A— B
B — A,

las producciones unitarias no se eliminan. Para evitar esto, primero encon-
tramos, para cada A, todas las variables B tales que

A= B (6.4)

Podemos hacer esto dibujando un grafo de dependencias con un vértice (C, D)
siempre que la gramatica tenga una produccién unitaria C' — D; entonces
se cumple siempre que haya un camino entre A y B. La nueva gramatica
G se genera poniendo primero en P todas las producciones no unitarias de
P. Luego, para toda las A y B que satisfagan , agregamos a P

A = yilyal - [yn,

donde B — yi|y2| - - - |y, son todas las reglas en P que tienen a B del lado
izquierdo. Note que como B — y|ys]| - - - |y, son tomadas de ]3, ninguna de
las y; puede ser una sola variable, asi que no sea crea ninguna produccién
unitaria en el ultimo paso.

Para demostrar que las graméticas son equivalentes razonamos como lo
hicimos en el Teorema (6.1)).

Ejemplo 6.6 Quite todas las producciones unitarias de la gramatica dada
por las producciones

S — Aa|B,
A — albe|B,
B — A|bb.

Empezamos agregando a P las producciones no unitarias de P.

S — Aa,
A — albe,
B — bb,
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Figura 6.3: Grafo de dependencias para las producciones unitarias del Ejem-

plo [6.6]

El grafo de dependencias para las producciones unitarias se muestra en la
.

Figura|6.3} vemos que S = A, S=>B,A=B . Asi que agregamos
también a P las nuevas reglas que satisfacen (|6.4])

S — albc|bb,

A — b,

B — albe,

para obtener la gramatica equivalente

S — albe|bb| Aa,
A — bblalbe,
B — al|bc|bb,

Tenga en cuenta que la eliminacion de las producciones unitarias ha hecho

que B y las producciones asociadas sean inttiles.
O

Podemos juntar todos estos resultados para mostrar que las gramaéaticas
para lenguajes libres de contexto pueden estar libres de producciones intitiles,
producciones-\ y producciones unitarias.

Teorema 6.5 Sea L un lenguaje libre de contexto que no contenga \. En-
tonces existe una gramaética libre de contexto que general L y que no tiene
producciones inutiles, ni producciones-\, ni producciones unitarias.

Demostracién: Los procedimientos dados en los teoremas [6.2] y

eliminan respectivamente esos tipos de producciones. Sin embargo note que

= El procedimiento para eliminar producciones-A puede crear produccio-
nes unitarias.
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= El procedimiento para eliminar producciones unitarias requiere que la
gramatica no tenga producciones-\.

= Eliminar producciones unitarias no crea producciones-A\.

» Eliminar producciones initiles no crea ni producciones-\, ni produc-
ciones unitarias.

Por lo tanto, podemos eliminar las producciones indeseables siguiendo la
siguiente secuencia de pasos

1. Quite las producciones-\.
2. Quite las producciones unitarias.
3. Quite las producciones inutiles.

El resultado no tendra entonces ninguna de estas producciones y el teo-

rema queda demostrado.
[ |

6.1.5. Ejercicios

1. Elimine la variable B de la gramatica
S — aSB|bB,
B — aAlb.
2. Elimine las producciones inttiles de la gramatica

S — aS|AB|\,
A — bA,
B — AA.

3. Elimine las producciones-A de

S — aSSS,
S — bb|\.
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4. Elimine las producciones-A de

S — AaBlaaB,
A=\
B — bbA|\.

5. Elimine las producciones unitarias, las producciones inttiles y las produccioens-
A de la gramatica dada por las producciones

S — aAlaBB,
A = aaA|\,
B — bBbHC,
¢ — B.

6.2. Dos formas normales importantes

Hay muchos tipos de formas normales que podemos establecer para gramati-
cas libres de contexto. Algunas de estas, debido a su amplia utilidad, han sido
estudiadas extensamente. Consideramos dos de ellas brevemente.

6.2.1. Forma normal de Chomsky

Un tipo de forma normal que podemos buscar es aquella en la que el niime-
ro de simbolos a la derecha de una produccién estd estrictamente limitado.
En particular, podemos pedir que la cadena a la derecha de una produccién
conste de no méas de dos simbolos. Un ejemplo de esto es la forma normal
de Chomsky.

Definicién 6.4 Una gramatica libre de contexto estda en forma normal de
Chomsky si todas sus producciones son de la forma

A — BC

A — a,

donde A, B,C eV yaeT.
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Ejemplo 6.7 La gramatica dada por las producciones

S — AS]a,
A — SA|b

estd en forma normal de Chomsky. La gramatica dada por

S — AS|AAS,
A — SAlaa

no esta en forma normal de Chomsky, las producciones S — AAS y A — aa
violan las condiciones de la definicién 6.4
O

Teorema 6.6 Cualquier gramatica libre de contexto G = (V,T, .S, P) con
A ¢ L(G) tiene una gramética equivalente G = (V, T, S, P) en forma normal
de Chomsky.
Demostracién: Dado el Teorema [6.5, podemos asumir sin pérdida de gene-
ralidad que G no tiene producciones-A, ni producciones unitarias, ni simbolos
inttiles. Haremos la construccion de GG en dos pasos.

Paso 1: Construya una gramética G; = (V4, 7T, S, P;) a partir de G con-
siderando todas las producciones en P de la forma

A— xixe -1y (6.5)

donde cada x; es un simbolo en V o en T'. Si n = 1, entonces x; debe ser un
terminal ya que G no tiene producciones unitarias. En este caso, ponga la
produccion en P;.

Si n > 2, introduzca nuevas variables B, para cada a € T. Para cada
produccion de P en la forma ponga en P la produccién

A—CiCy---C,
donde
Ci:$i7 sixiEV,

C; =B, six;, =a.

Para todo B, también ponga en P; la produccién

B, — a.
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Esta parte del algoritmo quita todos los terminales de las producciones cuyos
lados derechos tienen longitud mayor a uno, reemplazandolos con variables
nuevas. Al final de este paso tenemos una gramatica G; donde todas sus

producciones tienen la forma
A — a, (6.6)

A— 0102 s Cn, (67)

donde C; € V.

Como consecuencia facil del Teorema (Regla de sustitucion) tenemos

que
L(Gy) = L(G)

Paso 2: Se introducen variables adicionales para reducir la longitud de
los lados derechos de las producciones, donde sea necesario. Primero, todas
las producciones de la forma asi como las de la forma (6.7) con n = 2
se ponen dentro de P.

Para cada produccién de la forma (6.7)) con n > 2, se introducen variables
Dy, D5, --- y se ponen en P las producciones

A— Ci D,
Dy — (3D,

Dn—2 — Cn—lcrr

La gramaética resultante G estd en forma normal de Chomsky. Aplicando
varias veces el Teorema [6.1] (Regla de sustitucién) se demuestra que L(G;) =

L (@), asi que
L (é) — L(G).
Este argumento un tanto informal puede precisarse facilmente. Dejaremos

esto al lector. [ |

Ejemplo 6.8 Convierta la gramatica, con las producciones siguientes, a for-
ma normal de Chomsky.

S — ABa,
A — aab,
B — Ac.
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Como se requiere por la construccién del Teorema [6.6] la gramatica no
tiene producciones-\, ni producciones unitarias, ni simbolos inttiles.

En el primer paso introducimos las variables nuevas B,, By v B., v hace-
mos las sustituciones adecuadas para obtener

S — ABBa, Ba — a,
A — B,B,By, By, — b,
B — AB,, B, — c.

En el segundo paso, se introducen variables adicionales para que las dos
primeras producciones queden en forma normal de Chomsky y asi obtener el
resultado final.

S — ADx, B — AB.,
Dy — BB,, B, — a,

A — ByDs, By, — b,
Dy — B, By, B. — c.

6.2.2. Forma normal de Greibach

Otra forma gramatical 1til es la forma normal de Greibach. Aqui ponemos
restricciones no sobre la longitud de los lados derechos de una produccion,
sino sobre las posiciones en las que pueden aparecer terminales y variables.

Los argumentos que justifican la forma normal de Greibach son un po-
co complicados y no muy transparentes. De manera similar, construir una
gramatica en la forma normal de Greibach equivalente a una gramatica libre
de contexto dada es tedioso.

Por lo tanto, tratamos este asunto muy brevemente. Sin embargo, la forma
normal de Greibach tiene muchas consecuencias tedricas y practicas.

Definicién 6.5 Una gramatica libre de contexto se dice que esta en forma
normal de Greibach si todas las producciones tienen la forma

A — ar,

dondea € Ty x € V*.
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Si una gramética no esta en la forma normal de Greibach, podemos rees-
cribirla en esta forma con algunas de las técnicas mencionadas anteriormente.
Aqui hay dos ejemplos simples.

Ejemplo 6.9 La gramética

S — AB,
A — aA|bBJb,
B—b

no esta en forma normal de Greibach. Pero aplicando las sustituciones del
Teorema obtenemos la gramatica equivalente

S — aAB|bBB|bB,
A — aA|bBlb,
B—b

Ejemplo 6.10 Convierta la gramatica
S — abSbh|aa

a su forma normal de Greibach.

Aqui podemos usar un dispositivo similar al introducido en la construc-
cién de la forma normal de Chomsky. Introducimos nuevas variables A y
B como sinénimos para los terminales a y b, por supuesto también agrega-
mos las producciones correspondientes, Sustituyendo los terminales por sus
respectivas variables obtenemos la graméatica

S — aBSB|aA,
A — a,
B—=b

que estd en forma normal de Greibach.
O

En general ni la conversiéon de una gramaética dada a la forma normal
de Greibach ni la prueba de que esto siempre se puede hacer es un asunto
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sencillo. Introducimos aqui la forma normal de Greibach porque simplificara
la discusion técnica de un resultado importante en el préximo capitulo.

Sin embargo, desde un punto de vista conceptual, la forma normal de
Greibach no juega ningun otro papel en nuestra discusion, por lo que solo
citamos el siguiente resultado general sin demostracion.

Teorema 6.7 Para cada gramatica libre de contexto G con A ¢ L(G), existe

una graméatica equivalente GG en forma normal de Greibach.
[ |

6.2.3. Ejercicios
1. Convierta las siguientes gramaticas a forma normal de Chomsky.
a) S — aSS|alb.
b) S — aSb|Sab|ab.
c)

S — aSaaAl|A,
A — abA|bb.

S — baAB,
A — bABI|A
B — BAa|A|.

S — AB|aB,
A = abb|A
B — bbA.

2. Convierta las siguientes graméaticas a forma normal de Greibach.

a)
S — aSblbSala|blab
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b)
S — aSb|ab|bb

S — ablaS|aaS|aSS

S — ABb|alb,
A — aaA|B,
B — bAb.

6.3. Un algoritmo de membresia para gramati-
cas libres de contexto

En la Seccién[5.2] afirmamos, sin ninguna elaboracién, que existen algorit-
mos de membresia y analisis sintactico para gramaticas libres de contexto que
requieren aproximadamente |w|? pasos para analizar una cadena w. Ahora
estamos en condiciones de justificar esta afirmacion.

El algoritmo que describiremos aqui se llama algoritmo CYK, en honor
a sus creadores J. Cocke, D. H. Younger y T. Kasami. El algoritmo funcio-
na sélo si la gramatica esta en la forma normal de Chomsky y tiene éxito
al dividir un problema en una secuencia de problemas mas pequenos de la
siguiente manera.

Asuma que tenemos una gramatica libre de contexto G = (V, T, .S, P) en
forma normal de Chomsky y una cadena

W = a1a9 -+ * Qp.

Defina subcadenas
y subconjuntos de V'

Claramente, w € L(G) siy sélo si S € Vi,.
Para calcular V;;, observe que A € V; si y sélo si G contiene una pro-
duccién A — a;. Por lo tanto, Vj; se puede calcular para todo 1 < i < n
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inspeccionando a w y las producciones de la gramatica.Para continuar, note
que para todo j > 4, A deriva w;; si y sélo si existe una produccién A — BC,
con B= wyy C = Wi41; para algun k con ¢ < k, k < j. En otras palabras

Vij = U {A :A— BC, con BeVy,Ce Vk+1j} (6.8)
ke{iit+1,- ,j—1}

Una inspeccion a los indices en muestra que se pueden usar para
calcular todos los V;; si procedemos en la secuencia.

1. Calcule Vi1, Voo, -+, Vo,

2. Calcule Vig, Vag, -+, Vi_1p,
3. Calcule Vi3, Vay, -+, Vi_op,
4. Calcule Vig, Vos, -+, Vi _3p,

6. Calcule Vi,_o, Van_1, V3,
7. Calcule Vi,,_1, Vo,
8. Calcule V4,,.

Ejemplo 6.11 Determine si la cadena w = aabbb esta en el lenguaje gene-
rado por la gramatica dada por las producciones

S — AB,
A — BBla,
B — ABIJb.

Primero note que wy;; = a el conjunto Vj; de todas las variables que
derivan inmediatamente a a es V;; = {A}. Ya que wsy = a, también tenemos
que Voo = {A} y, similarmente tenemos que

Vii = {A}, Voo = {A}, Vaz = { B}, Vay = { B}, V55 = { B}
Ahora usamos para obtener
‘/12 = {AA_>BC7B € ‘/11761E ‘/22}7
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la tinica variable de Vj; es A y la unica variable de V5, también es A, por
lo tanto buscamos AA como parte derecha de alguna de las reglas, como no
esté entonces Vig = 0.

Para V53, buscamos AB del lado derecho de las producciones, vemos que
tanto S como B derivan AB, por lo tanto Va3 = {S, B}.

Para V34, buscamos BB del lado derecho de las producciones, vemos que
sélo A deriva a BB, por lo tanto V34 = {A}.

Para V5, buscamos BB del lado derecho de las producciones, vemos que
sélo A deriva a BB, por lo tanto V5 = {A}.

Para Vi3 buscamos del lado derecho de las producciones a AS y AB,
la primera no se encuentra pero a la segunda la pueden derivar S y B, asi
Vis = {S, B}. Siguiendo de esta manera obtenemos:

‘/13 = {573}7%4 = {A}a‘/?ﬁ = {SaB}

Para Vi, se tienen que analizar Vi1 Vo4, VioVay, Vi3Vig.

Para V55 se tienen que analizar VosVas, VosVis, Vou Vis.

Para Vi5 se tienen que analizar Vi1 Va5, ViaVas, VigVis, VigVss.
Obteniendo finalmente

Vin = {A}, Vay = {A}, Vaz = {B}, Vi = {B}, Vs = {B}.
Vig =0, Va3 = {S, B}, Vs = {A}, Vs = {A}.
Vis = {5, B}, Vas = {A}, Vg5 = {5, B}.
Vig = {A}, Vos = {5, B}.
Vis ={S, B}.

Y como S € Vj5 entonces aabbb € L(G).
O

El algoritmo CYK, como se describe aqui, determina la pertenencia a cual-
quier lenguaje generado por una graméatica en la forma normal de Chomsky.
Con algunas adiciones para realizar un seguimiento de cémo se derivan los
elementos de V;;, se puede convertir en un método de analisis.

Para ver que el algoritmo de membresia CYK requiere O(n?®) pasos, ob-
serve que se deben calcular exactamente n(n + 1)/2 conjuntos de V;;. Cada
uno implica la evaluacién de, como maximo, n términos en , por lo que
se sigue el resultado declarado.
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6.3.1. Ejercicios

1. Use el algoritmo CYK para saber si las siguientes palabras estan en el
lenguaje generado por la gramética del Ejemplo 6.11]

a) abb, c¢) aabba, e) aaabbb,
b) bbb, d) abbbb, f) aaaabbb.

2. Utilice el método CYK para determinar si la cadena w = aaabbbb esta
en el lenguaje generado por la gramética S — aSbhlb.
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Capitulo 7

Automatas de pila

La descripcion de lenguajes libres de contexto por medio de gramaticas li-
bres de contexto es conveniente, como lo ilustra el uso de BNF en la definicién
de lenguajes de programacion. La siguiente pregunta es si existe una clase
de autématas que se pueda asociar con lenguajes libres de contexto. Como
hemos visto, los autématas finitos no pueden reconocer todos los lenguajes
libres de contexto.

Intuitivamente, entendemos que esto se debe a que los autématas finitos
tienen memorias estrictamente finitas, mientras que el reconocimiento de un
lenguaje libre de contexto puede requerir el almacenamiento de una cantidad
ilimitada de informacion. Por ejemplo, al escanear una cadena del lenguaje

= {a™" : n > 0}, no sélo debemos verificar que todas las a preceden a
la primera b, también debemos contar el niimero de a. Dado que n no esté
acotado, este conteo no se puede realizar con una memoria finita.

Queremos una maquina que pueda contar sin limite. Pero como vemos en
otros ejemplos, como {ww!}, necesitamos més que una capacidad de conteo
ilimitada: necesitamos la capacidad de almacenar y combinar una secuencia
de simbolos en orden inverso. Esto sugiere que podriamos probar una pila
como mecanismo de almacenamiento, lo que permite un almacenamiento ili-
mitado que se restringe a operar como una pila. Esto nos da una clase de
méquinas llamadas autématas de pila (pda).

En este capitulo, exploramos la conexion entre los autématas de pila y los
lenguajes libres de contexto. Primero mostramos que si permitimos que los
automatas de pila actiien de manera no determinista, obtenemos una clase de
automatas que acepta exactamente la familia de lenguajes libres de contexto.
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Input file

U

Stack

Control unit

Figura 7.1: Representacion esquemética de un autémata de pila.

7.1. Autématas de pila no deterministas

En la Figura se da una representacién esquematica de un autémata
de pila. Cada movimiento de la unidad de control lee un simbolo del archivo
de entrada, mientras que al mismo tiempo cambia el contenido de la pila a
través de las operaciones de pila habituales. Cada movimiento de la unidad
de control esta determinado por el simbolo de entrada actual, asi como por
el simbolo actualmente en la parte superior de la pila. El resultado del mo-
vimiento es un nuevo estado de la unidad de control y un cambio en la parte
superior de la pila.

7.1.1. Definicién de un autémata de pila

Formalizar esta nocién intuitiva nos da una definicion precisa de un
autémata de pila.

Definicién 7.1 Un aceptador de pila no determinista (npda) se define
por la septupla
M = (Q7 E,F, 57 qo, ZvF)a

donde

(@ es un conjunto de estados internos de la unidad de control,
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> es el alfabeto de entrada,
I' es un conjunto finito de de simbolos llamado el alfabeto de la pila,

0:Qx (XU{A}) xI = R C(Q xTI¥) es la funcién de transicién, donde R
debe ser un conjunto finito,

qo € @ es el estado inicial de la unidad de control,
z € I es el simbolo inicial de la pila,

F C @ es el conjunto de estados finales.

La complicada apariencia formal del dominio y rango de § merece un
examen mas detenido. Los argumentos de § son el estado actual de la uni-
dad de control, el simbolo de entrada actual y el simbolo actual en la parte
superior de la pila. El resultado es un conjunto de pares (g, x), donde q es el
siguiente estado de la unidad de control y x es una cadena que se coloca en
la parte superior de la pila en lugar del iinico simbolo anterior.

Tenga en cuenta que el segundo argumento de ¢ puede ser A, lo que
indica que es posible un movimiento que no consume un simbolo de entrada.
Llamaremos a tal movimiento una transicion A. Tenga en cuenta también
que 0 se define de modo que necesita un simbolo de pila; ningtin movimiento
es posible si la pila esta vacia.

Finalmente, el requisito de que los elementos del rango de § sean un
subconjunto finito es necesario porque ) X I'* es un conjunto infinito y por
lo tanto tiene infinitos subconjuntos. Si bien un npda puede tener varias
opciones para sus movimientos, esta eleccién debe estar restringida a un
conjunto finito de posibilidades.

Ejemplo 7.1 Suponga que el conjunto de reglas de transiciéon de un npda
contiene:

5(Q17a>b) = {(Q2;Cd)a (CI3, )\)}

Si en algiin momento el autémata entra al estado ¢, lee el simbolo de entrada
a y el simbolo en el tope de la pila es b, entonces ocurren dos cosas:

1. el autéomata entra al estado ¢o y la cadena cd reemplaza a b en el tope
de la pila, es decir, b se elimina del tope de la pila y se empila la cadena

cd.
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2. el autémata entra al estado g3 y la cadena A\ reemplaza a b en el tope
de la pila, es decir, b se elimina del tope de la pila y ninguna cadena se
empila.

En nuestra notacién asumimos que insertar una cadena en la pila se hace
simbolo por simbolo, empezando por la parte mas derecha de la cadena.

O
Ejemplo 7.2 Considere el siguiente npda:

Q - {QO7 q1, 42, Q?)}a

Y ={a,b},

I'=4{0,1},

z =0,

F= {QS}-

con estado inicial qg y

(g0, a,0) = {(q1,10), (g3, \) }, 6(q1,b,1) = {(g2, M)},
(g0, A, 0) = {(gs, M) }, (g2, b,1) = {(g2, M) },
6(q1,a,1) = {(q1,11)}, (g2, A, 0) = {(gs, \) }.

.. Qué podemos decir de la accién de este autémata?

Primero, observe que las transiciones no se especifican para todas las
combinaciones posibles de simbolos de entrada y de pila. Por ejemplo, no se
da ninguna entrada para §(qo, b,0). La interpretacién de esto es la misma
que usamos para los autéomatas finitos no deterministas: una transicién no
especificada es el conjunto vacio y representa una configuraciéon muerta para
el npda. Las transiciones cruciales son

5((]1’ a, 1) = {(qla 11)}
que agrega un 1 a la pila cuando se lee una a, y
6(‘]27 b7 1) = {(q27 /\)}

que elimina un 1 cuando se encuentra una b. Estos dos pasos cuentan el
namero de a que empatan con el nimero de b. La unidad de control esta
en el estado ¢; hasta que se encuentra la primera b, en cuyo momento pasa
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(o) a,0,10 7 2111

O
A, 0,0

Figura 7.2: Grafo de transiciones para el npda del Ejemplo [7.2

al estado ¢o. Esto asegura que ninguna b precede a la ultima a. Después de
analizar las transiciones restantes, vemos que el npda terminara en el estado
final g3 si y sélo si la cadena de entrada esta en el lenguaje

L={a"bt":n>0}U{a}.

Como analogia con los autématas finitos, podriamos decir que el npda acepta
el lenguaje anterior. Por supuesto, antes de hacer tal afirmacion, debemos
definir qué entendemos por un npda que acepta un lenguaje.

O

También podemos usar grafos de transiciones para representar los npda.
En esta representacion, etiquetamos las aristas del grafo con tres cosas: el
simbolo de entrada actual, el simbolo en la parte superior de la pila y la
cadena que reemplaza la parte superior de la pila.

Ejemplo 7.3 El npda del Ejemplo estd representado por el grafo de
transiciones de la Figura [7.2] O

Si bien los grafos de transiciones son convenientes para describir los npda,
son menos utiles para generar argumentos. El hecho de que tengamos que
realizar un seguimiento, no solo de los estados internos, sino también del
contenido de la pila, limita la utilidad de los grafos de transiciones para el
razonamiento formal.

En cambio, presentamos una notacién sucinta para describir las configu-
raciones sucesivas de un npda durante el procesamiento de una cadena. Los
factores relevantes en cualquier momento son el estado actual de la unidad
de control, la parte no leida de la cadena de entrada y el contenido actual de
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la pila. Juntos, estos determinan por completo todas las formas posibles en
que puede proceder el npda. Al triple

(Q7 w? u)’

donde q es el estado en el que se encuentra el autémata, w es la parte que no
se ha leido de la cadena de entrada y wu es el contenido de la pila (el sitmbolo
més a la izquierda de u esta en el tope de la pila), se le llama descripcién
instantanea del autémata de pila.

Un movimiento en un paso de una descripcion intantanea a otra se denota
mediante el simbolo +; asi

(g1, aw, bx) = (g2, w, y)
es posible si y sélo si
(q2,y) € 0(q1,a,b).
Movimientos que toman un nimero arbitrario de pasos se denotan mediante
li. Asi, la expresion
(qu, w1, 1) }i (g2, w2, 22)

indica un posible cambio de configuracion en cierto niimero de pasos.
En ocasiones en las que se estan considerando varios automatas, usaremos
ks para enfatizar que el movimiento lo realiza el autémata M.

7.1.2. El lenguaje aceptado por un autémata de pila
Definicién 7.2 Sea M = (Q, %, 1,0, qo, 2z, F') un autémata de pila no deter-
minista. El lenguaje aceptado por M es el conjunto

L(M) = {w € X" (qo,w,2) Fus (p,/\,u),pEF,UGF*}.

En palabras, el lenguaje aceptado por un npda es el conjunto de palabras
que al ser leidas por el automata empezando en el estado inicial lo llevan a
un estado final, sin importar lo que quede en la pila.

Ejemplo 7.4 Construya un npda que acepte el lenguaje

L= {w € {a,b}" i ny(w) = nb(w)}.
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a,0,00;b,1,11
a,z,0z;b,0,A;
b,z,1z;a,1, A,

Figura 7.3: Grafo de transiciones para el npda del Ejemplo

Como en el Ejemplo la solucidn a este problema implica contar el nimero
de a y b, lo cual se hace facilmente con una pila. Aqui ni siquiera tenemos
que preocuparnos por el orden de las a y las b.

Podemos insertar un simbolo contador, digamos 0, en la pila cada vez que
se lee una a, luego sacar un simbolo contador de la pila cuando se encuentra
una b. La tnica dificultad con esto es que si hay un prefijo de w con més
b que a, no encontraremos un 0 en el tope de la pila. Pero esto es facil de
arreglar; podemos usar un simbolo contador negativo, digamos 1, para contar
las b que se compararan con las ¢ mas tarde. La solucion completa se da en
el grafo de transiciones de la Figura [7.3]

O

Ejemplo 7.5 Construya un npda que acepte el lenguaje:
L= {wwR Lw E {a,b}*},

usamos el hecho de que los simbolos se recuperan de una pila en el orden
inverso al de su insercién. Al leer la primera parte de la cadena, empilamos
simbolos consecutivos en la pila.

Para la segunda parte, comparamos el simbolo de entrada actual con la
parte superior de la pila, continuando mientras los dos coincidan. Dado que
los simbolos se recuperan de la pila en orden inverso al que se insertaron, se
lograré una coincidencia completa si y sélo si la entrada tiene la forma ww®.

Una dificultad aparente con esta sugerencia es que no conocemos la mitad
de la cadena, es decir, dénde termina w y comienza w’. Pero la naturaleza
no determinista del autémata nos ayuda con esto; el npda adivina correcta-
mente dénde esta el medio y cambia de estado en ese punto. Una solucién al
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problema viene dada por M = (Q, %, 1,9, qo, z, F'), donde

Q = {QO’Q17Q2}>
Y ={a, b},
I'={a,b,z},
F={g}

La funcion de transicién se puede visualizar como si tuviera varias partes: un
conjunto para empilar w en la pila empezando en g,

6(qo, a,a) = {(qo, aa)}, (g0, b, a) = {(qo, ba)},
6(qo, a,b) = {(qo, ab)}, 6(qo,b,b) = {(qo, bb)},
(5<q0,CL,Z) = {<q05az)}a 5(Q0>b7 Z) = {(qo,bz)}

un conjunto para adivinar la mitad de la cadena, donde el npda cambia del
estado qg a g1,

6(q0, A a) = {(q1,a)}, 6(qo, A, 0) = {(q1,0)}.

Un conjunto que empata w? con el contenido de la pila:

6(q1,a,a) = {(q1, M)}, 6(q1,0,b) = {(q1, M) }.

Finalmente, la transicién que reconoce un empate exitoso:

0(q1, A, 2) = {(g2, 2)}-

El siguiente arbol describe los movimientos que realiza el npda para reconocer
la palabra abba, note que solo tiene éxito la rama que adivina cual es la
mitad de la cadena. Las bifurcaciones del arbol representan los movimientos
no deterministas del npda.
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(qo, abba, z)

(qo, bba, az)

/\

(g0, ba, baz) (q1,bba,az)X

/\

(QO7 a, bbaz) (Q1, ba, baz)

(qo, A, abbaz)  (q1,a,bbaz)X  (qi,a,az)

(g1, A, abbaz)X (q1, A, 2)

<QQ7 )\7 Z)‘/

7.1.3. Ejercicios
Construya npda que acepten los siguientes lenguajes:
1. L= {a”b3” n > O}.
2. L={wecw?:we {a,b}*}.
3. L= {a”bmc’”m :n>0,m > 0}.
4. L = {a"b"*mcm :n>0,m > 1}.

5. L = {a3b"c" n > O}.

6. L={a"b™:n<m<3n}.

7. L={w:n,(w) = ny(w) +1}.

8. L ={w:ne(w)=2n,(w)}.

9. L = {w: ng(w) + np(w) = ne(w)}.

10. L ={w: 2n,(w) < ny(w) < 3nq(w)}.
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11. L ={w: ny(w) < ny(w)}.
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Capitulo 8

Maquinas de Turing

En nuestra discusion hasta ahora hemos encontrado algunas ideas fun-
damentales, en particular los conceptos de lenguajes regulares y libres de
contexto y su asociacion con autématas finitos y aceptadores de pila. Nues-
tro estudio ha revelado que los lenguajes regulares forman un subconjunto
propio de los lenguajes libres de contexto y, por lo tanto, que los autématas
de pila son més poderosos que los autématas finitos.

También vimos que los lenguajes libres de contexto, si bien son funda-
mentales para el estudio de los lenguajes de programacion, tienen un alcance
limitado. Esto quedd claro en el 1iltimo capitulo, donde nuestros resultados
mostraron que algunos lenguajes simples, como {a"b"c"} y {ww}, no son
libres de contexto.

Esto nos impulsa a mirar mas alld de los lenguajes libres de contexto e
investigar como se podrian definir nuevas familias de lenguajes que incluyan
estos ejemplos. Para ello, volvemos al cuadro general de un autémata. Si com-
paramos autématas finitos con autématas de pila, vemos que la naturaleza
del almacenamiento temporal crea la diferencia entre ellos.

Si no hay almacenamiento, tenemos un autémata finito; si el almacena-
miento es una pila, tenemos el autémata de pila mas poderoso. Extrapolando
a partir de esta observacién, podemos esperar descubrir familias de lenguajes
aun mas poderosas si le damos al autémata un almacenamiento mas flexi-
ble. Por ejemplo, ;jqué sucederia si, en el esquema general de la Figura
usaramos dos pilas, tres pilas, una cola o algin otro dispositivo de alma-
cenamiento? ;Cada dispositivo de almacenamiento define un nuevo tipo de
automata y, a través de él, una nueva familia de lenguajes?

Este enfoque plantea una gran cantidad de preguntas, la mayoria de las
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cuales resultan ser poco interesantes. Es mas instructivo hacer una pregun-
ta mas ambiciosa y considerar hasta donde se puede llevar el concepto de
autémata. ; Qué podemos decir sobre los autématas mas poderosos y los limi-
tes de la computacion? Esto lleva al concepto fundamental de una maquina
de Turing y, a su vez, a una definicion precisa de la idea de un cémputo
mecanico o algoritmico.

Comenzamos nuestro estudio con una definicién formal de una maquina
de Turing, luego desarrollamos una idea de lo que implica haciendo algunos
programas simples. A continuacién argumentamos que, si bien el mecanis-
mo de una maquina de Turing es bastante rudimentario, el concepto es lo
suficientemente amplio como para abarcar procesos muy complejos. La dis-
cusiéon culmina con la tesis de Turing, que sostiene que cualquier proceso
computacional, como los que llevan a cabo las computadoras actuales, puede
realizarse en una méaquina de Turing.

8.1. La maquina de Turing estandar

Una méquina de Turing es un autémata cuyo almacenamiento temporal
es una cinta. Esta cinta esta dividida en celdas, cada una de las cuales puede
contener un simbolo. Asociado con la cinta hay una cabeza de lectura y
escritura que puede viajar hacia la derecha o hacia la izquierda en la cinta y
que puede leer y escribir un solo simbolo en cada movimiento.

Para desviarnos un poco del esquema general del Capitulo [I], el autéma-
ta que usamos como maquina de Turing no tendra un archivo de entrada
ni ningtin mecanismo especial de salida. Cualquier entrada y salida que sea
necesaria se hara en la cinta de la maquina. Veremos mas adelante que esta
modificacién de nuestro modelo general en la Seccion es de poca impor-
tancia.

Podriamos retener el archivo de entrada y un mecanismo de salida es-
pecifico sin afectar ninguna de las conclusiones que estamos a punto de sa-
car, pero los omitimos porque el autémata resultante es un poco mas facil
de describir.

En la figura 9.1 se muestra un diagrama que ofrece una visualizacién
intuitiva de una maquina de Turing. La definiciéon 9.1 precisa la nocién.

Definicién 8.1 Una maquina de Turing se define por la septupla

M = (Q727F767q0aD7F)7
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Control unit

% Read-write head

a o

Figura 8.1: Diagrama de una maquina de Turing.

donde
@ es el conjunto de estados internos de la unidad de control,
> es el alfabeto de entrada,
I' es un conjunto finito de de simbolos llamado el alfabeto de la cinta,
§:QxT' = QxT x{L,R} es la funcién de transicién,
qo € @ es el estado inicial de la unidad de control,
(] € I'" es un simbolo especial llamado blanco,

F C @ es el conjunto de estados finales.

En la definicién de una maquina de Turing, asumimos que ¥ C I' — {0},
es decir, que el alfabeto de entrada es un subconjunto del alfabeto de cinta,
sin incluir el espacio en blanco. Los espacios en blanco se descartan como
entrada por razones que se haran evidentes en breve.

En general, ¢ es una funcién parcial sobre @) x I'; su interpretacion da el
principio por el cual opera una maquina de Turing. Los argumentos de o son
el estado actual de la unidad de control y el simbolo de cinta actual que se
lee.

El resultado es un nuevo estado de la unidad de control, un simbolo nuevo
de cinta, que reemplaza al antiguo, y un simbolo de movimiento, L o R. El
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LInternal state g, Internal state 7

a b c d b c

(a) (b)

Figura 8.2: La situacién (a) antes del movimiento y (b) después del movi-
miento.

simbolo de movimiento indica si la cabeza de lectura y escritura se mueve
hacia la izquierda o hacia la derecha una celda, después de que el simbolo
nuevo ha sido escrito en la cinta.

Ejemplo 8.1 La Figura [8.2] muestra la situacién antes y después del movi-
miento

5((]07 CL) = (Q17 dv R)

U

Podemos pensar en una maquina de Turing como una computadora bas-
tante simple. Tiene una unidad de procesamiento, que tiene una memoria
finita, y en su cinta tiene un almacenamiento secundario de capacidad ilimi-
tada. Las instrucciones que puede llevar a cabo una computadora de este tipo
son muy limitadas: puede detectar un simbolo en su cinta y usar el resultado
para decidir qué hacer a continuacion.

Las tnicas acciones que puede realizar la maquina son reescribir el simbolo
actual, cambiar el estado del control y mover la cabeza de lectura y escritura.
Este pequeno conjunto de instrucciones puede parecer inadecuado para hacer
cosas complicadas, pero no es asi. Las méaquinas de Turing son bastante
poderosas en principio. La funcién de transicién § define como actia esta
computadora, y a menudo la llamamos el “programa” de la maquina.

Como siempre, el automata comienza en el estado inicial dado con alguna
informacion en la cinta. Luego pasa por una secuencia de pasos controlados
por la funcion de transicion 6. Durante este proceso, el contenido de cualquier
celda de la cinta se puede examinar y cambiar muchas veces. Eventualmente,
todo el proceso puede terminar, lo que logramos en una maquina de Turing
al ponerla en un estado de paro.
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) ) TS

a a b | a b b b b

Figura 8.3: Una secuencia de movimientos para el Ejemplo [8.2]

Se dice que una maquina de Turing se detiene cada vez que alcanza una
configuracion para la que 6 no esta definido; esto es posible porque ¢ es una
funcién parcial. De hecho, supondremos que no se definen transiciones para
ningin estado final, por lo que la maquina de Turing se detendra cada vez
que entre en un estado final.

Ejemplo 8.2 Considere la méquina de Turing definida mediante:

Q=1{q, 0}, (g0, @) = (qo, b, R),
Y= {aab}7 5(Q07b) = <QO7b> R)7
I'={a, 0,0}, d(q0,00) = (¢1, 00, L).
F={a},

Si esta maquina de Turing se inicia en el estado gy con el simbolo a debajo de
la cabeza de lectura y escritura, la regla de transicién aplicable es 6(qo,a) =
(qo, b, R). Por lo tanto, la cabeza de lectura y escritura reemplazard la a con
una b, luego se movera hacia la derecha en la cinta. La maquina permanecerd
en el estado qp.

Cualquier a posterior también se reemplazara con una b, pero las b no se
modificardan. Cuando la méaquina encuentra el primer espacio en blanco, se
movera una celda hacia la izquierda y luego se detendra en el estado final ¢;.

La Figura muestra varias etapas del proceso para una configuracion
inicial simple.

g

Como antes, podemos usar grafos de transiciones para representar maqui-
nas de Turing. Ahora etiquetamos las aristas del grafo con tres elementos: el
simbolo de cinta actual, el simbolo que lo reemplaza y la direccién en la que
se debe mover la cabeza de lectura y escritura. La maquina de Turing del
Ejemplo [8.2] estd representada por el grafo de transiciones de la Figura [8.4]
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a b R;
b b R

% 0,0,L

Figura 8.4: Grafo de transiciones para la maquina de Turing del Ejemplo [8.2]

a, a, L;
b b L;
0,0 L

a a R;
b b, R;
00 R

Figura 8.5: Grafo de transiciones para la maquina de Turing del Ejemplo [8.3]

Ejemplo 8.3 Mire la mdquina de Turing en la Figura 8.5 Para ver qué
sucedera, podemos trazar un caso tipico. Suponga que la cinta inicialmente
contieneab - - -, con la cabeza de lectura y escritura en a.

La maquina luego lee la a, pero no la cambia. Su siguiente estado es ¢;
y la cabeza de lectura y escritura se mueve hacia la derecha, de modo que
ahora estd sobre b. Este simbolo también se lee y se deja sin cambios. La
maquina vuelve al estado gy y la cabeza de lectura y escritura se mueve
hacia la izquierda.

Ahora estamos exactamente en el estado original y la secuencia de movi-
mientos comienza de nuevo. De esto queda claro que la maquina, cualquiera
que sea la informacion inicial en su cinta, funcionara para siempre, con la
cabeza de lectura y escritura moviéndose alternativamente a la derecha y
luego a la izquierda, pero sin modificar la cinta.

Este es un ejemplo de una méaquina de Turing que no se detiene. En
analogia con la terminologia de programacién, decimos que la maquina de
Turing esta en un ciclo infinito.

U

Dado que se pueden hacer varias definiciones diferentes de una maquina
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de Turing, vale la pena resumir las caracteristicas principales de nuestro
modelo, al que llamaremos maquina de Turing estandar:

1. La maquina de Turing tiene una cinta ilimitada en ambas direcciones,
lo que permite cualquier nimero de movimientos hacia la izquierda y
hacia la derecha.

2. La maquina de Turing es determinista en el sentido de que ¢ define
como maximo un movimiento para cada configuracion.

3. No hay un archivo de entrada especial. Suponemos que en el momento
inicial la cinta tiene algin contenido especifico. Algo de esto puede
considerarse entrada. Del mismo modo, no hay ningun dispositivo de
salida especial. Cada vez que la maquina se detiene, algunos o todos
los contenidos de la cinta pueden verse como salida.

Estas convenciones se eligieron principalmente por la conveniencia de la
discusién posterior. En el Capitulo [9] veremos otras versiones de méquinas
de Turing y discutiremos su relaciéon con nuestro modelo estandar.

Aqui, como en el caso de los pda, la forma mas conveniente de exhibir
una secuencia de configuraciones de una méaquina de Turing utiliza la idea
de una descripcién instantanea. Cualquier configuracién estd completamente
determinada por el estado actual de la unidad de control, el contenido de la
cinta y la posicién de la cabeza de lectura y escritura. Usaremos la notacion
en la que

L1492

142 - Qp—1qQEAg41 * * * Qp,

es la descripcién instantdnea de una maquina en el estado ¢ con la cinta que se
muestra en la Figura[8.6] Los simbolos ay, . .., a, muestran el contenido de la
cinta, mientras que q define el estado de la unidad de control. Esta convencion
se elige de modo que la posicién de la cabeza de lectura y escritura esté sobre
la celda que contiene el simbolo inmediatamente después de q.

La descripcion instantanea brinda sélo una cantidad finita de informacion
a la derecha y a la izquierda de la cabeza de lectura y escritura. Se supone
que la parte no especificada de la cinta contiene todos los espacios en blan-
co; normalmente tales espacios en blanco son irrelevantes y no se muestran
explicitamente en la descripcion instantanea.
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Internal state ¢

%

2 | . C | Gt | G | Cer | : : n

1 )

Figura 8.6: Configuracién de una maquina de Turing con descripcion ins-
tantanea aias - - - ar_1QaxaKL1 - - - Q.

Sin embargo, si la posicion de los espacios en blanco es relevante para la
discusién, el simbolo en blanco puede aparecer en la descripcién instantanea.
Por ejemplo, la descripcion instantanea glw indica que la cabeza de lectura
y escritura esta en la celda inmediatamente a la izquierda del primer simbolo
de w y que esta celda contiene un espacio en blanco.

Ejemplo 8.4 Las imagenes dibujadas en la Figura [8.3| corresponden a la
secuencia de descripciones instantaneas gpaa, bgoa, bbgell, bqib.

i

Un movimiento de una configuracién a otra se denotara con k. Asi, si

5(611’ C) = (q27 €, R);

entonces el movimiento
abqcd = abeqgad
se realiza siempre que el estado interno sea ¢, la cinta contenga abcd y la

cabeza de lectura y escritura esté en c. El simbolo F tiene el significado
habitual de un nimero arbitrario de movimientos. Los subindices, como +;,
se usan en argumentos para distinguir entre varias maquinas.

Ejemplo 8.5 La accién de la maquina de Turing en la Figura |8.3| se puede
representar por
qoaa = bgya = bbgod + bgib

qoaa = bg b
O
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Para una mayor discusién, es conveniente resumir las diversas observa-
ciones que acabamos de hacer de manera formal.

Definicién 8.2 Sea M = (Q, %, 1,9, ¢o,d, F') una méquina de Turing. En-
tonces cualquier cadena aj ---ax_1q1Qxaks1 - apn, con a; € 'y q1 € Q, es
una descripcién instantanea de M. Un movimiento

)
a1ag - Qg 1QAkagy1 - Qp - a1a2 - Qp103q A1 - - ap
es posible si y solo si

5(q7 ak) = (q/7 a;c? R)

Un movimiento

/ /
ai1ag - - Qg-1qagQgy1 - - - Qp Fajaz---q Ag—1ApQg41 - - Ap
es posible si y solo si
/ !/
5((]7 ak) = (q y Qs L)

Se dice que una méquina de Turing M para iniciando en alguna configuracion
inicial z1q;x9 si

r1¢;%2 F y1g5ay2

para cualquier ¢; y a para los que §(g;, a) estd indefinida. A la secuencia de
configuraciones que llevan a la maquina M a un estado de paro se le llama
calculo.

El ejemplo muestra la posibilidad de que una maquina de Turing nun-
ca se detenga, avanzando en un ciclo sin fin del que no puede escapar. Esta
situacién juega un papel fundamental en la discusion de las méquinas de
Turing, por lo que utilizamos una notacion especial para ello. Lo representa-
remos por

*

19T F 0o

indicando que, a partir de la configuracion inicial x1qgx,, la maquina entra en
un ciclo y nunca se detiene.
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8.1.1. Maquinas de Turing como aceptadoras de len-
guajes

Las maquinas de Turing pueden verse como aceptadoras en el siguiente
sentido. Se escribe una cadena w en la cinta, con espacios en blanco que
completan las partes no utilizadas. La maquina se pone en marcha en el
estado inicial ¢o con la cabeza de lectura y escritura colocada en el simbolo
mas a la izquierda de w. Si, después de una secuencia de movimientos, la
maquina de Turing entra en un estado final y se detiene, entonces se considera
que w es aceptada.

Definicién 8.3 Sea M = (Q,>, T, 9, g0, T, F') una maquina de Turing. En-
tonces el lenguaje aceptado por M es

L(M) = {w eEXT i quwk 1422, qr € Fx, 29 € F*}.

Esta definicién indica que la entrada w estéa escrita en la cinta con espacios
en blanco a ambos lados. La razén para excluir espacios en blanco de la
entrada ahora se vuelve clara: nos asegura que toda la entrada esta restringida
a una regiéon bien definida de la cinta, delimitada por espacios en blanco a la
derecha y a la izquierda.

Sin esta convencion, la maquina no podria limitar la regiéon en la que
debe buscar la entrada; sin importar cuantos espacios en blanco viera, nunca
podria estar seguro de que no hubiera alguna entrada que no estuviera en
blanco en algin otro lugar de la cinta.

La Definicién nos dice qué debe suceder cuando w € L(M). No dice
nada sobre el resultado de cualquier otra entrada. Cuando w no esta en L(M),
puede suceder una de dos cosas: la maquina puede detenerse en un estado no
final o puede entrar en un ciclo infinito y nunca detenerse. Cualquier cadena
para la cual M no se detiene, por definicién, no estd en L(M).

Ejemplo 8.6 Para ¥ = {0, 1} disefie una méquina de Turing que acepte el
lenguaje denotado por la expresion regular 00*.

Este es un ejercicio sencillo de programacién de méaquinas de Turing.
Comenzando en el extremo izquierdo de la entrada, leemos cada simbolo y
verificamos que sea un 0. Si lo es, continuamos moviéndolo hacia la derecha.
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Si llegamos a un espacio en blanco sin encontrar nada mas que 0, terminamos
y aceptamos la cadena.

Si la entrada contiene un 1 en cualquier parte, la cadena no esta en
L(00*), y nos detenemos en un estado no final. Para realizar un seguimiento
del célculo, son suficientes dos estados internos @ = {qo, ¢1} y un estado final
F = {q}. Como funcién de transiciéon podemos tomar

(40, 0) = (qo, 0, R),
6(q0,0) = (¢1, 0, R).

Siempre que aparezca un 0 debajo de la cabeza de lectura y escritura, la
cabeza se moverd hacia la derecha. Si en algin momento se lee un 1, la
mdquina se detendrd en el estado no final g, ya que 6(qo, 1) no esté definida.

Tenga en cuenta que la maquina de Turing también se detiene en un
estado final si se inicia en el estado gy en un espacio en blanco. Podriamos
interpretar esto como la aceptacién de A, pero por razones técnicas la cadena

vacia no esté incluida en la Definicién R.3L
]

El reconocimiento de lenguajes mas complicados es mas dificil. Dado que
las maquinas de Turing tienen un conjunto de instrucciones primitivo, los
calculos que podemos programar facilmente en un lenguaje de nivel superior
suelen ser engorrosos en una maquina de Turing. Aun asi, es posible, y el
concepto es facil de entender, como ilustran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 8.7 Para ¥ = {a,b} disenie una méquina de Turing que acepte
L={ad"b":n>1}.

Intuitivamente, resolvemos el problema de la siguiente manera. Comenzando
en la a mas a la izquierda, la marcamos reemplazandola con algin simbolo,
digamos x. Luego dejamos que la cabeza de lectura y escritura viaje hacia
la derecha para encontrar la b mas a la izquierda, que a su vez se marca
reemplazandola con otro simbolo, digamos y.

Después de eso, volvemos a la izquierda hacia la a mas a la izquierda, la
reemplazamos con una x, luego nos movemos hacia la b més a la izquierda
y la reemplazamos con y, y asi sucesivamente. Viajando de un lado a otro
de esta manera, empatamos cada a con una b correspondiente. Si después de
algin tiempo no quedan a o b, entonces la cadena debe estar en L.
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Trabajando los detalles, llegamos a una soluciéon completa para la cual

Q = {Qan17q2>q37q4}a F = {Q4}> Y= {a7b}7 I'= {aa baxayv D} Las transi-
ciones se pueden dividir en varias partes. El conjunto

reemplaza la a mas a la izquierda con una x, luego hace que la cabeza de
lectura y escritura viaje hacia la derecha hasta la primera b, reemplazandola
con una y. Cuando se escribe y, la maquina entra en un estado go, lo que
indica que una a se ha emparejado con éxito con una b.

El siguiente conjunto de transiciones invierte la direccién hasta que se
encuentra una x, reposiciona la cabeza de lectura y escritura sobre la a mas
a la izquierda y devuelve el control al estado inicial.

5((]273/) = (q27y7 L)a
5((]270’) = (q27aa L)a
5(q27$) = (q07x7R)7

Después de pasar por esta parte del computo, la maquina habra realizado
el computo parcial.

qoaa---abb---bF xqoa---ayb---D,

de modo que una sola a se ha emparejado con una sola b. Después de dos
pasadas, habremos completado el computo parcial.

qoa/a/"'abb"'bﬁquo"'ayy"'b,

y asi sucesivamente, indicando que el proceso de emparejamiento se esta rea-
lizando correctamente. Cuando la entrada es una cadena a™b", la reescritura
continia de esta manera, deteniéndose sélo cuando no hay més a para borrar.

Al buscar la @ mas a la izquierda, la cabeza de lectura y escritura se des-
plaza hacia la izquierda con la méquina en el estado ¢. Cuando se encuentra
una z, la direccién se invierte para obtener la a. Pero ahora, en lugar de
encontrar una a, encontrara una y.
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Para terminar, se realiza una verificacién final para ver si todas las letras
a 'y b han sido reemplazadas (para detectar entradas donde una a sigue a una
b). Esto se puede hacer mediante

6(q0,y) = (g3,9, R),
0(g3,9) = (g3,9, R),
0(g3,0) = (qs, 0, R).

Si ingresamos una cadena que no estd en el lenguaje, el calculo se detendra
en un estado no final. Por ejemplo, si le damos a la maquina una cadena a0,
con n > m, la méquina eventualmente encontrara un espacio en blanco en el
estado ¢;. Se detendra porque no se especifica ninguna transicién para este
caso. Otra entrada que no esté en el lenguaje también conducira a un estado
de detencion no final.

La entrada particular aabb da las siguientes descripciones instantaneas
sucesivas:

qoaabb = xgiabb = xaq,bb - xgayb
F gerayb F xqoayb F xxqyb
Fzryqb - zrqyy b agryy

Fxxqoyy - rrygsy b xryygsU
F zayy g0,

En este punto, la méquina de Turing se detiene en un estado final, por lo que
se acepta la cadena aabb.
Se le sugiere trazar este programa con varias cadenas mas en L, asi como

con algunas que no estan en L.
O

Ejemplo 8.8 Disene una maquina de Turing que acepte
L={a"b"c" :n>1}.

Las ideas utilizadas en el Ejemplo [8.7] se trasladan facilmente a este caso.
Hacemos coincidir cada a, b y ¢ reemplazandolos en orden por x, y y z,
respectivamente. Al final, verificamos que todos los simbolos originales hayan
sido reescritos.
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Aunque conceptualmente es una simple extension del ejemplo anterior,
escribir el programa real es tedioso. Lo dejamos como un ejercicio algo largo,
pero directo. Tenga en cuenta que aunque {a"b"} es un lenguaje libre de
contexto y {a™b"c"} no lo es, las maquinas de Turing pueden aceptarlos con
estructuras muy similares.

g

Una conclusién que podemos sacar de este ejemplo es que una maquina
de Turing puede reconocer algunos lenguajes que no son libres de contexto,
una primera indicacion de que las méaquinas de Turing son mas poderosas
que los automatas de pila.

8.1.2. Maquinas de Turing como transductores

Hemos tenido pocas razones hasta ahora para estudiar transductores;
en la teoria de lenguajes, los aceptores son bastante adecuados. Pero como
veremos en breve, las maquinas de Turing no sélo son interesantes como
aceptadoras de lenguajes, sino que también nos proporcionan un modelo
abstracto simple para las computadoras digitales en general.

Dado que el propésito principal de una computadora es transformar la
entrada en salida, actia como un transductor. Si queremos modelar compu-
tadoras usando maquinas de Turing, tenemos que mirar mas de cerca este
aspecto.

La entrada para un calculo seran todos los simbolos que no estén en
blanco en la cinta en el momento inicial. Al final del céalculo, la salida serd
lo que esté en la cinta. Por lo tanto, podemos ver una méaquina de Turing
transductoa M como una implementacion de una funcién f definida por

W= f(w)
siempre que

qow Far qpw,

para algin estado final g;.

Definicién 8.4 Una funcién f con dominio D se dice que es Turing compu-
table o s6lo computable si existe alguna maquina de Turing

M:(Q727Fa57q07|:|7F)
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tal que

qow Fur qrf(w), qr € F,
para todo w € D.

Como afirmaremos en breve, todas las funciones matematicas comunes,
sin importar cuan complicadas sean, son Turing computables. Comenzamos
observando algunas operaciones simples, como la suma y la comparacion
aritmética.

Ejemplo 8.9 Dados dos enteros positivos x y y, disene una maquina de
Turing que calcule z + .

Primero tenemos que elegir alguna convencién para representar ntimeros
enteros positivos. Para simplificar, usaremos una notaciéon unaria en la que
cualquier entero positivo x se representa por w(x) € {1}, tal que

w(a)] = .

También debemos decidir como se colocan inicialmente x y ¥ en la cinta
y cémo aparecera su suma al final del cdlculo. Supondremos que w(z) y w(y)
estdn en la cinta en notaciéon unaria, separados por un solo 0, con la cabeza
de lectura y escritura en el simbolo més a la izquierda de w(x).

Después del célculo, w(x + y) estard en la cinta seguido de un solo 0, y la
cabeza de lectura y escritura se colocara en el extremo izquierdo del resultado.
Por lo tanto, queremos disenar una maquina de Turing para realizar el calculo

gow(z)0w(y) F gz + )0,

donde gy es un estado final. Construir un programa para esto es relativamente
simple. Todo lo que tenemos que hacer es mover el 0 de separacién al extremo
derecho de w(y), de modo que la suma no sea mas que la fusién de las
dos cadenas. Para lograr esto, construimos M = (Q,%,T',9,q, 0, F), con

Q = {(IO,Q176127Q3,Q4}a F = {q4}a y

(g0, 1) = (g0, 1, R), (g2, 1) = (g3,0, L),
6(90,0) = (q1, 1, R), d(gs,1) = (g3, 1, L),
o(q1,1) = (1, 1, R), (g3, 0) = (g1, 0, R).
0(q1, 1) = (2,1, L),
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Tenga en cuenta que al mover el 0 a la derecha creamos temporalmente un
1 adicional, un hecho que se recuerda al poner la maquina en el estado ¢;.
Se necesita la transicién 0(gq, 1) = (g3,0, R) para eliminar esto al final del
calculo. Esto se puede ver en la secuencia de descripciones instantaneas para
sumar 111 a 11:

qo111011 F 1go11011 - 11go1011 - 111¢011
F 111111 F 11111¢,1 F 111111, 0
- 11111¢e1 F 1111¢510 F 111¢3110
- 11g51110 - 1311110 F ¢5111110
- gs0111110 F 4111110 = gaw(z + y)0.

La notacién unaria, aunque engorrosa para los calculos practicos, es muy
conveniente para programar maquinas de Turing. Los programas resultantes
son mucho mas cortos y sencillos que si hubiésemos usado otra representacion,
como binaria o decimal.

|

Sumar numeros es una de las operaciones fundamentales de cualquier
computadora, que juega un papel en la sintesis de instrucciones mas compli-
cadas. Otras operaciones basicas son la copia de cadenas y las comparaciones
simples. Estos también se pueden hacer facilmente en una maquina de Turing.

Ejemplo 8.10 Disene una maquina de Turing que copie cadenas de 1s. Mas
precisamente, construya una maquina que realice el siguiente célculo:

Qow = qruww,

para cualquier w € {1}7.
Para resolver el problema, implementamos el siguiente proceso intuitivo:

1. Reemplaza cada 1 por una zx.
2. Encuentra la x mas a la derecha y reempléazala con 1.

3. Vaya al extremo derecho de la region actual que no esta en blanco y
cree un 1 alli.

4. Repita los pasos 2 y 3 hasta que no haya mas x.
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LxR il

L,1L,R

Figura 8.7: Grafo de transiciones para la maquina de Turing del Ejemplo

B.I0

La solucién se muestra en el grafo de transiciones de la Figura Y su
funcién de transicion esta dada por

qo, 1) = QO7J:7R)7 6(q07|:|> = (q17D7L)7
QIalaL)u 5((]1>x> = (Q2717R)>
g3, |:|7 R)v 5(q2a 1) = (Q27 17 R)a

Puede ser un poco dificil ver al principio que la solucion es correcta, asi que
sigamos el programa con la cadena simple 11. El calculo realizado en este
caso es

Qoll F zqol F zxqd - xqqx
FalgpUFaxqll Fgall
Flgll F 11ge1 F 111¢o0
F1lg11 - 11111 F ¢q1111
Fq 01111 F g31111.

g

Ejemplo 8.11 Sean x y y dos enteros positivos representados en notacion
unaria. Construya una maquina de Turing que pare en un estado final g, si
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x > y y que pare en un estado no final ¢, si x < y. Especificamente, una
maquina que realice el siguiente célculo:

qow(z)0w(y) li gyw(x)0w(y) si x > v,

qow(x)0w(y) F gow(z)0w(y) si x < y.

Para resolver este problema, podemos usar la idea del Ejemplo [8.7| con
algunas modificaciones menores. En lugar de empatar a y b, empatamos cada
1 a la izquierda del 0 divisorio con el 1 a la derecha. Al final del empate,
tendremos en la cinta ya sea

zx -+ 110xx - - - 20

xx - xalrx - - - 2110,

dependiendo de si x > y o y > x. En el primer caso, cuando intentamos hacer
coincidir otro 1, encontramos el espacio en blanco a la derecha del espacio de
trabajo. Esto puede usarse como una senial para ingresar al estado g,.

En el segundo caso, todavia encontramos un 1 a la derecha cuando todos
los 1 a la izquierda han sido reemplazados. Usamos esto para entrar en el
otro estado ¢,. El programa completo para esto es sencillo y se deja como
ejercicio.

Este ejemplo destaca el punto importante de que una méaquina de Tu-
ring puede programarse para tomar decisiones basadas en comparaciones
aritméticas. Este tipo de decision simple es comin en el lenguaje de maquina
de las computadoras, donde se ingresan secuencias de instrucciones alternas,

dependiendo del resultado de una operacién aritmética.
O

8.1.3. [Ejercicios

1. Construya maquinas de Turing que acepten los siguientes lenguajes
sobre {a, b}, verifique sus maquinas con dos ejemplos.

a) L ={w:|w| es impar}.
b) L ={w: |w| es multiplo de 4}.
c) L ={w:ng.(w)# ny(w)}.
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d) L={a"b"a™b" :n # 0}.
e) L ={a"*":n>1}.

2. Construya la maquina de Turing especificada en el Ejemplo veri-
fique su méaquina con dos ejemplos.

3. Construya maquinas de Turing que calculen las siguientes funciones pa-
ra x y y enteros positivos representados en unario, verifique sus maqui-
nas con dos ejemplos.

a) f(w)=w? donde w € {0,1}.
b) f(z) =2z+1.

&) flay) =20+ 3y,

d) f(z) =2 mdd b.

8.2. Tesis de Turing

La discusion anterior no solo muestra como se puede construir una maqui-
na de Turing a partir de piezas maés simples, sino que también ilustra un
aspecto negativo de trabajar con autématas de tan bajo nivel.

Si bien se necesita muy poca imaginacién o ingenio para traducir un dia-
grama de bloques o un pseudocddigo en el programa de la maquina de Turing
correspondiente, en realidad hacerlo lleva mucho tiempo, es propenso a erro-
res y agrega poco a nuestra comprension. El conjunto de instrucciones de
una maquina de Turing es tan restringido que cualquier argumento, solucién
o prueba para un problema no trivial es bastante tedioso.

Ahora nos enfrentamos a un dilema: queremos afirmar que las maqui-
nas de Turing pueden realizar no solo las operaciones simples para las que
proporcionamos programas explicitos, sino también procesos més complejos,
describibles mediante diagramas de bloques o pseudocédigo. Para defender
tales afirmaciones contra el desafio, debemos mostrar los programas relevan-
tes explicitamente.

Pero hacerlo es desagradable y distrae y debe evitarse si es posible. De
alguna manera, nos gustaria encontrar una manera de llevar a cabo una
discusion razonablemente rigurosa de las maquinas de Turing sin tener que
escribir un cédigo largo y de bajo nivel. Desafortunadamente, no existe una
forma completamente satisfactoria de salir del aprieto; lo mejor que podemos
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hacer es llegar a un compromiso razonable. Para ver como podemos lograr
tal compromiso, pasamos a un tema un tanto filoséfico.

Podemos sacar algunas conclusiones simples de los ejemplos de la seccion
anterior. La primera es que las maquinas de Turing parecen ser mas poderosas
que los automatas de pila. En el Ejemplo [8.8], esbozamos la construccion de
una maquina de Turing para un lenguaje que no es libre de contexto y para
el cual, en consecuencia, no existe ningiin autémata de pila. Los Ejemplos
B.9] y muestran que las maquinas de Turing pueden realizar algunas
operaciones aritméticas simples, realizar manipulaciones de cadenas y hacer
algunas comparaciones simples.

Supongamos que hiciéramos la conjetura de que, en cierto sentido, las
maquinas de Turing tienen la misma potencia que una computadora digital
tipica. ; Como podriamos defender o refutar tal hipdtesis?

Para defenderlo, podriamos tomar una secuencia de problemas cada vez
mas dificiles y mostrar como los resuelve alguna maquina de Turing. También
podriamos tomar el conjunto de instrucciones de lenguaje de maquina de una
computadora especifica y disenar una méaquina de Turing que pueda realizar
todas las instrucciones del conjunto.

Sin duda, esto pondria a prueba nuestra paciencia, pero en principio de-
beria ser posible si nuestra hipdtesis es correcta. Ain asi, mientras cada éxito
en esta direccién fortaleceria nuestra conviccién de la verdad de la hipotesis,
no conduciria a una prueba. La dificultad radica en el hecho de que no sa-
bemos exactamente qué se entiende por “una computadora digital tipica” y
que no tenemos medios para hacer una definicion precisa.

También podemos abordar el problema desde el otro lado. Podriamos
tratar de encontrar algin procedimiento para el cual podamos escribir un
programa de computadora, pero para el cual podamos demostrar que no
puede existir una maquina de Turing. Si esto fuera posible, tendriamos una
base para rechazar la hipotesis.

Pero nadie ha sido capaz todavia de producir un contraejemplo; el hecho
de que todos esos intentos hayan fracasado debe tomarse como evidencia
circunstancial de que no se puede hacer. Todo indica que las maquinas de
Turing son, en principio, tan poderosas como cualquier computadora.

Argumentos de este tipo llevaron a A. M. Turing y otros a mediados
de la década de 1930 a la célebre conjetura llamada tesis de Turing. Esta
hipétesis establece que cualquier calculo que pueda llevarse a cabo por medios
mecanicos puede ser realizado por alguna maquina de Turing.

Esta es una declaracion general, por lo que es importante tener en cuen-
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ta cudl es la tesis de Turing. No es algo que se pueda probar. Para ello,
tendriamos que definir con precision el término “medios mecanicos”.

Esto requeriria algin otro modelo abstracto y no nos dejaria méas adelante
que antes. La tesis de Turing se ve mas correctamente como una definicion
de lo que constituye un calculo mecanico: un cédlculo es mecanico si y solo si
puede ser realizado por alguna maquina de Turing.

Si tomamos esta actitud y consideramos la tesis de Turing simplemente
como una definicién, planteamos la cuestién de si esta definicién es suficien-
temente amplia. ; Es lo suficientemente amplio como para cubrir todo lo que
hacemos ahora (y posiblemente podriamos hacer en el futuro) con compu-
tadoras? Un “si” inequivoco no es posible, pero la evidencia a su favor es
muy fuerte.

Algunos argumentos para aceptar la tesis de Turing como la definicién de
un calculo mecanico son

1. Cualquier cosa que se pueda hacer en cualquier computadora digital
existente también se puede hacer con una maquina de Turing.

2. Nadie ha sido ain capaz de sugerir un problema, solucionable por lo
que intuitivamente consideramos un algoritmo, para el cual no se puede
escribir un programa de maquina de Turing.

3. Se han propuesto modelos alternativos para el calculo mecénico, pero
ninguno de ellos es mas potente que el modelo de la maquina de Turing.

Estos argumentos son circunstanciales y la tesis de Turing no puede ser
probada por ellos. A pesar de su plausibilidad, la tesis de Turing sigue siendo
una suposicion. Pero ver la tesis de Turing simplemente como una definicién
arbitraria pasa por alto un punto importante. En cierto sentido, la tesis de
Turing juega el mismo papel en la computacién que las leyes basicas de la
fisica y la quimica.

La fisica clasica, por ejemplo, se basa en gran medida en las leyes del mo-
vimiento de Newton. Aunque las llamemos leyes, no tienen necesidad légica;
mas bien, son modelos plausibles que explican gran parte del mundo fisico.
Los aceptamos porque las conclusiones que sacamos de ellos concuerdan con
nuestra experiencia y nuestras observaciones.

Tales leyes no pueden ser probadas como verdaderas, aunque posible-
mente pueden ser invalidadas. Si un resultado experimental contradice una
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conclusion basada en las leyes, podriamos comenzar a cuestionar su vali-
dez. Por otro lado, el fracaso repetido en invalidar una ley fortalece nuestra
confianza en ella.

Esta es la situacion de la tesis de Turing, por lo que tenemos alguna
razén para considerarla una ley bésica de la computacion. Las conclusiones
que sacamos de ella concuerdan con lo que sabemos sobre las computadoras
reales y, hasta ahora, todos los intentos de invalidarla han fallado.

Siempre existe la posibilidad de que a alguien se le ocurra otra definicion
que dé cuenta de algunas situaciones sutiles que no estan cubiertas por las
méaquinas de Turing pero que aun estan dentro del alcance de nuestra nocién
intuitiva de computacién mecanica.

En tal eventualidad, algunas de nuestras discusiones posteriores tendrian
que modificarse significativamente. Sin embargo, la probabilidad de que esto
suceda parece ser muy pequena.

Habiendo aceptado la tesis de Turing, estamos en condiciones de dar una
definicion precisa de un algoritmo.

Definicién 8.5 Un algoritmo para una funcion f : D — R es una maquina
de Turing M, a la que se le da como entrada en su cinta cualquier d € D
y eventualmente para con la respuesta correcta f(d) € R sobre su cinta.
Especificamente, se requiere que:

qod Far qp f(d), g5 € F,

para todo d € D.

Identificar un algoritmo con un programa de maquina de Turing nos per-
mite probar rigurosamente afirmaciones tales como “existe un algoritmo - - -”
o “no hay algoritmo --- 7. Sin embargo, construir explicitamente un algorit-
mo incluso para problemas relativamente simples es una tarea muy larga.

Para evitar perspectivas tan desagradables, podemos apelar a la tesis de
Turing y afirmar que cualquier cosa que podamos hacer en cualquier compu-
tadora también se puede hacer en una maquina de Turing. En consecuencia,
podriamos sustituir “programa en C” por “maquina de Turing” en la Defi-
nicion [8.5

Esto aliviaria considerablemente la carga de exhibir algoritmos. En reali-
dad, como ya hemos hecho, daremos un paso mas y aceptaremos las des-
cripciones verbales o los diagramas de bloques como algoritmos suponiendo
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que podriamos escribir un programa de maquina de Turing para ellos si nos
retaran a hacerlo.

Esto simplifica mucho la discusién, pero obviamente nos deja abiertos a la
critica. Si bien el “programa en C” estd bien definido, la “descripcion verbal
clara” no lo estd, y corremos el peligro de afirmar la existencia de algoritmos
inexistentes. Pero este peligro estd mas que compensado por el hecho de que
podemos mantener la discusién simple e intuitivamente clara y que podemos
dar descripciones concisas de algunos procesos bastante complejos.

El lector que tenga dudas sobre la validez de estas afirmaciones puede
disiparlas escribiendo un programa adecuado en algin lenguaje de progra-
macion.

8.2.1. Ejercicios

1. En la discusién anterior, afirmamos en un momento que las maquinas
de Turing parecen ser mas poderosas que los autématas de pila. Debido
a que siempre se puede hacer que la cinta de una maquina de Turing se
comporte como una pila, pareceria que podriamos haber afirmado que
las maquinas de Turing son més poderosas. ;{ Qué factor importante no
se tuvo en cuenta en el argumento que debe abordarse antes de que se
justifique tal afirmacion?
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Capitulo 9

Otros modelos de Maquinas de
Turing

Nuestra definicion de una Maquina de Turing estandar no es la tnica
posible; hay definiciones alternativas que podrian servir igualmente bien. Las
conclusiones que podemos sacar sobre el poder de una Maquina de Turing
son en gran medida independientes de la estructura especifica elegida para
ella.

En este capitulo examinamos algunas variaciones, mostrando que la Maqui-
na de Turing estandar es equivalente en cierto sentido a otros modelos més
complejos. Si aceptamos la tesis de Turing, esperamos que complicar la
Maquina de Turing estdndar dandole un dispositivo de almacenamiento mas
complejo no tendra ningin efecto sobre el poder del autémata.

Cualquier célculo que se pueda realizar en una nueva disposicién de este
tipo seguird perteneciendo a la categoria de calculo mecanico y, por lo tanto,
se puede realizar mediante un modelo estandar. No obstante, es instructi-
vo estudiar modelos mas complejos, aunque sélo sea por el hecho de que
una demostracion explicita del resultado esperado demostrara el poder de la
Maquina de Turing y, por lo tanto, aumentard nuestra confianza en la tesis
de Turing.

Son posibles muchas variaciones del modelo basico de la Definicién 9.1.
Por ejemplo, podemos considerar maquinas de Turing con mas de una cinta o
con cintas que se extienden en varias dimensiones. Consideraremos variantes
que seran utiles en discusiones posteriores.
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9.1. Variaciones menores a las Maquinas de
Turing

Primero consideramos algunos cambios relativamente menores en la De-
finicién 9.1 e investigamos si estos cambios hacen alguna diferencia en el
concepto general. Siempre que cambiamos una definicién, introducimos un
nuevo tipo de automatas y planteamos la cuestion de si estos nuevos autéma-
tas son en algin sentido real diferentes de los que ya hemos encontrado.

. Qué entendemos por diferencia esencial entre una clase de autématas y
otra? Aunque puede haber claras diferencias en sus definiciones, estas dife-
rencias pueden no tener consecuencias interesantes. Hemos visto un ejemplo
de esto en el caso de autématas finitos deterministas y no deterministas. Es-
tos tienen definiciones bastante diferentes, pero son equivalentes en el sentido
de que ambos se identifican exactamente con la familia de lenguas regulares.

Extrapolando esto, podemos definir equivalencia o no equivalencia para
clases de autéomatas en general.

9.1.1. Equivalencia de Clases de Autématas

Siempre que definamos la equivalencia para dos automatas o clases de
automatas, debemos establecer cuidadosamente qué debe entenderse por esta
equivalencia. Para el resto de este capitulo, seguimos la precedencia estable-
cida para nfa y dfa y definimos la equivalencia con respecto a la capacidad
de aceptar lenguajes.

Definicién 9.1 Dos autématas son equivalentes si aceptan el mismo lengua-
je. Considere dos clases de autématas C; y Cs. Si por cada automata M; en
C7 hay un autémata Ms en Cy tal que

L<M1) = L(Mz)

decimos que C5 es al menos tan poderosa como (. Si lo contrario también
se cumple y para cada My en Cy hay un M; en C) tal que L(M;) = L(Ms),
decimos que C y C5 son equivalentes.

Hay muchas formas de establecer la equivalencia de los autéomatas. La
construccién del Teorema hace esto para dfas y nfas. Para demostrar la
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equivalencia en conexién con las maquinas de Turing, a menudo usamos una
técnica importante llamada simulacion.

Sea M un autémata. Decimos que otro autéomata M puede simular un
calculo de M si M puede imitar el calculo de M de la siguiente manera. Sea
doy,dy, ... la secuencia de descripciones instantaneas de un calculo de M, es
decir,

dobFaprdibpg - bprdy -

Entonces M simula este calculo si lleva a cabo un

~

*
dobgpdibg - Fgpdy---,
donde c/i\o, c/i\l, ... son descripciones instantaneas, de manera que cada una de
ellas estd asociada a una configuracién unica de M. En otras palabras, si
conocemos el céalculo realizado por M, podemos determinar a partir de él
exactamente qué calculos habria realizado M, dada la configuracién inicial
correspondiente.

Tenga en cuenta que la simulacién de un solo movimiento d; s d;4q1 de
M puede implicar varios movimientos de M. Las configuraciones intermedias

o~ % o~
en d; 47 diy1 pueden no corresponder a ninguna configuracion de M, pero

esto no afecta nada si podemos decir qué configuraciones de ]\/4:\son relevantes.

Siempre que podamos determinar a partir del calculo de M lo que habria
hecho M, la simulacién es adecuada. Si M puede simular todos los célculos
de M, decimos que M puede si/rgular M.

Deberia quedar claro que si M puede simular M, entonces las cosas se pue-
den arreglar para que M y M acepten el mismo lenguaje, y los dos automatas
sean equivalentes.

Para demostrar la equivalencia de dos clases de autématas, mostramos
que por cada maquina en una clase, hay una maquina en la segunda clase
capaz de simularla, y viceversa.

9.1.2. Maquinas de Turing con opcion de permanencia

En nuestra definicién de una Maquina de Turing estandar, la cabeza de
lectura y escritura debe moverse hacia la derecha o hacia la izquierda. A veces
es conveniente proporcionar una tercera opcién, que la cabeza de lectura y
escritura permanezca en su lugar después de reescribir el contenido de la
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celda. Por lo tanto, podemos definir una Maquina de Turing con una opcién
de permanencia reemplazando ¢ en la Definicion 9.1 por

§:QxT = QxT x{L,R,S}

con la interpretacion de que S significa que no hay movimiento de la cabeza
de lectura-escritura. Esta opcion no amplia la potencia del autémata.

Teorema 9.1 La clase de maquinas Turing con opcién de permanencia es
equivalente a la clase de méquinas Turing estandar.

Demostracion: Dado que una Méaquina de Turing con una opcién de
permanencia es claramente una extension del modelo estandar, es obvio que
cualquier Maquina de Turing estandar puede ser simulada por una con una
opcion de permanencia.

Para mostrar el sentido contrario, sea M = (Q,>,I,0,qy, 0, F') una
Maquina de Turing con una opcién de permanencia para ser simulada por
una Méquina de Turing estandar M = (Q, X, T, d, o, d, F'). Para cada movi-
miento de M, la maquina de simulacion M hace lo siguiente. Si el movimiento
de M no implica la opcién de permanecer, la maquina simuladora realiza un
movimiento, esencialmente idéntico al movimiento que se va a simular.

Si S estd involucrado en el movimiento de M, entonces M hara dos movi-
mientos: el primero reescribe el simbolo y mueve la cabeza de lectura-escritura
hacia la derecha; el segundo mueve la cabeza de lectura y escritura hacia la
izquierda, dejando inalterado el contenido de la cinta. La maquina de simu-
lacion se puede construir a partir de M definiendo § de la siguiente manera:
Para cada transicién

5(Qi7a) - <QJ7bJL 0 R)v

ponemos en o

-~

3(a@, a) = (G;,b, L o R).

Para cada transicion-S

(5(Qiaa’) = (q]7b7 S)u

ponemos en 0 las transiciones correspondientes

~

5(@'761) = (Z]\js’b7 R)
8\(@570) = (Z]\jvc7 L)v
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para todo c € T'.
Es razonablemente obvio que cada cédlculo de M tiene un calculo corres-
pondiente de M de modo que M puede simular M.
|

La simulacion es una técnica estandar para mostrar la equivalencia de
autématas, y el formalismo que hemos descrito lo hace posible, como se mues-
tra en el teorema anterior, hablar sobre el proceso con precisiéon y demostrar
teoremas sobre equivalencia. En nuestra discusion posterior, usamos la no-
cion de simulacién con frecuencia, pero generalmente no intentamos describir
todo de una manera rigurosa y detallada.

Las simulaciones completas con maquinas de Turing suelen ser engorrosas.
Para evitar esto, mantenemos nuestra discusion descriptiva, mas que en forma
de prueba de teoremas. Las simulaciones se dan sélo a grandes rasgos, pero
no deberia ser dificil ver como se pueden hacer rigurosas. Al lector le resultard
instructivo esbozar cada simulacion en algtin lenguaje de nivel superior o en
pseudocodigo.

Antes de presentar otros modelos, hacemos un comentario sobre la Maqui-
na de Turing estandar. Estd implicito en la Definicion 9.1 que cada simbolo
de cinta puede estar compuesto de caracteres en lugar de uno solo. Esto pue-
de hacerse més explicito dibujando una versién ampliada de la Figura 9.1
(Figura, en la que los simbolos de la cinta son tripletes de algin alfabeto
mas simple.

a - Track 1
b_ - Track 2
c Track 3

Figura 9.1: Maquina de Turing con tres pistas.

En la imagen, hemos dividido cada celda de la cinta en tres partes, lla-
madas pistas, cada una de las cuales contiene un miembro del triplete. Con
base en esta visualizacién, este autémata a veces se denomina Maquina de
Turing con multiples pistas, pero tal vista de ninguna manera extiende la
Definicién 9.1, ya que todo lo que tenemos que hacer es que cada simbolo en
el alfabeto I' se componga de varias partes.
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Sin embargo, otros modelos de maquinas de Turing implican un cambio
de definicion, por lo que debe demostrarse la equivalencia con la maquina
estandar.

9.1.3. La Maquina de Turing fuera de linea

La definicion general de un autémata en el Capitulo 1 contenia un archi-
vo de entrada asi como un almacenamiento temporal. En la Definicién 9.1
descartamos el archivo de entrada por razones de simplicidad, alegando que
esto no hace ninguna diferencia en el concepto de Maquina de Turing. Ahora
ampliamos esta afirmacion.

Si volvemos a poner el archivo de entrada en la discusiéon, obtenemos lo
que se conoce como una Maquina de Turing fuera de linea. En una
maquina de este tipo, cada movimiento se rige por el estado interno, lo que
se lee actualmente en el archivo de entrada y lo que ve la cabeza de lectura
y escritura. En la Figura [9.2] se muestra una representacion esquematica de
una maquina fuera de linea.

a b c d Read-only input file

Control unit

—

e f g Tape

Figura 9.2: Maquina de Turing fuera de linea.
Es facil hacer una definicion formal de una Méquina de Turing fuera de

linea, pero dejaremos esto como un ejercicio. Lo que queremos hacer breve-
mente es indicar por qué la clase de maquinas de Turing fuera de linea es
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equivalente a la clase de maquinas estandar.

Primero, el comportamiento de cualquier Maquina de Turing estandar

puede simularse mediante algiin modelo fuera de linea. Todo lo que necesita
hacer la maquina de simulacién es copiar la entrada del archivo de entrada
a la cinta. Entonces puede proceder de la misma manera que la maquina
estandar.
__ Lasimulacién de una méaquina M fuera de linea por una méquina estandar
M requiere una descripciéon mas extensa. Una maquina estandar puede si-
mular el cdlculo de una maquina fuera de linea utilizando la disposicién de
cuatro pistas que se muestra en la Figura (9.3 En esa imagen, el contenido
de la cinta que se muestra representa la configuracion especifica de la Figura
9.2l

Control unit
of M

)

=~
=R

e —

™
=~ o |-
o [y |

e e
(=]

Figura 9.3: Maquina de Turing estandar M que simula la Maquina de Turing
fuera de linea M.

Cada una de las cuatro pistas de M juega un papel especifico en la simu-
lacién. La primera pista tiene la entrada, la segunda marca la posicion en la
que se lee la entrada, la tercera representa la cinta de M y la cuarta muestra
la posicién de la cabeza de lectura y escritura de M.

La simulacién de cada movimiento de M requiere un numero de mo-
vimientos de M. Comenzando desde alguna posicion estandar, digamos el
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extremo izquierdo, y con la informacion relevante marcada por marcadores
de fin especiales, M busca en la pista 2 para ubicar la posicién en la que se
lee el archivo de entrada de M.

El simbolo que se encuentra en la celda correspondiente en la pista 1 se
recuerda poniendo la unidad de control de M en un estado elegido para este
propédsito. A continuacién, se busca en la pista 4 la posicion de la cabeza de
lectura-escritura de M. Con la entrada recordada y el simbolo en la pista 3,
ahora sabemos que debe hacer M. M recuerda nuevamente esta informacién
con un estado interno apropiado. .

A continuacién, las cuatro pistas de la cinta de M se modifican para
reflejar el movimiento de M. Finalmente, la cabeza de lectura y escritura de
M vuelve a la posicién estandar para la simulacion del siguiente movimiento.

9.1.4. Ejercicios

1. Considere una Maquina de Turing que, en cualquier movimiento en
particular, puede cambiar el simbolo de la cinta o mover la cabeza de
lectura y escritura, pero no ambos.

a) Dé una definicién formal de tal méquina.

b) Demuestre que la clase de tales maquinas es equivalente a la clase
de maquinas de Turing estandar.

2. Muestre cémo una maquina del tipo definido en el ejercicio anterior
podria simular los movimientos

§(qi,a) = (%7 b, R)
6(qi,b) = (qr, a, L)

de una Maquina de Turing estandar.

9.2. Maquinas de Turing con almacenamien-
to mas complejo

El dispositivo de almacenamiento de una maquina Turing estandar es tan
simple que uno podria pensar que es posible ganar poder mediante el uso de
dispositivos de almacenamiento més complejos. Pero este no es el caso, como
ilustramos ahora.
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9.2.1. MaAquinas de Turing Multicintas

Una Maquina de Turing multicintas es una Maquina de Turing con va-
rias cintas, cada una con su propia cabeza de lectura y escritura controlada
independientemente (Figura|9.4)).

90

{ )
TLLI N T

Tape 1 Tape 2

Figura 9.4: Méquina de Turing con dos cintas.

La definicién formal de una Maquina de Turing de varias cintas va mas
alld de la definicién 9.1, ya que requiere una funcién de transiciéon modificada.
Normalmente, definimos una maquina de n cintas por M = (Q, X, T, §, qo, O, F),
donde @, X, T, qo, F' son como en la Definicién 9.1, pero

§:QxI"—=QxTI"x{L,R}"

especifica lo que sucede en todas las cintas. Por ejemplo, si n = 2, con la
configuracién actual que se muestra en la Figura[9.4] entonces

(s(qu a, 6) = (qlv z,y, Lv R)

se interpreta de la siguiente manera. La regla de transicién se puede aplicar
solo si la maquina estd en el estado ¢y y la primera cabeza de lectura y
escritura ve una a y la segunda una e.

El simbolo de la primera cinta sera reemplazado por una x y su cabeza de
lectura y escritura se movera hacia la izquierda. Al mismo tiempo, el simbolo
de la segunda cinta se reescribe como y y la cabeza de lectura y escritura se
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7

T T Tl LT

Tape 1 Tape 2

Figura 9.5: Resultado de aplicar la regla de transicién 0(qo,a,e) =
(¢1,7,y,L, R) a la configuracién de la Figura[9.4]

mueve hacia la derecha. Luego, la unidad de control cambia su estado a ¢; y
la maquina pasa a la nueva configuracién que se muestra en la Figura (9.5

Para mostrar la equivalencia entre las maquinas de Turing estandar y de
multiples cintas, argumentamos que cualquier Maquina de Turing de multi-
ples cintas M puede ser simulada por una Maquina de Turing estandar M vy,
a la inversa, que cualquier Maquina de Turing estandar puede ser simulada
por una de multiples cintas.

La segunda parte de esta afirmacién no necesita elaboracion, ya que siem-
pre podemos optar por ejecutar una maquina de varias cintas con sélo una
de sus cintas haciendo un trabajo 1til. La simulaciéon de una maquina de
varias cintas por una con una sola cinta es un poco mas complicada, pero
conceptualmente sencilla.

Considere, por ejemplo, la maquina de dos cintas en la configuracién que
se muestra en la Figura [0.6] La mdquina de simulacién de una sola cinta
tendrd cuatro pistas (Figura[9.7).

La primera pista representa el contenido de la cinta 1 de M. La parte que
no esta en blanco de la segunda pista tiene todos ceros, excepto por un solo
1 que marca la posicién de la cabeza de lectura y escritura de M.

Las pistas 3 y 4 juegan un papel similar para la cinta 2 de M. La figura
deja claro que, para las configuraciones relevantes de M (es decir, las que
tienen la forma indicada), existe una tnica configuracién correspondiente de
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E Hﬁfkf\é

Figura 9.6: Maquina de Turing con dos cintas.

M.

La representacion de una maquina de varias cintas mediante una maquina
de una sola cinta es similar a la que se utiliza en la simulaciéon de una maquina
fuera de linea. Los pasos reales de la simulacion también son muy parecidos,
con la unica diferencia de que hay que considerar mas cintas.

El esquema dado para la simulacién de maquinas fuera de linea se traslada
a este caso con modificaciones menores y sugiere un procedimiento mediante
el cual la funcién de transicién 6 de M puede construirse a partir de la funcién
de transicién o de M.

Para que la construccién sea precisa, se necesita mucha escritura. Cierta-
mente, los calculos de M dan la apariencia de ser largos y elaborados, pero
esto no influye en la conclusion. Todo lo que se puede hacer en M también
se puede hacer en M.

Es importante tener en cuenta el siguiente punto. Cuando afirmamos que
una Maquina de Turing con multiples cintas no es mas poderosa que una
estandar, solo estamos haciendo una declaracién sobre lo que pueden hacer
estas maquinas, en particular, qué lenguajes pueden ser aceptados.

Ejemplo 9.1 Considere el lenguaje {a"b"}. En el ejemplo 9.7, describimos
un método laborioso por el cual este lenguaje puede ser aceptado por una
Maquina de Turing con una cinta. El uso de una maquina de dos cintas
facilita mucho el trabajo.

Suponga que se escribe una cadena inicial a”b™ en la cinta 1 al comienzo
del calculo. Luego leemos todas las as y las copiamos en la cinta 2. Cuando
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p—

(=N e 1
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Figura 9.7: Maquina de simulacién con una sola cinta y cuatro pistas corres-
pondiente a la Figura [9.6]

llegamos al final de las as, comparamos las bs de la cinta 1 con las as copiadas
de la cinta 2. De esta manera, podemos determinar si hay un niimero igual de
as y bs sin movimientos repetidos hacia adelante y hacia atras de la cabeza
de lectura y escritura.

0

Recuerde que los diversos modelos de maquinas de Turing se consideran
equivalentes sélo con respecto a su capacidad para hacer cosas, no con res-
pecto a la facilidad de programacion o cualquier otra medida de eficiencia
que podamos considerar.

9.2.2. Ejercicios

1. Defina lo que se podria llamar una Maquina de Turing fuera de linea
de varias cintas y describa cémo puede ser simulada por una Maquina
de Turing estandar.

9.3. Maquinas de Turing No Deterministas

Si bien la tesis de Turing hace plausible que la estructura especifica de
la cinta sea irrelevante para el poder de la Maquina de Turing, no se puede
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decir lo mismo del no determinismo. Dado que el no determinismo implica
un elemento de eleccién y, por lo tanto, tiene un sabor no mecanico, apelar
a la tesis de Turing es inapropiado.

Debemos analizar el efecto del no determinismo con mas detalle si que-
remos argumentar que el no determinismo no agrega nada al poder de una
Maquina de Turing. Nuevamente recurrimos a la simulacién, mostrando que
el comportamiento no determinista puede manejarse de manera determinista.

Definicién 9.2 Una Maquina de Turing no determinista es un autéomata
segun la Definicion 9.1, excepto que ¢ es ahora una funcion

§:Q x [ — 2@ XALE}

Como siempre, cuando estd involucrado el no determinismo, el rango de ¢
es un conjunto de posibles transiciones, cualquiera de las cuales puede ser
elegida por la maquina.

Ejemplo 9.2 Si una Maquina de Turing tiene transiciones especificadas por

d(qo,a) = {(q1,0, R), (g2, ¢, L) },

es no determinista. Los dos movimientos

qoaaa = bgiaa

goaaa = gslcaa

son posibles.
O

Dado que no esta claro qué papel juega el no determinismo al calcular
funciones, los automatas no deterministas generalmente se consideran acep-
tadores. Se dice que una Maquina de Turing no determinista acepta w si hay
alguna secuencia posible de movimientos tal que

*
qow T145T2,

con g5 € F. Una mdquina no determinista puede tener movimientos dispo-
nibles que conducen a un estado no final o a un bucle infinito. Pero, como
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siempre ocurre con el no determinismo, estas alternativas son irrelevantes;
todo lo que nos interesa es la existencia de una secuencia de movimientos
que conducen a la aceptacion.

Para mostrar que una Maquina de Turing no determinista no es mas
poderosa que una determinista, necesitamos proporcionar una equivalente
determinista para la no determinista. Ya hemos aludido a uno. El no deter-
minismo puede verse como un algoritmo de retroceso determinista, y una
maquina determinista puede simular una no determinista siempre que pueda
manejar la contabilidad involucrada en el retroceso.

Para ver cémo se puede hacer esto simplemente, consideremos una visién
alternativa del no determinismo, una que es 1til en muchos argumentos: una
maquina no determinista puede verse como una que tiene la capacidad de
replicarse a si misma siempre que sea necesario. Cuando es posible méas de un
movimiento, la maquina produce tantas réplicas como sea necesario y asigna
a cada réplica la tarea de realizar una de las alternativas.

Esta vision del no determinismo puede parecer particularmente no meca-
nicista, ya que la replicacion ilimitada ciertamente no esta al alcance de las
computadoras actuales. Sin embargo, es posible una simulacién.

Una forma de visualizar la simulacién es usar una Maquina de Turing
estandar, manteniendo todas las posibles descripciones instantdneas de la
maquina no determinista en su cinta, separadas por alguna convencion.

La figura muestra la forma en que pueden aparecer las dos configu-
raciones aqpaa y bbgia. El simbolo X se utiliza para delimitar el area de
interés, mientras que + separa descripciones instantaneas individuales. La
maquina de simulacién mira todas las configuraciones activas y las actualiza
de acuerdo con el programa de la maquina no determinista.

O|X|a|9%|a|la|+|b 6|9 |a|x]|D

Figura 9.8: Representacion en la cinta de las configuraciones agpaa y bbgia.

Las nuevas configuraciones o la expansion de descripciones instantaneas
implicardn mover los marcadores x. Los detalles son ciertamente tediosos,
pero no dificiles de visualizar. Con base en esta simulacién, llegamos a la
conclusion de que para cada Maquina de Turing no determinista existe una
maquina estandar determinista equivalente.
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Teorema 9.2 La clase de maquinas de Turing deterministas y la clase de
maquinas de Turing no deterministas son equivalentes.

Demostracion: Utilice la construccién sugerida anteriormente para mos-
trar que cualquier Maquina de Turing no determinista puede ser simulada
por una determinista.

Mas adelante reconsideraremos el efecto del no determinismo en situa-
ciones practicas, por lo que necesitamos agregar algunos comentarios. Como
siempre, el no determinismo puede verse como una eleccion entre alternativas.
Esto se puede visualizar como un drbol de decisiones (Figura [0.9).

77777777777777 initial configuration
——————— configurations after one move

————configurations after two moves

Figura 9.9: Arbol de decisiones para los movimientos de una Maquina de
Turing No Determinista.

El ancho de dicho arbol de configuracién depende del factor de ramifica-
cion, es decir, la cantidad de opciones disponibles en cada movimiento. Si &k
denota la ramificacion maxima, entonces

M =k (9.1)

es el nimero méaximo de configuraciones que pueden existir después de n
movimientos. Para fines posteriores, es necesario profundizar en la definicién
de aceptacion del lenguaje y también incluir el asunto de la membresia.

Definicién 9.3 Se dice que una Maquina de Turing no determinista M acep-
ta un lenguaje L si, para todo w € L, al menos una de las configuraciones
posibles acepta w. Puede haber ramificaciones que lleven a configuraciones
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de no aceptacién, mientras que algunas pueden poner la maquina en un bucle
infinito. Pero estos son irrelevantes para la aceptacion.

Se dice que una Maquina de Turing no determinista M decide un lenguaje
L si, para todo w € X*, hay un camino que conduce a la aceptacion o al
rechazo.

9.3.1. Ejercicios

1. Escriba programas para maquinas de Turing no deterministas que acep-
ten los siguientes lenguajes. En cada caso, explique si el no determinis-
mo simplifica la tarea y cémo.

a) L={ww:we {a,b}t}.

b) L = {wwlw:we {a,b}"}.

&) L= {zwwhy: z.y,w e {a, b}, |2] > yl}.
)

d) L={w:n.(w)=ny(w) =nc(w)}.

9.4. Maquina de Turing Universal

Considere el siguiente argumento en contra de la tesis de Turing: “Una
Maquina de Turing como se presenta en la Definicién 9.1 es una computadora
de propdsito especial. Una vez que se define 9, la maquina se limita a realizar
un tipo particular de calculo.

Las computadoras digitales, por otro lado, son méaquinas de uso gene-
ral que se pueden programar para realizar diferentes trabajos en diferentes
momentos. En consecuencia, las maquinas de Turing no pueden considerarse
equivalentes a las computadoras digitales de uso general”.

Esta objecion se puede superar disenando una Méaquina de Turing re-
programable, llamada Maquina de Turing Universal. Una Maquina de
Turing Universal M, es un autémata que, dada como entrada la descripcion
de cualquier Maquina de Turing M y una cadena w, puede simular el calculo
de M sobre w. Para construir tal M, primero elegimos una forma estandar
para describir las maquinas de Turing.

Podemos, sin perdida de generalidad, suponer que

Q = {q17q27"'aQn}a
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con ¢ el estado inicial, g5 el estado final inico y

I'={ay,as,...,an},

donde a; representa el espacio en blanco. Luego seleccionamos una codifica-
cion en la que ¢, estd representado por 1, ¢o esta representado por 11, y asi
sucesivamente. De manera similar, a; se codifica como 1, as como 11, etc. El
simbolo 0 se utilizard como separador entre los unos.

Con el estado inicial y final y el blanco definidos por esta convencién,
cualquier Maquina de Turing puede describirse completamente solamente
con ¢. La funcién de transicion se codifica de acuerdo con este esquema, con
los argumentos y el resultado en alguna secuencia prescrita.

Por ejemplo, d(q1, az) = (g2, as, L) podria aparecer como

++10110110111010---

De esto se deduce que cualquier Maquina de Turing tiene una codificacién
finita como una cadena en {0,1}" y que, dada cualquier codificacién de M,
podemos decodificarla de forma tunica.

Algunas cadenas no representaran ninguna Méquina de Turing (por ejem-
plo, la cadena 00011), pero podemos detectarlas facilmente, por lo que no son
motivo de preocupacion. Una Maquina de Turing Universal M, tiene enton-
ces un alfabeto de entrada que incluye {0, 1} y la estructura de una maquina
de varias cintas, como se muestra en la Figura [9.10}

Control unit
of M,

J t
!( H \ll\

Description of M ‘ \ I I \ Internal state of M
Tape contents of M

Figura 9.10: Maquina de Turing Universal M, con tres cintas.
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Para cualquier entrada M y w, la cinta 1 mantendra una definicién co-
dificada de M. La cinta 2 contendra el contenido de la cinta M, y la cinta 3
el estado interno de M. M, examina primero el contenido de las cintas 2 y 3
para determinar la configuracion de M. A continuacion, consulta la cinta 1
para ver qué haria M en esta configuracién. Finalmente, las cintas 2 y 3 se
modificaran para reflejar el resultado del movimiento.

Esta dentro de lo razonable construir una Maquina de Turing Universal
real (ver, por ejemplo, Denning, Dennis y Qualitz 1978), pero el proceso ca-
rece de interés. En cambio, preferimos apelar a la hipotesis de Turing. La
implementacion claramente se puede hacer usando algin lenguaje de progra-
macion.

Por lo tanto, esperamos que también se pueda realizar con una maquina
Turing estandar. Entonces, tenemos justificacién para afirmar la existencia
de una Maquina de Turing que, dado cualquier programa, puede realizar los
calculos especificados por ese programa y que, por lo tanto, es un modelo
adecuado para una computadora de propdsito general.

La observacién de que cada Maquina de Turing puede representarse me-
diante una cadena de ceros y unos tiene implicaciones importantes. Pero
antes de explorar estas implicaciones, necesitamos revisar algunos resultados
de la teoria de conjuntos.

Algunos conjuntos son finitos, pero la mayoria de los conjuntos (y len-
guajes) interesantes son infinitos. Para conjuntos infinitos, distinguimos entre
conjuntos que son contables y conjuntos que son incontables. Se dice que un
conjunto es contable si sus elementos se pueden poner en una correspondencia
uno a uno con los nimeros enteros positivos.

Con esto queremos decir que los elementos del conjunto se pueden escri-

bir en algiin orden, digamos, x1,zs, 23, ..., de modo que cada elemento del
conjunto tenga algtin indice finito. Por ejemplo, el conjunto de todos los en-
teros pares se puede escribir en el orden 0, 2,4, . ... Dado que cualquier entero

positivo 2n aparece en la posicién n + 1, el conjunto es contable.

Esto no deberia ser demasiado sorprendente, pero hay ejemplos mas com-
plicados, algunos de los cuales pueden parecer contradictorios. Tome el con-
junto de todos los cocientes de la forma p/q, donde p y ¢ son nimeros enteros
positivos.

. Cémo deberiamos ordenar este conjunto para demostrar que es contable?
No podemos usar la secuencia

9 PRI

W
= =

1
727

[
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porque entonces el % nunca apareceria. Esto no implica que el conjunto sea
incontable; en este caso, hay una forma inteligente de ordenar el conjunto
para demostrar que, de hecho, es contable.

11 1
1 2 3
2 g/z-
1 2 3
§/§/§_
1 2 3

g

Figura 9.11: Diagonalizacién del conjunto de cocientes de enteros positivos.

Observe el esquema que se muestra en la Figura y escriba el elemento
en el orden en que se encuentran siguiendo las flechas. Esto nos da

1123212

1’271717273"3"
Aqui el elemento % aparece en el séptimo lugar y cada elemento tiene alguna
posicion en la secuencia. Por tanto, el conjunto es contable.

Vemos en este ejemplo que podemos probar que un conjunto es contable
si podemos producir un método mediante el cual sus elementos se pueden
escribir en alguna secuencia. A este método lo llamamos procedimiento de
enumeracién. Dado que un procedimiento de enumeracién es una especie
de proceso mecénico, podemos usar un modelo de Maquina de Turing para
definirlo formalmente.

Definicion 9.4 Sea S un conjunto de cadenas en algtin alfabeto . Entonces,
un procedimiento de enumeracién para S es una Maquina de Turing que
puede realizar la secuencia de pasos

QU qeri#s1 F qsvotsa oo

con x; € I — {#}, s; € 9, de tal manera que cualquier s en S se produce en
un numero finito de pasos. El estado g, es un estado que significa pertenencia

a S; es decir, siempre que se ingrese ¢s, la cadena que sigue a # debe estar
en S.
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No todos los conjuntos son contables. Como veremos en el proximo capitu-
lo, hay algunos conjuntos incontables. Pero cualquier conjunto para el que
existe un procedimiento de enumeracion es contable porque la enumeracion
proporciona la secuencia requerida.

Estrictamente hablando, un procedimiento de enumeracién no puede lla-
marse algoritmo ya que no terminard cuando S sea infinito. Sin embargo,
puede considerarse un proceso significativo, porque produce resultados bien
definidos y predecibles.

Ejemplo 9.3 Sea ¥ = {a,b, c}. Demuestre que S = X es contable.

Solucién: Podemos demostrar que S = X* es contable si podemos en-
contrar un procedimiento de enumeracién que produzca sus elementos en
algin orden, digamos en el orden en que aparecerian en un diccionario.

Sin embargo, el orden utilizado en los diccionarios no es adecuado sin
modificaciones. En un diccionario, todas las palabras que comienzan con a
se enumeran antes de la cadena b. Pero cuando hay un ntmero infinito de
palabras a, nunca llegaremos a b, violando asi la condicién de la Definicién
de que cualquier cadena dada se enumere después de un ntimero finito de
pasos.

En su lugar, podemos usar un orden modificado, en el que tomamos la
longitud de la cadena como primer criterio, seguido de un orden alfabético de
todas las cadenas de igual longitud. Este es un procedimiento de enumeracion
que da la secuencia

a,b,c,aa,ab,ac, ba,bb, be, ca, cb, cc, aaa, . . .

Como tendremos varios usos para tal orden, lo llamaremos el orden propio.

4

Una consecuencia importante de la discusion anterior es que las maquinas
de Turing son contables.

Teorema 9.3 El conjunto de todas las mdquinas de Turing, aunque infinito,
es contable.

Demostraciéon: Podemos codificar cada Maquina de Turing usando 0 y
1. Con esta codificacién, construimos el siguiente procedimiento de enume-
racién.

1. Genere la siguiente cadena en {0,1} en el orden propio.
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2. Verifique la cadena generada para ver si define una Méquina de Turing.
Si es asi, escribalo en la cinta en la forma requerida por la Definicion
9.4 Si no es asi, ignore la cadena.

3. Regrese al paso 1.

Dado que cada Maquina de Turing tiene una descripcién finita, este proceso
eventualmente generara cualquier maquina especifica.

El orden particular de las maquinas de Turing depende de la codificacién
que usemos; si usamos una codificacion diferente, debemos esperar un orden
diferente. Sin embargo, esto no tiene importancia y muestra que el orden en
si no es importante. Lo que importa es la existencia de algin orden.

9.4.1. Ejercicios

1. Proporcione la codificacion, utilizando el método sugerido, para

6(Q17a1) = (Q1,(l1,R>,
5(q17a2) = (q:l,,(ll,L),
d(q3,a1) = (go,as, L).

2. Si a esta codificado como 1, b como 11, R como 1, L como 11, decodi-
fique la cadena 011010111011010.

9.5. Autdmatas acotados linealmente

Si bien no es posible extender el poder de la méquina de Turing estandar
complicando la estructura de la cinta, es posible limitarla restringiendo la
forma en que se puede usar la cinta. Ya hemos visto un ejemplo de esto con
los autématas de pila.

Un autémata de de pila puede considerarse como una maquina de Turing
no determinista con una cinta que estd restringida a usarse como una pila.
También podemos restringir el uso de la cinta de otras formas; por ejemplo,
podriamos permitir que so6lo una parte finita de la cinta se utilice como
espacio de trabajo.
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Se puede demostrar que esto nos lleva de regreso a los autéomatas finitos,
por lo que no necesitamos seguir adelante. Pero hay una forma de limitar el
uso de la cinta que conduce a una situacién mas interesante: permitimos que
la maquina utilice sélo la parte de la cinta ocupada por la entrada.

Por lo tanto, hay maés espacio disponible para cadenas de entrada largas
que para cadenas cortas, lo que genera otra clase de maquinas, los autéma-
tas acotados linealmente (o lba).

Un autémata acotado linealmente, como una maquina de Turing estandar,
tiene una cinta ilimitada, pero la cantidad de cinta que se puede utilizar
depende de la entrada. En particular, restringimos la parte utilizable de la
cinta a exactamente las celdas tomadas por la entradd[]

Para hacer cumplir esto, podemos imaginar la entrada entre corchetes
con dos simbolos especiales, el marcador del extremo izquierdo [ y el
marcador del extremo derecho |. Para una entrada w, la configuracién
inicial de la maquina de Turing viene dada por la descripcién instantanea
qo[w].

Los marcadores de finalizacion no se pueden reescribir y la cabeza de
lectura y escritura no se puede mover a la izquierda de [ ni a la derecha
de |. A veces decimos que la cabeza de lectura y escritura “rebota” en los
marcadores finales.

Definicién 9.5 Un autémata acotado linealmente es una maquina de Turing
no determinista M = (@, %, T, 4, go,d, F'), como en la Definicién sujeto
a la restriccién de que X debe contener dos simbolos especiales [ y |, tal
que (g;, [) sélo puede contener elementos de la forma (g;, [, R), y 6(g;,]) sélo
puede contener elementos de la forma (g;,], L).

Definicién 9.6 Una cadena w es aceptada por un autémata acotado lineal-
mente si hay una posible secuencia de movimientos

Golw] F [11q5w2]

para algunos gy € I, x;, o € I'*. El lenguaje aceptado por el Iba es el con-
junto de todas las cadenas aceptadas.

'En algunas definiciones, la parte utilizable de la cinta es un miltiplo de la longi-
tud de entrada, donde el multiplo puede depender del lenguaje, pero no de la entrada.
Aqui usamos sélo la longitud exacta de la cadena de entrada, pero permitimos maquinas
multipistas, con la entrada en una sola pista.
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Tenga en cuenta que en esta definicién se supone que un autémata acotado
linealmente no es determinista. Esto no es solo una cuestion de conveniencia,
sino que es esencial para la discusion de este tipo de automatas.

Ejemplo 9.4 El lenguaje
L={a"b"c":n>1}

es aceptado por algin autéomata acotado linealmente. Una estrategia para
reconocerlo es cambiar los simbolos a,b y ¢, por x,y y z, al final si todos los
simbolos de entrada fueron reemplazados entonces se acepta la cadena, de lo
contrario se rechaza.

Note que este calculo no requiere més espacio que el ocupado por la
cadena de entrada, asi que puede ser realizado por un autémata acotado
linealmente.

0

Ejemplo 9.5 Encuentre un autémata acotado linealmente que acepte el len-
guaje
L={a":n>0}.

Una forma de resolver el problema es dividir el nimero de simbolos a suce-
sivamente por 2, 3,4, ..., hasta que podamos aceptar o rechazar la cadena.

Si la entrada esta en L, eventualmente quedard una sola a; si no, en
algiin momento surgira un resto distinto de cero. Esbozamos la solucién para
senalar una implicacion tacita de la Definicién Dado que la cinta de un
automata acotado linealmente puede ser multipista, las pistas adicionales se
pueden utilizar como espacio de trabajo.

Para este problema, podemos utilizar una cinta de dos pistas. La primera
pista contiene el nimero de simbolos a que quedan durante el proceso de di-
vision, y la segunda pista contiene el divisor actual (Figura. La solucion
real es bastante simple. Usando el divisor en la segunda pista, dividimos el
nimero de simbolos a en la primera pista, por ejemplo, eliminando todos los
simbolos excepto aquellos en miiltiplos del divisor.

Después de esto, incrementamos el divisor en uno y continuamos hasta
que encontremos un resto distinto de cero o nos quedemos con una sola a.

g
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[ a a a a a | a ] a’s to be examined

[ | 2 a a ] Current divisor

Figura 9.12: Las dos pistas del autémata acotado linealmente para el Ejemplo
9.0l

Los dos tltimos ejemplos sugieren que los autématas acotados linealmente
son mas poderosos que los autéomatas de pila, ya que ninguno de dichos
lenguajes es libre de contexto.

Para probar tal conjetura, todavia tenemos que demostrar que cualquier
lenguaje libre de contexto puede ser aceptado por un autémata acotado li-
nealmente. Haremos esto més tarde de una manera un tanto indirecta.

No es tan facil hacer una conjetura sobre la relacion entre las maquinas
de Turing y los autématas acotados linealmente. Problemas como el Ejemplo
se pueden resolver invariablemente mediante un autémata acotado lineal-
mente, ya que se dispone de una cantidad de espacio temporal proporcional
a la longitud de la entrada.

De hecho, es bastante dificil llegar a un lenguaje concreto y explicita-
mente definido que no pueda ser aceptado por ningin autémata acotado
linealmente. En el Capitulo [10| mostraremos que la clase de autématas aco-
tados linealemente es menos poderosa que la clase de maquinas de Turing no
restringidas, pero una demostracion de esto requiere mucho mas trabajo.

9.5.1. Ejercicios

Explique como se podrian construir autématas acotados linealmente para
aceptar los siguientes lenguajes:

1. L={a":n=m?*m>1}.
2. L ={a" : n es un nimero primo}.

3. L=A{ww:w € {a,b}"}.
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Capitulo 10

Una Jerarquia de Lenguajes
Formales y Autématas

Volvamos ahora nuestra atencién a nuestro principal interés, el estudio
de los lenguajes formales. Nuestro objetivo inmediato sera examinar los len-
guajes asociados con las maquinas de Turing y algunas de sus restricciones.

Debido a que las maquinas de Turing pueden realizar cualquier tipo de
calculo algoritmico, esperamos encontrar que la familia de lenguajes asocia-
dos con ellas sea bastante amplia. Incluye no solo lenguajes regulares y libres
de contexto, sino también los diversos ejemplos que hemos encontrado que
se encuentran fuera de estas familias.

La pregunta no trivial es si hay algin lenguaje que no sea aceptado por
alguna maquina de Turing. Primero responderemos a esta pregunta mostran-
do que hay mas lenguajes que las maquinas de Turing, por lo que debe haber
algunos lenguajes para los que no hay maquinas de Turing. La demostracién
es breve y elegante, pero no constructiva, y da poca informaciéon sobre el
problema.

Por esta razon, estableceremos la existencia de lenguajes no reconocibles
por las maquinas de Turing a través de ejemplos mas explicitos que realmente
nos permitan identificar uno de esos lenguajes. Otra via de investigacién serd
observar la relacién entre las maquinas de Turing y ciertos tipos de gramaticas
y establecer una conexién entre estas gramaticas y las graméticas regulares
y libres de contexto.

Esto conduce a una jerarquia de gramaticas y, a través de ella, a un
método para clasificar familias de lenguajes. Algunos diagramas de teoria de
conjuntos ilustran claramente las relaciones entre varias familias de lenguas.



10.1. LENGUAJES RECURSIVOS Y RECURSIVAMENTE ENUMERABLES

Estrictamente hablando, muchos de los argumentos de este capitulo son
validos solo para lenguajes que no incluyen la cadena vacia. Esta restriccion
surge del hecho de que las maquinas de Turing, como las hemos definido, no
pueden aceptar la cadena vacia.

Para evitar tener que reformular la definicién o tener que agregar un des-
cargo de responsabilidad repetido, asumimos tacitamente que los lenguajes
discutidos en este capitulo, a menos que se indique lo contrario, no contienen
A

10.1. Lenguajes recursivos y recursivamente
enumerables

Comenzamos con algo de terminologia para los lenguajes asociados con
las maquinas de Turing. Al hacerlo, debemos hacer la importante distincion
entre lenguajes para los que existe una méaquina de Turing de aceptacion
y lenguajes para los que existe un algoritmo de pertenencia. Debido a que
una maquina de Turing no se detiene necesariamente en una entrada que no
acepta, la primera no implica la segunda.

Definicién 10.1 Se dice que un lenguaje L es recursivamente enumerable
si existe una maquina de Turing que lo acepta.

Esta definicién implica sélo que existe una méquina de Turing M, tal que,
para cada w € L,

*
Gow F s T145T2,

con ¢y un estado final. La definiciéon no dice nada sobre lo que sucede para
w & L; puede ser que la maquina se detenga en un estado no final o que
nunca se detenga y entre en un bucle infinito.

Podemos ser més exigentes y pedir que la maquina nos diga si una entrada
determinada esta en su lenguaje o no.

Definicién 10.2 Se dice que un lenguaje L sobre ¥ es recursivo si existe una
méquina de Turing M que acepta L y que se detiene sobre cada w en V.
En otras palabras, un lenguaje es recursivo si y soélo si existe un algoritmo
de pertenencia para él.
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Si un lenguaje es recursivo, existe un procedimiento de enumeracion facil
de construir. Supongamos que M es una maquina de Turing que determina
la pertenencia a un lenguaje recursivo L. Primero construimos otra maquina
de Turing, digamos M, que genera todas las cadenas en X7 en el orden
correcto, digamos wy, ws, . ... Como estas cadenas se generan, se convierten
en la entrada a M, que se modifica para que escriba cadenas en su cinta sélo
si estan en L.

No es tan facil de ver que existe también un procedimiento de enume-
raciéon para cada lenguaje recursivamente enumerable. No podemos usar el
argumento anterior tal como estd, porque si alguna w; no esta en L, la maqui-
na M, cuando se inicia con w; en su cinta, puede que nunca se detenga y, por
lo tanto, nunca llegue a las cadenas de L que siguen a w; en la enumeracion.

Para asegurarse de que esto no suceda, el cdlculo se realiza de una manera
diferente. Primero obtenemos M para generar w; y dejamos que M ejecute
un movimiento en él. Luego dejamos que M genere wy y dejamos que M
ejecute un movimiento en ws, seguido del segundo movimiento en w.

Después de esto, generamos w3 y damos un paso en ws, el segundo paso en
wa, €l tercer paso en wy, y asi sucesivamente. El orden de ejecucién se muestra
en la Figura [10.1] A partir de esto, estd claro que M nunca entrard en un
bucle infinito. Dado que cualquier w € L es generado por M y aceptado por

M en un numero finito de pasos, cada cadena en L es finalmente producida
por M.

w, w, w, w, -
First move ° 7 * L] °
Second move o / ] / . / °

Third move .

Figura 10.1: Orden de ejecucién para enumerar un lenguaje recursivamente
enumerable.

Es facil ver que todos los lenguajes para los que existe un procedimiento
de enumeracién son enumerables de forma recursiva. Simplemente compa-
ramos la cadena de entrada dada con cadenas sucesivas generadas por el
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procedimiento de enumeracién. Si w € L, eventualmente obtendremos una
coincidencia y el proceso se puede terminar.

Las definiciones y nos dan muy poca informacién sobre la na-
turaleza de los lenguajes recursivos o recursivamente enumerables. Estas de-
finiciones adjuntan nombres a las familias de lenguajes asociadas con las
maquinas de Turing, pero no arrojan luz sobre la naturaleza de los lenguajes
representativos en estas familias. Tampoco nos dicen mucho sobre las rela-
ciones entre estos lenguajes o su conexion con las familias de lenguajes que
hemos encontrado antes.

Por lo tanto, nos enfrentamos de inmediato a preguntas como “; Hay len-
guajes que son recursivamente enumerables pero no recursivos?” y “;Hay
lenguajes, que se puedan describir de alguna manera, que no sean enumera-
bles de forma recursiva?” Si bien podremos proporcionar algunas respuestas,
no podremos producir ejemplos muy explicitos para ilustrar estas preguntas,
especialmente la segunda.

10.1.1. Lenguajes que no son recursivamente enume-
rables

Podemos establecer la existencia de lenguajes que no son enumerables de
forma recursiva de diversas formas. Una es muy corta y utiliza un resultado
muy fundamental y elegante de las matematicas.

Teorema 10.1 Sea S un conjunto numerable infinito. Entonces su conjunto
potencia 2° no es contable.

Demostracién: Sea S = {sq, $9, S3, .. .}. Entonces, cualquier elemento ¢
de 2% puede representarse mediante una secuencia de ceros y unos, con un 1
en la posicién i si y sélo si s; esté en t. Por ejemplo, el conjunto {ss, s3, S}
estéd representado por 011001, mientras que {si, s3, S5, . ..} estd representado
por 10101....

Claramente, cualquier elemento de 2° puede ser representado por tal se-
cuencia, y cualquier secuencia representa un elemento tinico de 2%. Supon-
gamos que 2° fuera contable; entonces sus elementos podrian escribirse en
algin orden, digamos t1, %o, ..., y podriamos ingresarlos en una tabla, como
se muestra en la Figura [10.2]

En esta tabla, tome los elementos de la diagonal principal y complemente
cada entrada, es decir, reemplace 0 con 1 y viceversa. En el ejemplo de la

Lenguajes Formales y Autématas FCC-2022



CAPITULO 10. UNA JERARQUIA DE LENGUAJES FORMALES Y
AUTOMATAS 203

Y
@
(=]
(=]
(=]
(=]

Figura 10.2: Diagonalizacién de 2.

Figura 11.2, los elementos son 1100.. ., por lo que obtenemos 0011 ... como
resultado.

La nueva secuencia a lo largo de la diagonal representa algiin elemento
de 2%, digamos t; para alguna i. Pero no puede ser t; porque difiere de t;
en s;. Por la misma razén, no puede ser t5,t3 ni ninguna otra entrada en la
enumeraciéon. Esta contradiccién crea un callejon sin salida 1égico que sélo
puede eliminarse descartando la suposicién de que 2° es contable. |

Este tipo de argumento, debido a que implica una manipulacion de los
elementos diagonales de una tabla, se llama diagonalizacion. La técnica se
atribuye al matematico G. F. Cantor, quien la utilizé para demostrar que el
conjunto de niimeros reales no es contable.

En los préximos capitulos, veremos un argumento similar en varios con-
textos. El Teorema [10.1] es la diagonalizacion en su forma mas pura.

Como consecuencia inmediata de este resultado, podemos mostrar que,
en cierto sentido, hay menos maquinas de Turing que lenguajes, por lo que
debe haber algunos lenguajes que no sean recursivamente enumerables.

Teorema 10.2 Para cualquier X no vacio, existen lenguajes que no son enu-
merables de forma recursiva.

Demostracion: Un lenguaje es un subconjunto de ¥*, y cada uno de esos
subconjuntos es un lenguaje. Por lo tanto, el conjunto de todos los lenguajes
es exactamente 2% . Dado que ¥* es infinito, el Teorema nos dice que el
conjunto de todos los lenguajes sobre Y no es contable.

Pero el conjunto de todas las maquinas de Turing se puede enumerar, por
lo que el conjunto de todos los lenguajes enumerables de forma recursiva es
contable. Esto implica que debe haber algunos lenguajes sobre > que no se

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.



10.1. LENGUAJES RECURSIVOS Y RECURSIVAMENTE ENUMERABLES

puedan enumerar de forma recursiva.

Esta demostracion, aunque breve y sencilla, es insatisfactoria en muchos
sentidos. Es completamente no constructiva y, si bien nos informa de la exis-
tencia de algunos lenguajes que no son enumerables de forma recursiva, no
nos da ningun indicio sobre cémo podrian ser estos lenguajes. En el siguiente
conjunto de resultados, investigamos la conclusién de manera més explicita.

10.1.2. Un lenguaje que no es recursivamente enume-
rable

Dado que todo lenguaje que puede describirse de forma algoritmica direc-
ta puede ser aceptado por una maquina de Turing y, por tanto, es recursiva-
mente enumerable, la descripcion de un lenguaje que no sea recursivamente
enumerable debe ser indirecta. Sin embargo, es posible. El argumento implica
una variacion del tema de la diagonalizacion.

Teorema 10.3 Existe un lenguaje recursivamente enumerable cuyo comple-
mento no es recursivamente enumerable.

Demostracién: Sea > = {a}, y considere el conjunto de todas las maqui-
nas de Turing con este alfabeto de entrada. Segun el teorema [9.3] este con-
junto es contable, por lo que podemos asociar un orden M, M,, ... con sus
elementos.

Para cada maquina de Turing M;, hay un lenguaje asociado L(M;) enu-
merable recursivamente. Reciprocamente, para cada lenguaje enumerable re-
cursivamente sobre ¥, hay alguna maquina de Turing que lo acepta.

Ahora consideramos un nuevo lenguaje L definido como sigue. Para cada
i > 1, la cadena a’ estd en L siy sélosia’ € L(M;). Estd claro que el lenguaje
L esté bien definido, ya que el enunciado a* € L(M;), y por lo tanto a' € L,
debe ser verdadero o falso. A continuacién, consideramos el complemento de
L’

L={da":d ¢ L(M,)}, (10.1)
que también estd bien definido pero, como mostraremos, no es recursivamente
enumerable.

Mostraremos esto por contradiccién, partiendo del supuesto de que L es
recursivamente enumerable. Si es asi, entonces debe haber alguna maquina
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de Turing, digamos M, tal que

L = L(M). (10.2)

Considere la cadena a*. jEstd en L o en L? Suponga que a* € L. Por (10.2)
esto implica que
a® € L(My).

Pero (|10.1}) ahora implica que
a* ¢ L.

Alternativamente, si asumimos que a* estd en L, entonces a* ¢ L y (10.2)
implica que
a® & L(My,).

Pero luego de ((10.1)) obtenemos que
a* ¢ L.

La contradiccion es ineludible y debemos concluir que nuestra suposicion de
que L es recursivamente enumerable es falsa.

Para completar la demostracién del teorema como se indica, atin debemos
demostrar que L es recursivamente enumerable. Para ello, podemos utilizar
el procedimiento de enumeraciéon conocido para las méquinas de Turing.

Dada a‘, primero encontramos i contando el niimero de simbolos a. Luego
usamos el procedimiento de enumeraciéon de las maquinas de Turing para
encontrar M;. Finalmente, damos su descripcién junto con a’ a una maquina
universal de Turing M,, que simula la accién de M sobre a. Si a’ estd en L,
el calculo realizado por M, finalmente se detendra. El efecto combinado de
esto es una maquina de Turing que acepta cada a* € L. Por lo tanto, segtin
la definicién L es recursivamente enumerable.

|

La demostraciéon de este teorema muestra explicitamente, a través de
, un lenguaje bien definido que no es recursivamente enumerable. Esto
no quiere decir que haya una interpretacion facil e intuitiva de L. Serfa dificil
exhibir més que unos pocos miembros triviales de este lenguaje. Sin embargo
estd correctamente definido.
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10.1.3. Un lenguaje que es recursivamente enumerable
pero no es recursivo

A continuacion, mostramos que hay algunos lenguajes que se pueden enu-
merar de forma recursiva pero que no son recursivos. Una vez mas, debemos
hacerlo de una manera bastante indirecta. Comenzamos por establecer un
resultado subsidiario.

Teorema 10.4 Si un lenguaje L y su complemento L son recursivamente
enumerables, ambos lenguajes son recursivos. Si L es recursivo, entonces L
también es recursivo y, en consecuencia, ambos son recursivamente enume-
rables.

Demostracién: Si Ly L son recursivamente enumerables, entonces exis-
ten maquinas de Turing M y M que sirven como procedimientos de enume-
racion para L y L, respectivamente. El primero producira w, ws, ... en L, el
segundo @y, Ws, . . . en L. Supongamos que ahora se nos da cualquier w € X+,

Primero dejamos que M genere w; y lo comparamos con w. Si no son
iguales, dejamos que M genere W, y se vuelve a comparar. Si necesitamos
continuar, luego dejamos que M genere wo, luego M genera w,, y asi sucesi-
vamente. e

Cualquier w € X1 serd generado por M o M, por lo que eventualmente
obtendremos una coincidencia. Si la cadena coincidente es producida por M,
w pertenece a L, de lo contrario estd en L. El proceso es un algoritmo de
pertenencia tanto para L como para L, por lo que ambos son recursivos.

Por lo contrario, suponga que L es recursivo. Entonces existe un algoritmo
de membresia para él. Pero esto se convierte en un algoritmo de pertenencia
para L simplemente complementando su conclusién. Por tanto, L es recursi-
vo. Dado que cualquier lenguaje recursivo es recursivamente enumerable, la
prueba esta completa.

|

De esto, concluimos directamente que la familia de lenguajes recursiva-
mente enumerables y la familia de lenguajes recursivos no son idénticas. El
lenguaje L del Teorema pertenece a la primera familia, pero no a la
segunda.

Teorema 10.5 Existe un lenguaje recursivamente enumerable que no es re-
cursivo; es decir, la familia de lenguajes recursivos es un subconjunto propio
de la familia de lenguajes recursivamente enumerables.
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Demostracién: Considere el lenguaje L del Teorema Este lenguaje
es enumerable de forma recursiva, pero su complemento no lo es. Por lo tanto,

segtin el Teorema [10.4] no es recursivo, lo que nos da el ejemplo buscado.
[ |

Vemos de esto que, de hecho, hay lenguajes bien definidos para los que
no se puede construir un algoritmo de pertenencia.

10.1.4. Ejercicios

1. Sea L un lenguaje finito. Demuestre que entonces L™ es recursivamente
enumerable. Sugiera un procedimiento de enumeracién para L™.

2. Sea L un lenguaje libre de contexto. Muestre que LT es recursivamente
enumerable y sugiera un procedimiento de enumeracion para éste.

3. Muestre que si un lenguaje no es recursivamente enumerable, su com-
plemento no puede ser recursivo.

4. Demuestre que la familia de lenguajes recursivamente enumerables es
cerrada bajo union.

5. ;La familia de lenguajes recursivamente enumerables es cerrada bajo
interseccion?

6. Demuestre que la familia de lenguajes recursivos es cerrada bajo union
e interseccion.

10.2. Gramaticas no restringidas

Para investigar la conexién entre lenguajes y gramaticas recursivamente
enumerables, volvemos a la definicién general de una gramatica en el Capitulo
En la Definicién se permitié que las reglas de produccion tomaran
cualquier forma, pero luego se establecieron varias restricciones para obtener
tipos de gramaticas especificas. Si tomamos la forma general y no imponemos
restricciones, obtenemos gramaticas no restringidas.
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Definicién 10.3 Una gramética G = (V, T, S, P) se llama no restringida
(sin restricciones) si todas las producciones son de la forma

U — v,

donde w estd en (VUT)T y v estd en (VUT)™

En una gramaética no restringida, esencialmente no se imponen condicio-
nes a las producciones. Cualquier nimero de variables y terminales puede
estar a la izquierda o a la derecha, y estos pueden ocurrir en cualquier orden.
Solo hay una restriccion: A no esta permitido como el lado izquierdo de una
produccion.

Como veremos, las graméticas no restringidas son mucho més poderosas
que las formas restringidas como las gramaticas regulares y libres de contexto
que hemos estudiado hasta ahora.

De hecho, las graméaticas no restringidas corresponden a la familia mas
grande de lenguajes, por lo que podemos esperar reconocerlas por medios
mecanicos; es decir, las gramaticas no restringidas generan exactamente la
familia de lenguajes enumerables de forma recursiva.

Mostramos esto en dos partes; el primero es bastante sencillo, pero el
segundo implica una construccion larga.

Teorema 10.6 Cualquier lenguaje generado por una gramatica sin restric-
ciones es enumerable de forma recursiva.

Demostracion: La gramatica en efecto define un procedimiento para
enumerar todas las cadenas en el lenguaje de forma sistematica. Por ejemplo,
podemos enumerar todos las w en L de manera que

S = w,

es decir, w se deriva en un paso. Dado que el conjunto de producciones de la
gramatica es finito, habra un nimero finito de tales cadenas. A continuacion,
enumeramos todos los w en L que se pueden derivar en dos pasos

S=r=w,

y asi. Podemos simular estas derivaciones en una maquina de Turing y, por
lo tanto, tener un procedimiento de enumeracién para el lenguaje. Por tanto,
es recursivamente enumerable.
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Esta parte de la correspondencia entre lenguajes enumerables de forma
recursiva y gramaticas no restringidas no es sorprendente. La gramética ge-
nera cadenas mediante un proceso algoritmico bien definido, por lo que las
derivaciones se pueden realizar en una maquina de Turing.

Para mostrar la reciproca, describimos como cualquier maquina de Turing
puede ser imitada por una gramatica sin restricciones.

Se nos da una maquina de Turing M = (Q,>,I,0,qy,0, F') y quere-
mos producir una gramatica G tal que L(G) = L(M). La idea detrds de
la construccion es relativamente simple, pero su implementacién se vuelve
notoriamente engorrosa.

Dado que el calculo de la maquina de Turing puede describirse mediante
la secuencia de descripciones instantaneas

qow = zqrw, (10.3)

intentaremos ordenarlo para que la gramatica correspondiente tenga la pro-
piedad de que
Qow = Tqsw, (10.4)

si y solo si se cumple. Esto no es dificil de hacer; lo que es mas dificil
de ver es como hacer la conexion entre y lo que realmente queremos,
es decir,

S=uw

para toda w que satisfaga ({10.3]). Para lograrlo, construimos una gramatica
que, a grandes rasgos, tiene las siguientes propiedades:

1. S puede derivar gow para toda w € X7.

2. (10.4) es posible si y solo si (10.3]) se cumple.

3. Cuando se genera una cadena xqsy con g5 € F', la gramatica transforma
esta cadena en la w original.

La secuencia completa de derivaciones es entonces
S = qow = xqry = w. (10.5)
El tercer paso en la derivacion anterior es el problematico. ; Como puede la

gramatica recordar w si se modifica durante el segundo paso? Resolvemos
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esto codificando cadenas de modo que la version codificada originalmente
tenga dos copias de w.

La primera se guarda, mientras que la segunda se usa en los pasos de
. Cuando se ingresa una configuracion final, la gramatica borra todo
excepto la w guardada.

Para producir dos copias de w y manejar el simbolo de estado de M (que
eventualmente tiene que ser eliminado por la gramédtica), introducimos las
variables Vg, y Vi para todo a € X U{}, b € I' y todo i tal que ¢; € Q. La
variable V,;, codifica los dos simbolos a y b, mientras que V,; codifica a y b,
asi como el estado g;.

El primer paso en se puede lograr (en la forma codificada) mediante

S — VDDS|SV|]|]|T, (106)
T — TV,a|Vioas (10.7)

para todo a € X. Estas producciones permiten que la gramética genere una
version codificada de cualquier cadena gyw con un nimero arbitrario de es-
pacios en blanco al principio y al final.

Para el segundo paso, para cada transicion

6(gi ¢) = (g, d, R)
de M, ponemos en la gramatica producciones de la forma

VaicVopg = VadVpjg, (10.8)
para todo a,p € ¥ U {}, g € I'. Para cada

6(qi, c) = (g5, d, L)
de M, incluimos en G

ViaVaic = VpjqVads (10.9)

para todo a,p € XU {},q € T.

Si en el segundo paso, M entra en un estado final, la gramatica debe
entonces deshacerse de todo excepto w, que se guarda en los primeros indices
de las V. Por lo tanto, para cada ¢; € F', incluimos producciones

Vajo = a, (10.10)
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para todo a € X U{J},b € T'. Esto crea el primer terminal en la cadena, que
luego provoca una reescritura en el resto mediante

cVap — ca, (10.11)
Ve — ac, (10.12)

para todo a,c € XU{O}, b € I'. También necesitamos una produccién especial
O — A (10.13)

Esta ultima produccién se ocupa del caso en que M se mueva fuera de la
parte de la cinta ocupada por la entrada w. Para que las cosas funcionen en

este caso, primero debemos usar (10.6|) y (10.7) para generar
O Ogewd- - -0,

que representa toda la regién de la cinta utilizada. Los espacios en blanco

extranos se eliminan al final por ((10.13]).
El siguiente ejemplo ilustra esta complicada construccién. Revise cuidado-

samente cada paso en el ejemplo para ver qué hacen las distintas producciones
y por qué son necesarias.

Ejemplo 10.1 Sea M = (Q, %, T, 4, o, d, F)) una maquina de Turing con

Q= {QO,Ch},
I'={a,b,0},
2= {a’7 b}7
F= {q1}7

6(q0,a) = (qo,a, R),
6(q0,00) = (¢, 0, L).

Esta méquina acepta L(aa*).
Considere ahora el calculo

qoaa F aqoa F aaqy] - agrald, (10.14)
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que acepta la cadena aa. Para derivar esta cadena con G, primero usamos

reglas de la forma ((10.6)) y (10.7)) para obtener la cadena inicial apropiada,

S = SVon =TV = TVa Voo = VaoaVae Voo

La ultima forma sentencial es el punto de partida para la parte de la de-
rivacién que imita el calculo de la maquina de Turing. Contiene la entrada
original aal] en la secuencia de los primeros indices y la descripcion ins-
tantdanea inicial ggaald en los indices restantes. A continuacién, aplicamos

VaOa V;za — Vaa VaOa )

Va0 Voo — Vaa Voo,

que son instancias especificas de ((10.8)), y
VaaVooo = Vaia Voo
procedente de . Entonces los siguientes pasos en la derivacién son
VaoaVaa Voo = VaaVaoad Voo = VaaVaaVooo = VaaVara Vo

La secuencia de los primeros indices sigue siendo la misma, siempre recor-
dando la entrada inicial. La secuencia de los otros indices es

Oaall, a0all, aaOL], alall,

que es equivalente a la secuencia de descripciones instantaneas en ((10.14]).
Finalmente, (10.10) a (10.13) se utilizan en los dltimos pasos

ViaVa1a Voo = VaeadVoo = V,ead = aald = aa.

La construccion descrita en (10.6) a (10.13) es la base de la prueba del si-
guiente resultado.

4

Teorema 10.7 Para cada lenguaje L recursivamente enumerable, existe una
gramética G sin restricciones, tal que L = L(G).
Demostracion: La construccion descrita garantiza que si

x oy,
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entonces

e(z) = e(y)
donde e(x) denota la codificacién de una cadena de acuerdo con la convencién
dada. Mediante induccion sobre el nimero de pasos, podemos demostrar que

e(qow) = e(y)

si y solo si
*
qow Fy.
También debemos mostrar que podemos generar todas las configuraciones
iniciales posibles y que w se reconstruye adecuadamente si y sélo si M ingresa

a una configuracién final. Los detalles, que no son demasiado dificiles, se dejan
€cOomo ejercicio.

10.2.1. Ejercicios

1. ;Qué lenguaje deriva la siguiente gramatica sin restricciones?

S — 518,
S1 — aS1b,
bB — bbbB,

aS1b — aa,

B —= A\

2. Construya una méaquina de Turing para L(01(01)*), luego encuentre
una gramatica sin restricciones para ella usando la construccion del
Teorema [10.7. Dé una derivacién para 0101 usando la gramética resul-
tante.

10.3. Gramaticas sensibles al contexto y len-
guajes

Entre las gramaticas restringidas y las gramaticas sin restricciones, se
pueden definir una gran variedad de gramaticas “restringidas en algin sen-
tido”.
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No todos los casos arrojan resultados interesantes; entre las que si lo
hacen, las gramaticas sensibles al contexto han recibido una atenciéon consi-
derable.

Estas graméticas generan lenguajes asociados con una clase restringida de
maquinas de Turing, los autématas acotados linealmente, que presentamos

en la Seccién [0.5]

Definicién 10.4 Se dice que una gramatica G = (V, T, S, P) es sensible al
contexto si todas las producciones son de la forma

T =y,
donde z,y € (VUT)" y

2] < Jyl. (10.15)

Esta definicion muestra claramente un aspecto de este tipo de graméti-
cas; no se contraen, en el sentido de que la longitud de las sucesivas formas
sentenciales nunca puede disminuir.

Es menos obvio por qué tales gramaticas deben llamarse sensibles al con-
texto, pero se puede demostrar (ver, por ejemplo, Salomaa 1973) que todas
esas gramaticas pueden reescribirse en una forma normal en la que todas las
producciones son de la forma

Ay — VY.
Esto equivale a decir que la produccion
A—w
se puede aplicar solo en la situacion en la que A ocurre en un contexto donde
la cadena x esta a la izquierda y la cadena y a la derecha.
Si bien usamos la terminologia que surge de esta interpretacién en parti-

cular, la forma en si es de poco interés para nosotros aqui, y nos basaremos
completamente en la Definicion [10.4}
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10.3.1. Lenguajes sensibles al contexto y autématas
acotados linealmente

Como sugiere la terminologia, las gramaticas sensibles al contexto estan
asociadas con una familia de lenguajes con el mismo nombre.

Definicién 10.5 Se dice que un lenguaje L es sensible al contexto si existe
una gramdtica sensible al contexto G, tal que L = L(G) o L = L(G) U {\}.

En esta definicién, reintroducimos la cadena vacia. La Definicién [10.4]
implica que x — X no estd permitida, por lo que una gramatica sensible al
contexto nunca puede generar un lenguaje que contenga la cadena vacia.

Sin embargo, cada lenguaje libre de contexto sin A puede ser generado por
un caso especial de una gramatica sensible al contexto, digamos por una en
la forma normal de Chomsky o Greibach, las cuales satisfacen las condiciones
de la Definicién [10.4]

Al incluir la cadena vacia en la definicién de un lenguaje sensible al con-
texto (pero no en la gramatica), podemos afirmar que la familia de lenguajes
libres de contexto es un subconjunto de la familia de lenguajes sensibles al
contexto.

Ejemplo 10.2 El lenguaje L = {a"b"c" : n > 1} es un lenguaje sensible al
contexto. Demostramos esto exhibiendo una gramatica sensible al contexto
para el lenguaje. Tal gramatica es
S — abc|aAbe,

Ab — bA,

Ac — Bbee,

bB — Bb,

aB — aalaaA.

Podemos ver como funciona esto al observar una derivacién de a3b3¢3.

S = aAbc = abAc = abBbcc
= aBbbcc = aaAbbce = aabAbce
= aabbAcc = aabbBbccc
= aabBbbcce = aaBbbbcce
= aaabbbccc.
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La solucion utiliza eficazmente las variables A y B como mensajeros. Se crea
una A a la izquierda, viaja a la derecha hasta la primera ¢, donde crea otra
by c. Luego envia al mensajero B de regreso a la izquierda para crear la
correspondiente a. El proceso es muy similar a la forma en que se puede

programar una maquina de Turing para que acepte el lenguaje L.
O

Dado que el lenguaje del ejemplo anterior no es libre de contexto, vemos
que la familia de lenguajes libres de contexto es un subconjunto propio de la
familia de lenguajes sensibles al contexto.

El Ejemplo también muestra que no es facil encontrar una gramatica
sensible al contexto, incluso para ejemplos relativamente simples. A menu-
do, la solucién se obtiene mas facilmente comenzando con un programa de
maquina de Turing y luego encontrando una gramatica equivalente para él.

Algunos ejemplos mostraran que, siempre que el lenguaje sea sensible al
contexto, la maquina de Turing correspondiente tiene requisitos de espacio
predecibles; en particular, puede verse como un automata acotado linealmen-
te.

Teorema 10.8 Para cada lenguaje sensible al contexto L sin incluir A, existe
algin autémata acotado linealmente M tal que L = L(M).

Demostracion: Si L es sensible al contexto, entonces existe una gramati-
ca sensible al contexto para L —{\}. Mostramos que las derivaciones en esta
gramatica pueden ser simuladas por un autémata acotado linealmente.

El autéomata acotado linealmente tendra dos pistas, una que contiene la
cadena de entrada w, la otra que contiene las formas sentenciales derivadas
usando G. Un punto clave de este argumento es que ninguna forma sentencial
puede tener una longitud mayor que |w|. Otro punto a tener en cuenta es
que un autémata acotado linealmente es, por definicion, no determinista.

Esto es necesario en el argumento, ya que podemos afirmar que siempre
se puede adivinar la produccién correcta y que no es necesario buscar alter-
nativas improductivas. Por lo tanto, el calculo descrito en el Teorema [10.6|se
puede realizar sin usar espacio excepto el que originalmente ocupaba w; es

decir, se puede realizar mediante un autémata acotado linealmente.
[ ]

Teorema 10.9 Si un lenguaje L es aceptado por algin autémata acotado

linealmente M, entonces existe una gramatica sensible al contexto que genera
a L.
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Demostracién: La construccién aqui es similar a la del Teorema [10.7]
Todas las producciones generadas en el Teorema no se contraen excepto
(110.13),

O— A

Pero esta produccion puede omitirse. Sélo es necesaria cuando la méaquina
de Turing se mueve fuera de los limites de la entrada original, lo cual no es
el caso aqui. La gramética obtenida por la construccién sin esta produccion
innecesaria no se contrae, completando el argumento.

10.3.2. Relacidon entre lenguajes recursivos y sensibles
al contexto

El teorema nos dice que cada lenguaje sensible al contexto es acep-
tado por alguna maquina de Turing y, por lo tanto, es recursivamente enu-
merable. El teorema [10.10] se sigue facilmente de esto.

Teorema 10.10 Todo lenguaje L sensible al contexto es recursivo.
Demostracién: Considere el lenguaje sensible al contexto L con una
gramatica sensible al contexto asociada G, y observe una derivacién de w

S=>r=>10=> =1, =W

Podemos suponer sin ninguna pérdida de generalidad que todas las formas
sentenciales en una sola derivacién son diferentes; es decir, z; # x; para todo
1 # j. El quid de nuestro argumento es que el nimero de pasos en cualquier
derivacién es una funcién acotada de |w|. Sabemos que

25| < |24l

porque G no se contrae. Lo Uinico que necesitamos agregar es que existe algin
m, dependiendo solo de G y w, de manera que

25| < |2jqml,

para todo j, con m = m(|Jw|) una funcién acotada de |V U T| y |w|. Esto
se debe a que la finitud de |V U T| implica que sélo hay un nimero finito
de cadenas de una longitud determinada. Por lo tanto, la longitud de una
derivacién de w € L es como méaximo |w|m(|w]).
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Esta observacién nos da inmediatamente un algoritmo de pertenencia
para L. Comprobamos todas las derivaciones de longitud hasta |w|m(|w|).
Dado que el conjunto de producciones de G es finito, solo hay un ntmero
finito de estos. Si alguno de ellos da w, entonces w € L, de lo contrario no

esta en L.
[ |

Teorema 10.11 Existe un lenguaje recursivo que no es sensible al contexto.

Demostracién: Considere el conjunto de todas las graméticas sensibles
al contexto sobre T' = {a, b}. Podemos usar una convencién en la que cada
gramatica tiene un conjunto de variables de la forma

V= {Vo,Vi,Va,...}.

Cada gramatica sensible al contexto estd completamente especificada por sus
producciones; podemos pensar en ellas como si estuvieran escritas en una sola
cadena

T1 = Y102 > Y25 - -5 Tm —7 Ym-

A esta cadena aplicamos ahora el homomorfismo

h(a)
(b)
h(—=)

)
)

>

I
S oo o9

l+50

Por lo tanto, cualquier gramaética sensible al contexto se puede representar de
forma tnica mediante una cadena de L((011*0)*). Ademads, la representacién
es invertible en el sentido de que, dada dicha cadena, hay como méximo una
gramatica sensible al contexto correspondiente.

Introduzcamos un orden propio en {0, 1}*, de modo que podamos escribir
cadenas en el orden w;, wy, etc. Una cadena dada w; puede no definir una
gramatica sensible al contexto; pero si lo hace, llame a la gramatica Gj.

A continuacién, definimos un lenguaje L mediante

L = {w; : w; define una gramatica sensible al contexto G; y w; & L(G;)}.

L esta bien definido y de hecho es recursivo.
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Para ver esto, construimos un algoritmo de pertenencia. Dado w;, com-
probamos para ver si define un gramatica sensible al contexto G;. Si no,
entonces w; ¢ L. Si la cadena define una gramatica, entonces L(G;) es re-
cursivo, y podemos usar el algoritmo de pertenencia del Teorema para
averiguar si w; € L(G;). Si no es asi, entonces w; pertenece a L.

Pero L no es sensible al contexto. Si lo fuera, existirfa un w; tal que
L = L(G;). Entonces podemos preguntar si w; esta en L(G;). Si asumimos
que w; € L(G;), entonces, por definicién, w; no estd en L. Pero L = L(G,),
entonces tenemos una contradiccién. Por el contrario, si asumimos que w; ¢
L(Gj), entonces, por definicién, w; € Ly tenemos otra contradiccién. Por lo
tanto, debemos concluir que L no es sensible al contexto. |

El resultado del Teorema indica que los autématas acotados lineal-
mente son de hecho menos poderosos que las maquinas de Turing, ya que
solo aceptan un subconjunto propio de los lenguajes recursivos.

Se sigue del mismo resultado que los automatas acotados linealmente son
mas poderosos que los autématas de pila. Los lenguajes libres de contexto,
que se generan mediante gramaticas libres de contexto, son un subconjunto
de los lenguajes sensibles al contexto. Como muestran varios ejemplos, son
un subconjunto propio.

Debido a la equivalencia esencial de los autéomatas acotados linealmente
y los lenguajes sensibles al contexto por un lado, y los autématas de pila
y los lenguajes libres de contexto por el otro, vemos que cualquier lenguaje
aceptado por un automata de pila también es aceptado por algiin autéomata
acotado linealmente, pero que hay lenguajes aceptados por algunos autéma-
tas acotados linealmente para los que no hay autématas de pila.

10.3.3. Ejercicios

Construya gramaticas sensibles al contexto para los siguientes lenguajes:
1. L={a"™p"c"':n>1}

2. L={a"b"a®" :n > 1}.

3. L={a"b"c"d™ :n>1,m > 1}.

4. L ={ww: w € {a,b}T}.

5. L ={a™"c"d" : n > 1}.
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10.4. La Jerarquia de Chomsky

Ahora nos hemos encontrado con una serie de familias de lenguajes, entre
ellos los lenguajes recursivamente enumerables (Lgg), los lenguajes sensibles
al contexto (Lcg), los lenguajes libres de contexto (Leop) y los lenguajes
regulares (Lrpa).

Una forma de mostrar la relacion entre estas familias es mediante la Je-
rarquia de Chomsky. Noam Chomsky, uno de los fundadores de la teoria
de lenguajes formales, proporcioné una clasificacién inicial con cuatro tipos
de lenguajes, del tipo 0 al tipo 3. Esta terminologia original ha persistido y
se encuentran frecuentes referencias a ella, pero los tipos numéricos son en
realidad nombres diferentes para las familias de lenguajes que hemos estu-
diado.

Los lenguajes de tipo 0 son los generados por gramaticas sin restricciones,
es decir, los lenguajes enumerables recursivamente. El tipo 1 consta de los
lenguajes sensibles al contexto, el tipo 2 consta de los lenguajes libres de
contexto y el tipo 3 consta de los lenguajes regulares.

Como hemos visto, cada familia de lenguajes de tipo 7 es un subconjunto
propio de la familia de tipo ¢ — 1. La figura muestra la jerarquia de
Chomsky original.

Figura 10.3: Jerarquia de Chomsky original.

También hemos conocido otras familias de lenguajes que pueden enca-
jar en esta imagen. Incluyendo las familias de lenguajes deterministas libres
de contexto (Lpcr) v lenguajes recursivos (Lgpc), llegamos a la jerarquia
extendida que se muestra en la Figura [10.4]

Para resumir, hemos explorado las relaciones entre varias familias de len-
guajes y sus automatas asociados. Al hacerlo, establecimos una jerarquia de
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Figura 10.4: Jerarquia de Chomsky extendida.

lenguajes y clasificamos a los automatas por su poder como aceptadores de
lenguajes.

Las maquinas de Turing son mas poderosas que los autématas acotados
linealmente. Estos, a su vez, son mas poderosos que los autématas de pila.
En la parte inferior de la jerarquia se encuentran los aceptadores finitos, con
los que comenzamos nuestro estudio.
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Capitulo 11

Limites del Calculo Algoritmico

Hemos hablado sobre lo que pueden hacer las maquinas de Turing, ahora
veremos lo que no pueden hacer. Aunque la tesis de Turing nos lleva a creer
que existen pocas limitaciones en el poder de una méaquina de Turing, hemos
afirmado en varias ocasiones que no podria existir ningiin algoritmo para la
solucion de ciertos problemas.

Ahora hacemos mas explicito lo que queremos decir con esta afirmacion.
Algunos de los resultados se obtuvieron de forma bastante sencilla; si un
lenguaje no es recursivo, entonces, por definicién, no existe un algoritmo de
pertenencia para él. Si esto fuera todo lo que hay en este tema, no seria muy
interesante; los lenguajes no recursivos tienen poco valor practico.

Pero el problema es méas profundo. Por ejemplo, hemos declarado (pero
aun no probado) que no existe un algoritmo para determinar si una gramética
libre de contexto no es ambigua. Esta pregunta es claramente de importancia
practica en el estudio de los lenguajes de programacion.

Primero definimos los conceptos de decidibilidad y computabilidad para
precisar lo que queremos decir cuando decimos que una maquina de Turing no
puede hacer algo. A continuacién, examinamos varios problemas clasicos de
este tipo, entre ellos el conocido problema de paro de las maquinas de Turing.
De esto se siguen una serie de problemas relacionados con las maquinas de
Turing y los lenguajes enumerables de forma recursiva.



11.1. ALGUNOS PROBLEMAS QUE NO SE PUEDEN RESOLVER CON
MAQUINAS DE TURING

11.1. Algunos problemas que no se pueden
resolver con Maquinas de Turing

El argumento de que el poder de los calculos mecanicos es limitado no es
sorprendente. Intuitivamente sabemos que muchas preguntas vagas y especu-
lativas requieren una comprension y un razonamiento especiales mucho més
alla de la capacidad de cualquier computadora que ahora podamos construir
o incluso prever.

Lo que es mas interesante para los cientificos de la computacion es que hay
cuestiones que pueden plantearse de forma clara y sencilla, con una aparente
posibilidad de una solucién algoritmica, pero que se sabe que no pueden ser
resueltas por ninguna computadora.

11.1.1. Computabilidad y decidibilidad

Dijimos que se dice que una funcién f en un dominio determinado es
computable si existe una maquina de Turing que calcula el valor de f para
todos los argumentos en su dominio. Una funcién no es computable si no
existe tal maquina de Turing.

Puede haber una maquina de Turing que pueda calcular f en parte de su
dominio, pero llamamos a la funcién computable s6lo si hay una maquina de
Turing que calcula la funcién en la totalidad de su dominio. Vemos de esto
que, cuando clasificamos una funcién como computable o no computable,
debemos tener claro cudl es su dominio.

Nuestra preocupacion aqui sera la configuracion algo simplificada donde
el resultado de un célculo es un simple “si” o “no”. En este caso, hablamos
de que un problema es decidible o indecidible.

Por problema entenderemos un conjunto de afirmaciones relacionadas,
cada una de las cuales debe ser verdadera o falsa. Por ejemplo, consideramos
la afirmacién ”Para una gramética G libre de contexto, el lenguaje L(G) es
ambiguo”. Para algunas G esto es cierto, para otras es falso, pero claramente
debemos tener uno u otro. El problema es decidir si el enunciado es verdadero
para cualquier GG que se nos dé.

Nuevamente, hay un dominio subyacente, el conjunto de todas las gramati-
cas libres de contexto. Decimos que un problema es decidible si existe una
maquina de Turing que da la respuesta correcta para cada enunciado en el
dominio del problema.
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Cuando enunciamos resultados de decidibilidad o indecidibilidad, siempre
debemos saber cudl es el dominio, porque esto puede afectar la conclusién.
El problema puede resolverse en algin dominio pero no en otro.

Especificamente, una sola instancia de un problema siempre es decidible,
yva que la respuesta es verdadera o falsa. En el primer caso, una maquina de
Turing que siempre responde ”verdadero”da la respuesta correcta, mientras
que en el segundo caso es apropiada una que siempre responde "falso”.

Esto puede parecer una respuesta graciosa, pero enfatiza un punto im-
portante. El hecho de que no sepamos cual es la respuesta correcta no hace
ninguna diferencia; lo que importa es que existe alguna maquina de Turing
que da la respuesta correcta.

11.1.2. El problema de paro de la Maquina de Turing

Partimos de algunos problemas que tienen trascendencia histérica y que
a la vez nos dan un punto de partida para desarrollar resultados posteriores.
El més conocido de ellos es el problema de paro de la maquina de Turing.

En pocas palabras, el problema es: Dada la descripcion de una maquina
de Turing M y una entrada w, ;| M, cuando se inicia en la configuracién inicial
gow, realiza un céalculo que finalmente se detiene?

Usando una forma abreviada de hablar sobre el problema, preguntamos
si M aplicada a w, o simplemente (M, w), se detiene o no. El dominio de este
problema debe tomarse como el conjunto de todas las méaquinas de Turing
y todas las w; es decir, estamos buscando una sola maquina de Turing que,
dada la descripcion de una M y w arbitrarias, predecird si el célculo de M
aplicada a w se detendra o no.

No podemos encontrar la respuesta simulando la accion de M sobre w,
digamos realizandola en una méaquina de Turing universal, porque no hay
limite en la duracién del calculo. Si M entra en un ciclo infinito, no importa
cuanto esperemos, nunca podremos estar seguros de que M esta de hecho en
un ciclo. Puede ser simplemente un caso de un calculo muy largo.

Lo que necesitamos es un algoritmo que pueda determinar la respuesta
correcta para cualquier M y w realizando un anadlisis de la descripcion de la
maquina y la entrada. Pero, como mostraremos, no existe tal algoritmo.

Para una discusién posterior, es conveniente tener una idea precisa de lo
que entendemos por problema de paro; por esta razén, hacemos una definicién
especifica de lo que dijimos en forma un tanto vaga.
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Figura 11.1: H se inicia en el estado gg con la entrada wy,w y eventualmente
se detiene en el estado g, o ¢,.

Definicién 11.1 Sea wj; una cadena que describe una maquina de Turing
M =(Q,%,T,6,q,0,F), y sea w una cadena en el alfabeto de M. Supon-
dremos que wy; y w estan codificados como una cadena de ceros y unos,
como se sugiere en la Seccién [0.4] Una solucién del problema de paro es una
maquina de Turing H, que para cualquier w); y w realiza el célculo

*
Qowprw = T1qyT2

si M aplicada a w para, y

Qownw F y1gnY2

si M aplicada a w no para. Aqui ¢, y ¢, son estados finales de H.

Teorema 11.1 No existe ninguna maquina de Turing H que se comporte
como lo requiere la Definicién Por tanto, el problema de paro es inde-
cidible.

Demostracion: Suponemos lo contrario, es decir, que existe un algoritmo
y, en consecuencia, alguna maquina de Turing H, que resuelve el problema
de paro. La entrada a H serd la cadena wyw.

El requisito es entonces que, dado cualquier wy,w, la maquina de Turing
H se detendré con una respuesta de si o no. Logramos esto pidiendo que H
se detenga en uno de los dos estados finales correspondientes, digamos, g, o
¢n- La situaciéon se puede visualizar mediante un diagrama de bloques como
el de la Figura |11.1}

La intencion de este diagrama es indicar que, si H se inicia en el estado
¢o con la entrada wp,w, eventualmente se detendra en el estado ¢, o g,.
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Figura 11.2: H' se comporta como H excepto que cuando alcanza el estado
gy independientemente de lo que haya en la cinta no lo cambia y se cicla.

Como lo requiere la Definicién queremos que H opere de acuerdo con
las siguientes reglas:

%
Qowpw Fp T1qyT2

si M aplicada a w para, y

QUMW i Y1¢nY2

si M aplicada a w no para.

A continuacién, modificamos H para producir una méaquina de Turing H’
con la estructura que se muestra en la Figura[I1.2] Con los estados agregados
en la Figura m queremos expresar que las transiciones entre el estado ¢, y
los nuevos estados ¢, v g, deben realizarse, independientemente del simbolo
de la cinta, de tal manera que la cinta permanezca sin cambios.

La forma en que se hace esto es sencilla. Comparando H y H’' vemos que,
en situaciones donde H alcanza ¢, y se detiene, la maquina modificada H’
entrard en un ciclo infinito. Formalmente, la accién de H’ se describe por

*
Gowprw F g 00

si M aplicada a w para, y

QWnw F g Y1GnY2

si M aplicada a w no para.
A partir de H’' construimos otra maquina de Turing H. Esta nueva maqui-
na toma como entrada wy; y la copia, terminando en su estado inicial qq.
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Después de eso, se comporta exactamente como H'. Entonces la accién de H
es tal que

* *

Gownr Fg gouwarwar Fg 00
si M aplicada a w); para, y

QoWm }_f[ QoWpM W "ﬁ Y19nY2

si M aplicada a wy no para.

Ahora, H es una mdquina de Turing, por lo que tiene una descripcién
en {0,1}*, digamos, w. Esta cadena, ademds de ser la descripciéon de H,
también se puede utilizar como cadena de entrada. Por lo tanto, podemos
preguntarnos legitimamente qué sucederfa si H se aplicara a w. De lo anterior,
identificando M con H, obtenemos

qoW 7 00
si H aplicada a w para, y

QW F g Y1qny2

si H aplicada a @ no para.
Esto es claramente un sinsentido. La contradiccién nos dice que nuestra
suposiciéon de la existencia de H, y por tanto la suposicién de la decidibilidad

del problema de paro, debe ser falsa.
[ |

Uno puede objetar la Definicién[T1.1], ya que requerimos que, para resolver
el problema de paro, H tuviera que comenzar y terminar en configuraciones
muy especificas.

Sin embargo, no es dificil ver que estas condiciones elegidas arbitraria-
mente juegan solo un papel menor en el argumento, y que esencialmente el
mismo razonamiento podria usarse con cualquier otra configuracion inicial y
final. Hemos vinculado el problema a una definicién especifica por el bien de
la discusion, pero esto no afecta la conclusion.

Es importante tener en cuenta lo que dice el Teorema [11.1} No excluye
la solucién del problema de paro para casos especificos; a menudo podemos
decir mediante un analisis de M y w si la maquina de Turing parara o no.
Lo que dice el teorema es que esto no siempre se puede hacer; no existe un
algoritmo que pueda tomar una decisién correcta para todas las wy; y w.
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Los argumentos para probar el Teorema se dieron porque son clasicos
y de interés histérico. La conclusion del teorema estd en realidad implicita
en resultados anteriores, como muestra el siguiente argumento.

Teorema 11.2 Si el problema de paro fuera decidible, entonces todo lengua-
je enumerable recursivamente seria recursivo. En consecuencia, el problema
de paro es indecidible.

Demostracion: Para ver esto, sea L un lenguaje recursivamente enu-
merable sobre X, y sea M una méaquina de Turing que acepta L. Sea H la
maquina de Turing que resuelve el problema de paro. Construimos a partir
de esto el siguiente procedimiento:

) iqu wpyrw. Si i n nton r nicién, w n :
1. Aplique H a Si H dice “no”, entonces, por definicion, o esta
en L.

2. Si H dice “si”, aplique M a w. Pero M debe parar, entonces eventual-
mente nos dird que w esta en L.

Esto constituye un algoritmo de pertenencia que hace que L sea recursivo.
Pero ya sabemos que hay lenguajes enumerables recursivamente que no son
recursivos. La contradiccion implica que H no puede existir, es decir, que el
problema de paro es indecidible.

|

11.1.3. Reduccién de un problema indecidible a otro

El argumento anterior, que conecta el problema de paro con el proble-
ma de membresia, ilustra la técnica de reduccion que es muy importante
en Teoria de la Computacién. Decimos que un problema A se reduce a un
problema B si la decidibilidad de A se deriva de la decidibilidad de B. En-
tonces, si sabemos que A es indecidible, podemos concluir que B también es
indecidible. Veamos algunos ejemplos para ilustrar esta idea.

Ejemplo 11.1 El problema de entrar en un estado es el siguiente. Dada
cualquier maquina de Turing M = (Q,X%,T,0,q0,d, F') y cualquier ¢ € @,
w € X1, decida si se entra o no en el estado ¢ cuando M se aplica a w. Este
problema es indecidible.

Para reducir el problema de paro al problema de entrar en un estado,
suponga que tenemos un algoritmo A que resuelve el problema de entrar en
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un estado. Entonces podriamos usarlo para resolver el problema de paro. Por
ejemplo, dado cualquier M y w, primero modificamos M para obtener M de
tal manera que M se detenga en el estado ¢ si y so6lo si M se detiene.
Podemos hacer esto simplemente mirando la funcién de transicion ¢ de
M. Si M se detiene, lo hace porque alguna d(g;,a) no estd definida. Para

obtener M. , cambiamos cada 0 indefinida a

5((]@7 CL) = (Q7 a, R)7

donde ¢ es un estado final. Aplicamos el algoritmo de entrar en un estado
Aa (M . q, w). Si A responde si, es decir, se ingresa al estado ¢, entonces

(M, w) se detiene. Si A dice que no, entonces (M, w) no se detiene.

Por tanto, la suposicion de que el problema de entrar en un estado es
decidible nos da un algoritmo para el problema de paro. Debido a que el
problema de paro es indecidible, el problema de entrar en un estado también

tiene que ser indecidible.
O

Ejemplo 11.2 El problema de paro de la cinta en blanco es otro pro-
blema al que se puede reducir al problema de paro. Dada una maquina de
Turing M, determine si M se detiene o no si se inicia con una cinta en blanco.
Esto es indecidible.

Para mostrar como se logra esta reduccién, suponga que se nos da alguna
M vy alguna w. Primero construimos a partir de M una nueva maquina M,
que comienza con una cinta en blanco, escribe w en ella y luego se posiciona
en una configuracién gow. Después de eso, M,, actiia como M. Claramente,
M,, se detendrd con una cinta en blanco si y sélo si M se detiene con w.

Supongamos ahora que el problema de paro de la cinta en blanco fuera
decidible. Dado cualquier (M, w), primero construimos M,,, luego le aplica-
mos el algoritmo del problema de paro de la cinta en blanco. La conclusién
nos dice si M aplicada a w se detendra.

Dado que esto se puede hacer para cualquier M y w, un algoritmo para
el problema de paro de la cinta en blanco se puede convertir en un algoritmo
para el problema de paro. Dado que se sabe que este tltimo es indecidible,
lo mismo debe ser cierto para el problema de paro de la cinta en blanco.

O

La construccion en los argumentos de estos dos ejemplos ilustra un en-
foque comun para establecer resultados de indecidibilidad. Un diagrama de
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Halts

M,w Generate | My, Elsln}k—tapc > Halts
M alting
w algorithm A4 > Does not halt
Does not
halt

Figura 11.3: Algoritmo para el problema de paro.

bloques a menudo nos ayuda a visualizar el proceso. La construccién del
ejemplo se resume en la Figura|[11.3, En ese diagrama, primero usamos
un algoritmo que transforma (M, w) en M,,; tal algoritmo existe claramente.

A continuacién, usamos el algoritmo para resolver el problema de paro
de la cinta en blanco, que asumimos que existe. Poner los dos juntos produce
un algoritmo para el problema de paro. Pero esto es imposible y podemos
concluir que A no puede existir.

Un problema de decisién es efectivamente una funcién con un rango {0, 1},
es decir, una respuesta verdadera o falsa. También podemos mirar funciones
mas generales para ver si son computables; para ello, seguimos el método
establecido y reducimos el problema de paro (o cualquier otro problema co-
nocido como indecidible) al problema de calcular la funcién en cuestion.

Debido a la tesis de Turing, esperamos que las funciones que se encuen-
tran en circunstancias practicas sean computables, por lo que para obtener
ejemplos de funciones no computables debemos buscar un poco més. La ma-
yoria de los ejemplos de funciones no computables se asocian con intentos de
predecir el comportamiento de las maquinas de Turing.

Ejemplo 11.3 Sea I' = {0,1,0}. Considere la funcién f(n) cuyo valor es
el nimero maximo de movimientos que puede realizar cualquier maquina de
Turing de n estados que se detiene cuando se inicia con una cinta en blanco.
Esta funcién no es computable.

Antes de que nos propongamos demostrar esto, asegurémonos de que f(n)
esté definida para todo m. Observe primero que sélo hay un nimero finito
de maquinas de Turing con n estados. Esto se debe a que ) y I' son finitos,
por lo que ¢ tiene un dominio y un rango finitos. Esto, a su vez, implica que
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M halts in
m steps.
Construct M N M Halts

M u

M docs ot Does not halt
| halt in » steps.
m=£(Q)
F

Figura 11.4: Algoritmo para el problema de paro de la cinta en blanco.

s6lo hay un numero finito de § diferentes y, por lo tanto, un nimero finito
de maquinas de Turing de n estados diferentes.

De todas las maquinas de n estados, hay algunas que siempre se detienen,
por ejemplo, las maquinas que solo tienen estados finales y, por lo tanto,
no hacen ningiin movimiento. Algunas de las maquinas de n estados no se
detienen cuando se inician con una cinta en blanco, pero no entran en la
definicién de f. Cada maquina que se detiene ejecutard un cierto niimero de
movimientos; de estos, tomamos el mas grande para dar f(n).

Tome cualquier maquina de Turing M y ntmero positivo m. Es facil
modificar M para producir M de tal manera que este ltimo siempre se
detendra con una de dos respuestas: M aplicada a una cinta en blanco se
detiene en no mas de m movimientos, o M aplicada a una cinta en blanco
hace méas de m movimientos.

Todo lo que tenemos que hacer para esto es hacer que M cuente sus
movimientos y termine cuando este recuento exceda m. Suponga ahora que
f(n) es calculable por alguna méquina de Turing F'. Entonces podemos poner
M y F juntos como se muestra en la Figura m Primero calculamos f(|Q)),
donde @ es el conjunto de estados de M. Esto nos dice el nimero méaximo
de movimientos que M puede hacer si se detiene.

El valor que obtenemos se usa entonces como m para construir M como
se describe, y se da una descripcion de M a una maquina de Turing universal
para su ejecucién. Esto nos dice si M aplicada a una cinta en blanco se
detiene o no en menos de f(|Q|) pasos.
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Si encontramos que M aplicada a una cinta en blanco hace mas de f(|Q))
movimientos, entonces, debido a la definicién de f, la implicacién es que M
nunca se detiene. Por tanto, tenemos una solucion al problema de paro de la
cinta en blanco. La imposibilidad de la conclusiéon nos obliga a aceptar que
f no es computable.

U

11.1.4. Ejercicios

1.

[

Muestre que la pregunta “;Acepta una méaquina de Turing todas las
cadenas de longitud par?” es indecidible.

Demuestre que el siguiente problema es indecidible. Dada cualquier
mdquina de Turing M, a € ' y w € X1, determine si el simbolo a se
escribe alguna vez cuando M se aplica a w.

Demuestre que no existe un algoritmo para decidir si una maquina de
Turing arbitraria se detiene o no en todas las entradas.

Muestre que no existe un algoritmo para decidir si dos maquinas de
Turing My, y M5 aceptan el mismo lenguaje.

Muestre que el problema de determinar si una méaquina de Turing para
con cualquier entrada es indecidible.

Lenguajes Formales y Autématas, Lavalle, FCC-2022.
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