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@ Motivacién

© Concepto de Cerradura
© Cerradura Reflexiva

@ Cerradura Simétrica

© Rutas en grafos dirigidos

@ Cerradura Transitiva

@ Ejercicios
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Motivacion |

@ Una red de computadoras tiene centros de datos en Boston, Chicago,
Denver, Detroit, Nueva York y San Diego.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Motivacion |

@ Hay lineas telefénicas directas unidireccionales de Boston a Chicago,
de Boston a Detroit, de Chicago a Detroit, de Detroit a Denver y de
Nueva York a San Diego.

FCC-BUAP) Primavera 2021



Motivacion |

@ Sea R la relacién que contiene (a,b) si hay una linea telefénica desde
el centro de datos en a hasta el de b.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Motivacion |

@ ;Cémo podemos determinar si existe algin enlace (posiblemente
indirecto) compuesto por una o mas lineas telefénicas de un centro a
otro?

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Motivacion Il

@ Debido a que no todos los enlaces son directos, como el enlace de
Boston a Denver que pasa por Detroit, R no se puede utilizar
directamente para responder a esto.
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Motivacion Il

@ En el lenguaje de las relaciones, R no es transitiva, por lo que no
contiene todos los pares que se pueden vincular.
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Motivacion Il

@ Como mostraremos en esta seccién, podemos encontrar todos los
pares de centros de datos que tienen un enlace al construir una
relacién transitiva S que contenga R tal que S sea un subconjunto de
toda relacién transitiva que contenga R.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111
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Motivacion Il

@ Aqui, S es la relacién transitiva mas pequeiia que contiene R. Esta
relacién se llama cerradura transitiva de R.
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Concepto de Cerradura |

@ Si R es una relacién sobre un conjunto A, puede tener o no alguna
propiedad P, como reflexividad, simetria o transitividad.
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Concepto de Cerradura |

@ Cuando R no tiene la propiedad P, nos gustaria encontrar la relacién
mas pequefa S sobre A con la propiedad P que contiene R.
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Concepto de Cerradura |

Definicién 1
Si R es una relacién sobre un conjunto A, entonces la cerradura de R con
respecto a P, si existe, es la relacion S sobre A con la propiedad P que
contiene R y es un subconjunto de cada subconjunto de A x A que
contiene R con propiedad P.
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Concepto de Cerradura |l

@ Si hay una relacién S que es un subconjunto de cada relacién que
contiene R con propiedad P, debe ser lnica.
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Concepto de Cerradura |l

@ Para ver esto, suponga que las relaciones S y T tienen la propiedad P
y son subconjuntos de toda relacién con la propiedad P que contiene
R.

FCC-BUAP) Primavera 2021



Concepto de Cerradura |l

@ Entonces, S y T son subconjuntos entre si'y, por lo tanto, son iguales.
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Concepto de Cerradura |l

@ Tal relacidn, si existe, es la relacién mas pequena con la propiedad P
que contiene R porque es un subconjunto de toda relacién con la
propiedad P que contiene R.
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Concepto de Cerradura |l

@ Mostraremos cdmo se pueden encontrar cerraduras reflexivas,
simétricas y transitivas de relaciones.
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Cerradura Reflexiva |

e La relacién R ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} sobre el conjunto
A ={1,2,3} no es reflexiva.

lle Martinez (FCC-BUAP)



Cerradura Reflexiva |

e La relacién R ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} sobre el conjunto
A ={1,2,3} no es reflexiva.

@ ;Cémo podemos producir una relacién reflexiva que contenga R que
sea lo mas pequeina posible?
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Cerradura Reflexiva |

e La relacién R ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} sobre el conjunto
A ={1,2,3} no es reflexiva.

@ ;Cémo podemos producir una relacién reflexiva que contenga R que
sea lo mas pequeina posible?

@ Esto se puede hacer agregando (2,2) y (3,3) a R, porque estos son
los dnicos pares de la forma (a,a) que no estan en R.
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Cerradura Reflexiva |

La relacién R = {(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} sobre el conjunto

A ={1,2,3} no es reflexiva.

i Cémo podemos producir una relacién reflexiva que contenga R que
sea lo mas pequeina posible?

Esto se puede hacer agregando (2,2) y (3,3) a R, porque estos son
los dnicos pares de la forma (a,a) que no estan en R.

@ Esta nueva relacion contiene R.
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Cerradura Reflexiva |

e La relacién R ={(1,1),(1,2),(2,1),(3,2)} sobre el conjunto
A ={1,2,3} no es reflexiva.

@ ;Cémo podemos producir una relacién reflexiva que contenga R que
sea lo mas pequeina posible?

@ Esto se puede hacer agregando (2,2) y (3,3) a R, porque estos son
los dnicos pares de la forma (a,a) que no estan en R.

@ Esta nueva relacién contiene R.

@ Ademds, cualquier relacién reflexiva que contiene R también debe
contener (2,2) y (3,3).
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Cerradura Reflexiva Il

@ Debido a que esta relacién contiene R, es reflexiva y estd contenida
dentro de cada relacién reflexiva que contiene R, se denomina
cerradura reflexiva de R.
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Cerradura Reflexiva Il

@ Como ilustra este ejemplo, dada una relacién R sobre un conjunto A,
la cerradura reflexiva de R se puede formar sumando a R todos los
pares de la forma (a,a) con a € A, que no estaban en R.
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Cerradura Reflexiva Il

@ La suma de estos pares produce una nueva relacién que es reflexiva,
contiene R, y estd contenida dentro de cualquier relacién reflexiva
que contiene R.
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Cerradura Reflexiva Il

@ Vemos que la cerradura reflexiva de R es igual a RU A, donde
A = {(a,a)|a € A} es la relacién diagonal en A.
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Cerradura Reflexiva Il

i Cudl es la cerradura reflexiva de la relacién R = {(a,b)|a < b} sobre el
conjunto de niimeros enteros?
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Cerradura Reflexiva Il

i Cudl es la cerradura reflexiva de la relacién R = {(a,b)|a < b} sobre el
conjunto de niimeros enteros?

Solucidén: La cerradura reflexiva de R es

RUA ={(a,b)|a < b}U{(a,a)|la € Z} = {(a,b)|a < b}.

Lavalle Martinez (FCC-BUAP)



Cerradura Simétrica |

@ La relacidn

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

en {1,2,3} no es simétrica.

rtinez (FCC-BUAP)



Cerradura Simétrica |

@ La relacidn

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

en {1,2,3} no es simétrica.

@ ;Cémo podemos producir una relacidn simétrica que sea lo mas
pequeiia posible y contenga R?




Cerradura Simétrica |

@ La relacién
{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

en {1,2,3} no es simétrica.

@ ;Cémo podemos producir una relacién simétrica que sea lo mas
pequeiia posible y contenga R?

@ Para hacer esto, solo necesitamos sumar (2,1) y (1, 3), porque estos
son los Unicos pares de la forma (b, a) con (a,b) € R que no estan en
R.
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Cerradura Simétrica |

@ La relacidn

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

en {1,2,3} no es simétrica.
@ ;Cémo podemos producir una relacién simétrica que sea lo mas
pequeiia posible y contenga R?

@ Para hacer esto, solo necesitamos sumar (2,1) y (1, 3), porque estos

son los Unicos pares de la forma (b, a) con (a,b) € R que no estan en
R.

@ Esta nueva relacion es simétrica y contiene R.




Cerradura Simétrica |

@ La relacidn

{(1,1),(1,2),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2)}

en {1,2,3} no es simétrica.

@ ;Cémo podemos producir una relacién simétrica que sea lo mas
pequeiia posible y contenga R?

@ Para hacer esto, solo necesitamos sumar (2,1) y (1, 3), porque estos

son los Unicos pares de la forma (b, a) con (a,b) € R que no estan en
R.

@ Esta nueva relacion es simétrica y contiene R.

@ Ademds, cualquier relacidén simétrica que contiene R debe contener
esta nueva relacién, porque una relacidén simétrica que contiene R
debe contener (2,1) y (1,3).
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Cerradura Simétrica Il

@ En consecuencia, esta nueva relacién se denomina cerradura
simétrica de R.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Simétrica Il

@ Como ilustra este ejemplo, la cerradura simétrica de una relacién R se
puede construir sumando todos los pares ordenados de la forma (b, a),
donde (a,b) estd en la relacién, que no estdn ya presentes en R.
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Cerradura Simétrica Il

@ Sumando estos pares produce una relacién que es simétrica, que
contiene R, y que estd contenida en cualquier relacién simétrica que
contiene R.
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Cerradura Simétrica Il

@ La cerradura simétrica de una relacién se puede construir tomando la
unién de una relacién con su inversa, es decir, RU R~ ! es |a
cerradura simétrica de R, donde R~! = {(b,a)|(a,b) € R}.
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Cerradura Simétrica Il

i Cudl es la cerradura simétrica de la relacién R = {(a,b)|a > b} en el
conjunto de enteros positivos?
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Cerradura Simétrica Il

i Cudl es la cerradura simétrica de la relacién R = {(a,b)|a > b} en el
conjunto de enteros positivos?

Solucién: La cerradura simétrica de R es la relacidon

RUR™ ={(a,b)la > b} U{(b,a)|a > b} = {(a,b)|a # b}.
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Cerradura Simétrica Il

i Cudl es la cerradura simétrica de la relacién R = {(a,b)|a > b} en el
conjunto de enteros positivos?

Solucién: La cerradura simétrica de R es la relacidon
RUR™ = {(a,b)|a > b} U{(b,a)la > b} = {(a,b)la # b}.

Esta dltima igualdad se sigue porque R contiene todos los pares ordenados
de enteros positivos, donde el primer elemento es mayor que el segundo
elemento, y R~ contiene todos los pares ordenados de enteros positivos,
donde el primer elemento es menor que el segundo.
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Cerradura Transitiva |

@ Suponga que una relacién R no es transitiva.
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Cerradura Transitiva |

@ ;Cémo podemos producir una relacién transitiva que contenga R de
manera que esta nueva relacién esté contenida dentro de cualquier
relacién transitiva que contenga R?
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Cerradura Transitiva |

@ ;jPuede producirse la cerradura transitiva de una relacién R sumando
todos los pares de la forma (a,c), donde (a,b) y (b, c) ya estdn en la
relaciéon?

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva Il

e Considere la relacién R = {(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)} sobre el
conjunto {1,2,3,4}.

lle Martinez (FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva Il

e Considere la relacién R = {(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)} sobre el
conjunto {1,2,3,4}.

@ Esta relacidn no es transitiva porque no contiene todos los pares de la
forma (a,c) donde (a,b) y (b,c) estan en R.




Cerradura Transitiva Il

e Considere la relacién R = {(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)} sobre el
conjunto {1,2,3,4}.

@ Esta relacidn no es transitiva porque no contiene todos los pares de la
forma (a,c) donde (a,b) y (b,c) estan en R.

@ Los pares de esta forma que no estdn en R son (1,2),(2,3),(2,4) y
(3,1).

lle Martinez (FCC-BUAP)




Cerradura Transitiva Il

Considere la relacién R = {(1,3),(1,4),(2,1),(3,2)} sobre el
conjunto {1,2,3,4}.

Esta relacidén no es transitiva porque no contiene todos los pares de la
forma (a,c) donde (a,b) y (b,c) estan en R.

Los pares de esta forma que no estdn en R son (1,2),(2,3),(2,4) y
(3,1).

@ Sumar estos pares no produce una relacién transitiva, porque la
relacién resultante contiene (3,1) y (1,4) pero no contiene (3,4).
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Cerradura Transitiva |1l

@ Esto muestra que construir la cerradura transitiva de una relacién es
mas complicado que construir las cerraduras reflexiva o simétrica.
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Cerradura Transitiva |1l

@ El resto de esta secciéon desarrolla algoritmos para construir
cerraduras transitivas.
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Cerradura Transitiva |1l

@ Como se mostrard mas adelante en esta seccién, la cerradura
transitiva de una relacién se puede encontrar agregando nuevos pares
ordenados que deben estar presentes y luego repitiendo este proceso
hasta que no se necesiten nuevos pares ordenados.
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Rutas en grafos dirigidos |

@ Veremos que representar relaciones mediante grafos dirigidos ayuda
en la construccién de cerraduras transitivas.
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Rutas en grafos dirigidos |

@ A continuacidn, presentamos algunos términos que usaremos para
este propdsito.
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Rutas en grafos dirigidos |

@ Una ruta (o camino) en un grafo dirigido se obtiene atravesando las
aristas (en la misma direccién que indica la flecha en la arista).

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Rutas en grafos di

Definicién 2
Una ruta (o camino) de a a b en el grafo dirigido G es una secuencia de
aristas (zo, z1), (z1,22), (z2,23), ..., (Tn—1,%,) en G, donde n es un
ndmero entero no negativo, zg = a y =, = b, es decir, una secuencia de
aristas donde el vértice terminal de una arista es el mismo que el vértice
inicial en la siguiente arista de la ruta. Esta ruta se denota por

0, T1,T9,-..,Tn_1,T, Y tiene una longitud n. Vemos el conjunto vacio
de aristas como una ruta de longitud cero de a a a. Una ruta de longitud
n > 1 que comienza y termina en el mismo vértice se llama circuito o ciclo.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Rutas en grafos di

Definicién 2
Una ruta (o camino) de a a b en el grafo dirigido G es una secuencia de
aristas (zo, z1), (z1,22), (z2,23), ..., (Tn—1,%,) en G, donde n es un
ndmero entero no negativo, zg = a y =, = b, es decir, una secuencia de
aristas donde el vértice terminal de una arista es el mismo que el vértice
inicial en la siguiente arista de la ruta. Esta ruta se denota por

0, T1,T9,-..,Tn_1,T, Y tiene una longitud n. Vemos el conjunto vacio
de aristas como una ruta de longitud cero de a a a. Una ruta de longitud
n > 1 que comienza y termina en el mismo vértice se llama circuito o ciclo.

@ Una ruta en un grafo dirigido puede pasar por un vértice mdas de una
vez.

Primavera 2021
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Rutas en grafos di

Definicién 2
Una ruta (o camino) de a a b en el grafo dirigido G es una secuencia de
aristas (zo, z1), (z1,22), (z2,23), ..., (Tn—1,%,) en G, donde n es un
ndmero entero no negativo, zg = a y =, = b, es decir, una secuencia de
aristas donde el vértice terminal de una arista es el mismo que el vértice
inicial en la siguiente arista de la ruta. Esta ruta se denota por

0, T1,T9,-..,Tn_1,T, Y tiene una longitud n. Vemos el conjunto vacio
de aristas como una ruta de longitud cero de a a a. Una ruta de longitud
n > 1 que comienza y termina en el mismo vértice se llama circuito o ciclo.

@ Ademds, una arista en un grafo dirigido puede ocurrir mas de una vez
en una ruta.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Rutas en grafos dirigidos 111

i Cudles de los siguientes son caminos en el grafo dirigido que se muestra
en la Figura 1: a,b,e,d; a,e,c,d,b; b,a,c,b,a,a,b; d,c; c,b,a;
e,b,a,b,a,b,e? jCudles son las longitudes de esos caminos? ; Cudles de los
caminos de esta lista son circuitos?

Figura 1: Grafo dirigido para el Ejemplo 3.

(FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos 111

i Cudles de los siguientes son caminos en el grafo dirigido que se muestra
en la Figura 1: a,b,e,d; a,e,c,d,b; b,a,c,b,a,a,b; d,c; c,b,a;
e,b,a,b,a,b,e? jCudles son las longitudes de esos caminos? ; Cudles de los
caminos de esta lista son circuitos?

Figura 1: Grafo dirigido para el Ejemplo 3.

Solucién:
@ Debido a que cada uno de (a,b), (b,e) y (e,d) es una arista, a,b,e,d
es una ruta de longitud tres.

José de Jesis Laval n Primavera 2021




Rutas en grafos dirigidos IV

@ Como (c,d) no es una arista, a,e,c,d,b no es una ruta.

FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos IV

@ Ademads, b,a,c,b,a,a,b es un camino de longitud seis porque
(b7 a)7 (a7 6)7 (Cv b)a (b7 a‘)? (CL, CL) y (CL, b) son aristas.

(FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos IV

@ Vemos que d, ¢ es un camino de longitud uno, porque (d, c) es una arista.

FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos IV

@ También ¢, b, a es un camino de longitud dos, porque (c,b) y (b, a) son aristas.
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Rutas en grafos dirigidos IV

@ Todos (e, b), (b,a), (a,b),(b,a),(a,b) y (b,e) son aristas, por lo que e,b,a,b,a,b, e
es un camino de longitud seis.




Rutas en grafos dirigidos IV

@ Los dos caminos b,a,c,b,a,a,by e, b, a,b,a,b,e son circuitos porque comienzan y
terminan en el mismo vértice.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Rutas en grafos dirigidos IV

@ Los caminos a,b,e,d; ¢,b,a y d,c no son circuitos. a

FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos V

@ El término ruta también se aplica a las relaciones.
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Rutas en grafos dirigidos V

@ Trasladando la definicién de grafos dirigidos a relaciones, hay una ruta
de a a b en R si hay una secuencia de elementos a, x1,22,...,Tp—1,b
con (a,z1) € R, (z1,22) € R,...y (xp—1,b) € R.

FCC-BUAP)



Rutas en grafos dirigidos V

@ El teorema 1 puede obtenerse de la definicién de una ruta en una
relacién.

valle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

@ Suponga que el teorema es cierto para el entero positivo n (esta es la hipStesis
inductiva).

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

@ Suponga que el teorema es cierto para el entero positivo n (esta es la hipStesis
inductiva).
@ Hay un camino de longitud n + 1 desde a hasta b si y sélo si hay un elemento

¢ € A tal que hay un camino de longitud uno desde a hasta ¢, entonces (a,c) € R,
y un camino de longitud n de ¢ a b, es decir, (c,b) € R™.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

@ Suponga que el teorema es cierto para el entero positivo n (esta es la hipStesis
inductiva).

@ Hay un camino de longitud n + 1 desde a hasta b si y sélo si hay un elemento
¢ € A tal que hay un camino de longitud uno desde a hasta ¢, entonces (a,c) € R,
y un camino de longitud n de ¢ a b, es decir, (c,b) € R™.

@ En consecuencia, segun la hipdtesis inductiva, hay un camino de longitud n + 1
desde @ hasta b si y sélo si hay un elemento ¢ con (a,c) € Ry (¢,b) € R™.
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Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

@ Suponga que el teorema es cierto para el entero positivo n (esta es la hipStesis
inductiva).

@ Hay un camino de longitud n + 1 desde a hasta b si y sélo si hay un elemento
¢ € A tal que hay un camino de longitud uno desde a hasta ¢, entonces (a,c) € R,
y un camino de longitud n de ¢ a b, es decir, (c,b) € R™.

@ En consecuencia, segun la hipdtesis inductiva, hay un camino de longitud n + 1
desde @ hasta b si y sélo si hay un elemento ¢ con (a,c) € Ry (¢,b) € R™.

@ Pero existe tal elemento si y sélo si (a,b) € R™" .
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Rutas en grafos dirigidos VI

Teorema 1

Sea R una relacién sobre un conjunto A. Hay un camino de longitud n, donde n es un
entero positivo, de a a b si y sélo si (a,b) € R™.

Demostracién: Usaremos induccion matematica.

@ Por definicién, hay un camino de a a b de longitud uno si y sélo si (a,b) € R, por
lo que el teorema es verdadero cuando n = 1.

@ Suponga que el teorema es cierto para el entero positivo n (esta es la hipStesis
inductiva).

@ Hay un camino de longitud n + 1 desde a hasta b si y sélo si hay un elemento
¢ € A tal que hay un camino de longitud uno desde a hasta ¢, entonces (a,c) € R,
y un camino de longitud n de ¢ a b, es decir, (c,b) € R™.

@ En consecuencia, segun la hipdtesis inductiva, hay un camino de longitud n + 1
desde @ hasta b si y sélo si hay un elemento ¢ con (a,c) € Ry (¢,b) € R™.

@ Pero existe tal elemento si y sélo si (a,b) € R™" .

@ Por lo tanto, hay un camino de longitud n+1 de a a bsiy sélo si (a,b) € R*™. W
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Cerradura Transitiva |

@ Ahora mostramos que encontrar la cerradura transitiva de una
relacién es equivalente a determinar qué pares de vértices en el grafo
dirigido asociado estdan conectados por una ruta.
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Cerradura Transitiva |

@ Con esto en mente, definimos una nueva relacién.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Transitiva |

Definicién 3

Sea R una relaciéon sobre un conjunto A. La relacion de conectividad R*
consta de los pares (a,b) tales que hay un camino de longitud al menos
uno desde a hasta b en R.




Cerradura Transitiva |

Definicién 3

Sea R una relaciéon sobre un conjunto A. La relacion de conectividad R*
consta de los pares (a,b) tales que hay un camino de longitud al menos
uno desde a hasta b en R.

Dado que R™ consta de los pares (a,b) tales que hay un camino de
longitud n desde a hasta b, se deduce que R* es la unién de todos los
conjuntos R".




Cerradura Transitiva |

Definicién 3

Sea R una relaciéon sobre un conjunto A. La relacion de conectividad R*
consta de los pares (a,b) tales que hay un camino de longitud al menos
uno desde a hasta b en R.

Dado que R™ consta de los pares (a,b) tales que hay un camino de
longitud n desde a hasta b, se deduce que R* es la unién de todos los
conjuntos R™. En otras palabras,




Cerradura nsitiva Il

Ejemplo 4

Sea R la relacién sobre el conjunto de todas las personas en el mundo que contiene
(a,b) si a ha conocido a b. jQué es R™, donde n es un niimero entero positivo mayor
que uno? ;Qué es R*?

Solucién:
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Cerradura Transitiva Il

Ejemplo 4

Sea R la relacién sobre el conjunto de todas las personas en el mundo que contiene
(a,b) si a ha conocido a b. jQué es R™, donde n es un niimero entero positivo mayor
que uno? ;Qué es R*?

Solucién:

@ La relacién R? contiene (a,b) si hay una persona c tal que (a,c) € Ry (c,b) € R,
es decir, si hay una persona c tal que a ha conocido a ¢ y ¢ ha conocido a b.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Transitiva Il

Ejemplo 4

Sea R la relacién sobre el conjunto de todas las personas en el mundo que contiene
(a,b) si a ha conocido a b. jQué es R™, donde n es un niimero entero positivo mayor
que uno? ;Qué es R*?

Solucién:

@ De manera similar, R™ consta de esos pares (a,b) tales que hay personas
ZT1,%2,...,Tn—1 tales que a ha conocido a z1, z1 ha conocido a x2,...,y Tp_1
ha conocido a b.




Cerradura Transitiva Il

Ejemplo 4

Sea R la relacién sobre el conjunto de todas las personas en el mundo que contiene
(a,b) si a ha conocido a b. jQué es R™, donde n es un niimero entero positivo mayor
que uno? ;Qué es R*?

Solucién:

@ La relacién R* contiene (a,b) si hay una secuencia de personas, comenzando con
a 'y terminando con b, de manera que cada persona en la secuencia ha conocido a
la siguiente persona en la secuencia.

Jesis Lavalle M e Primavera 2021 pa



Cerradura Transitiva Il

Ejemplo 4

Sea R la relacién sobre el conjunto de todas las personas en el mundo que contiene
(a,b) si a ha conocido a b. jQué es R™, donde n es un niimero entero positivo mayor
que uno? ;Qué es R*?

Solucién:

@ Hay muchas conjeturas interesantes sobre R*. jCrees que esta relacién de
conectividad incluye a la pareja contigo como primer elemento y al presidente de
Mongolia como segundo elemento? a

José de Jesiis Lavalle Mar C-BU Relaciones 111 Primavera 2021



Cerradura Transitiva |1l

Sea R la relacién del conjunto de todas las paradas del metro en la ciudad
de Nueva York que contiene (a,b) si es posible viajar desde la parada a
hasta la parada b sin cambiar de tren. ; Qué es R" cuando n es un nimero
entero positivo? jQué es R*?

Solucién:




Cerradura Transitiva |1l

Sea R la relacién del conjunto de todas las paradas del metro en la ciudad
de Nueva York que contiene (a,b) si es posible viajar desde la parada a
hasta la parada b sin cambiar de tren. ; Qué es R" cuando n es un nimero
entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

@ La relacién R™ contiene (a,b) si es posible viajar desde la parada a
hasta la parada b haciendo como méximo n — 1 cambios de trenes.




Cerradura Transitiva |1l

Sea R la relacién del conjunto de todas las paradas del metro en la ciudad
de Nueva York que contiene (a,b) si es posible viajar desde la parada a
hasta la parada b sin cambiar de tren. ; Qué es R" cuando n es un nimero
entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

@ La relacién R* consta de los pares ordenados (a,b) donde es posible
viajar desde la parada a hasta la parada b haciendo tantos cambios de
tren como sea necesario. a




Cerradura Transitiva IV

Ejemplo 6

Sea R la relacién del conjunto de todos los estados de los Estados Unidos
que contiene (a, b) si el estado a y el estado b tienen una frontera comiin.
iQué es R™, donde n es un nimero entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva IV

Ejemplo 6

Sea R la relacién del conjunto de todos los estados de los Estados Unidos
que contiene (a, b) si el estado a y el estado b tienen una frontera comiin.
iQué es R™, donde n es un nimero entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

@ La relacién R™ consta de los pares (a,b), donde es posible pasar del
estado a al estado b cruzando exactamente n fronteras estatales.

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva IV

Ejemplo 6

Sea R la relacién del conjunto de todos los estados de los Estados Unidos
que contiene (a, b) si el estado a y el estado b tienen una frontera comiin.
iQué es R™, donde n es un nimero entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

@ R* consta de los pares ordenados (a,b), donde es posible pasar del
estado a al estado b cruzando tantas fronteras como sea necesario.

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva IV

Ejemplo 6

Sea R la relacién del conjunto de todos los estados de los Estados Unidos
que contiene (a, b) si el estado a y el estado b tienen una frontera comiin.
iQué es R™, donde n es un nimero entero positivo? jQué es R*?

Solucién:

@ Los tnicos pares ordenados que no estan en R* son los que contienen
estados que no estan conectados a los Estados Unidos continentales
(es decir, los pares que contienen Alaska o Hawai). O

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ Tenga en cuenta que R* contiene R por definicién.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)

Relaciones 111
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Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ Para mostrar que R* es la cerradura transitiva de R, también
debemos mostrar que R* es transitiva y que R* C S siempre que S es
una relacién transitiva que contiene R.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Primavera 2021



Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ Primero, mostramos que R* es transitiva.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ Si (a,b) € R*y (b,c) € R*, entonces hay caminosde a abydebac
en R.

FCC-BUAP)




Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ Obtenemos un camino de a a ¢ al comenzar con el caminodeaaby
seguirlo con el camino de b a c. Por tanto, (a,c) € R*.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)
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Cerradura Transitiva V

Teorema 2

La cerradura transitiva de una relacién R es igual a la relacién de
conectividad R*.

Demostracion:

@ De ello se deduce que R* es transitiva.

José de Jesiis Lavalle Martinez (FCC-BUAP)

Relaciones 111
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Cerradura Transitiva VI

@ Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Transitiva VI

@ Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

e Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva VI

@ Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

e Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

k=1

y Sk C S, se sigue que S* C S.

@ Adn mas, ya que

(FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva VI

@ Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

e Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

@ Adn mas, ya que
o0
k=1

y Sk C S, se sigue que S* C S.
@ Ahora observe que si R C S, entonces R* C 5%, porque cualquier
camino en R también es un camino en S.

(FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva VI

@ Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

e Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

@ Adn mas, ya que
o0
k=1

y Sk C S, se sigue que S* C S.
@ Ahora observe que si R C S, entonces R* C 5%, porque cualquier
camino en R también es un camino en S.

@ En consecuencia, R* C §* C S.

(FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva VI

Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

Aln mas, ya que
o0
k=1

y Sk C S, se sigue que S* C S.
Ahora observe que si R C S, entonces R* C S*, porque cualquier
camino en R también es un camino en S.

En consecuencia, R* C S* C S.

Por lo tanto, cualquier relacién transitiva que contenga R también
debe contener R*.

(FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva VI

Suponga ahora que S es una relacién transitiva que contiene R.

Dado que S es transitiva, S™ también es transitiva (el lector debe
verificarlo) y S™ C S (segtin el Teorema 2 de las notas).

Aln mas, ya que
o0
k=1

y Sk C S, se sigue que S* C S.
Ahora observe que si R C S, entonces R* C S*, porque cualquier
camino en R también es un camino en S.

En consecuencia, R* C S* C S.

Por lo tanto, cualquier relacién transitiva que contenga R también
debe contener R*.

Asi, R* es la cerradura transitiva de R. [ |
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Cerradura Transitiva VII

@ Ahora que sabemos que la cerradura transitiva es igual a la relacién
de conectividad, dirigimos nuestra atencién al problema de calcular
esta relacion.
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Cerradura Transitiva VII

@ No es necesario examinar trayectorias arbitrariamente largas para
determinar si existe una trayectoria entre dos vértices en un grafo
dirigido finito.
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Cerradura Transitiva VII

@ Como muestra el Lema 1, es suficiente examinar caminos que no
contengan mds de n aristas, donde n es el nimero de elementos del
conjunto.
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Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:
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Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:

@ Suponga que hay un camino desde a hasta b en R.
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Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:
@ Suponga que hay un camino desde a hasta b en R.

@ Sea m la longitud del camino mas corto.
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Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:
@ Suponga que hay un camino desde a hasta b en R.
@ Sea m la longitud del camino mas corto.

e Suponga que xg, T1,Z2,...,Tm—1,Tm, donde xg =a 'y x,, = b, es
ese camino.
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Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:
@ Suponga que hay un camino desde a hasta b en R.
@ Sea m la longitud del camino mas corto.

e Suponga que xg, T1,Z2,...,Tm—1,Tm, donde xg =a 'y x,, = b, es
ese camino.

@ Suponga también que a = by que m > n, de modo que m > n + 1.

José de Jesis Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Cerradura Transitiva VIII

Lema 1

Sea A un conjunto con n elementos, y sea R una relacién sobre A. Si hay
un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces existe
un camino con una longitud que no excede a n. Ademas, cuando a # b, si
hay un camino de longitud al menos uno en R desde a hasta b, entonces
existe un camino con una longitud que no excede a n — 1.

Demostracion:
@ Suponga que hay un camino desde a hasta b en R.
@ Sea m la longitud del camino mas corto.

e Suponga que xg, T1,Z2,...,Tm—1,Tm, donde xg =a 'y x,, = b, es
ese camino.

@ Suponga también que a = by que m > n, de modo que m > n + 1.

@ Por el principio del casillero, porque hay n vértices en A, entre los m
vértices xg, T1,...,Tm—1, al menos dos son iguales (ver Figura 2).
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Cerradura Transitiva IX

Xiv2

a=x; x| X X1 X=X Xy x, =h

Figura 2: Produciendo un camino con longitud no mayor a n.
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Cerradura nsitiva 1X

Xiv2

a=x; x| X X1 X=X Xy x, =h

Figura 2: Produciendo un camino con longitud no mayor a n.

@ Suponga que x; =z con 0 <7< j<m—1.
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Cerradura Transitiva IX

Xiv2

e .

a=x; x| X X1 X=X Xy x, =h

Figura 2: Produciendo un camino con longitud no mayor a n.

@ Suponga que x; =z con 0 <7< j<m—1.

@ Entonces, el camino contiene un circuito desde x; a si mismo.

Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Cerradura Transitiva IX

Xiv2

a=x X X Xiop X=X X X, =b

Figura 2: Produciendo un camino con longitud no mayor a n.

@ Suponga que x; =z con 0 <7< j<m—1.
@ Entonces, el camino contiene un circuito desde x; a si mismo.

@ Este circuito se puede eliminar de la ruta de a a b, dejando una ruta,
a saber, o, x1,..., x5, 2; +1,..., 21, Tm, de a a b de menor
longitud.

Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111 Primavera 2021



Cerradura Transitiva IX

Xiv2

a=x; x| X X1 X=X Xy x, =h

Figura 2: Produciendo un camino con longitud no mayor a n.

@ Suponga que x; =z con 0 <7< j<m—1.
@ Entonces, el camino contiene un circuito desde x; a si mismo.

@ Este circuito se puede eliminar de la ruta de a a b, dejando una ruta,
a saber, o, x1,..., x5, 2; +1,..., 21, Tm, de a a b de menor
longitud.

@ Por tanto, la ruta de menor longitud debe tener una longitud menor o
igual que n. |
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Cerradura Transitiva X

@ Del Lema 1, vemos que la cerradura transitiva de R es la unidn de
R R* R ...y R"
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Cerradura Transitiva X

@ Esto se debe a que hay una ruta en R* entre dos vértices si y sélo si
hay una ruta entre estos vértices en R, para algln entero positivo @
con ¢ < n.
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Cerradura Transitiva X

e Porque
R*=RUR’URU...UR"

y la matriz cero-uno que representa una unién de relaciones es la
unién de las matrices cero-uno de estas relaciones.
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Cerradura Transitiva X

@ La matriz cero-uno para la cerradura transitiva es la unién de las
matrices cero-uno de las primeras n potencias de la matriz cero-uno
de R.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Transitiva Xl

Teorema 3

Sea Mg la matriz cero-uno de la relacién R sobre un conjunto con n
elementos. Entonces la matriz cero-uno de la cerradura transitiva R* es

Mpe = Mpv ME v MB v ... v M

Primavera 2021



Cerradura Transitiva XlII

Ejemplo 7

Encuentre la matriz cero-uno de la cerradura transitiva de la relacién R
donde

1 0 1
Mr=10 1 0O
110

Solucién: Por el Teorema 3, se sigue que la matriz cero-uno de R* es

Mpe = Mg v ME v M

(FCC-BUAP)



Cerradura Transitiva XIII

Dado que
1 1 1
ME =10 1 0
1 1 1

se sigue que

1
MR*: 0
1

_= = O

inez (FCC-BUAP)
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Cerradura Transitiva XIV

@ El Teorema 3 se puede utilizar como base para un algoritmo para
calcular la matriz de la relacién R*.
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Cerradura Transitiva XIV

@ Para encontrar esta matriz, se calculan las sucesivas potencias
booleanas de Mg, hasta la enésima potencia.
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Cerradura Transitiva XIV

@ A medida que se calcula cada potencia, se forma su unién con la
unién de todas las potencias menores.
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Cerradura Transitiva XIV

@ Cuando se hace esto con la enésima potencia, se ha encontrado la
matriz para R*.

(s Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111



Cerradura Transitiva XIV

o Este procedimiento se muestra en la Figura 3.
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Cerradura Transitiva XV

procedure transitive closure (My, : Zero—one n X n matrix)
A =M;
B=A
fori:=2ton
A=A0OM;
B:=BVA
return B{B is the zero—one matrix for R*}

Figura 3: Un procedimiento para calcular la cerradura transitiva.
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Ejercicios |

© Sea R la relacién del conjunto {0, 1,2,3} que contiene los pares
ordenados (0,1), (1,1), (1,2), (2,0), (2,2) y (3,0). Encuentra la

@ cerradura reflexiva de R. @ cerradura simétrica de R.

@ Sea R la relacién {(a,b)|a # b} en el conjunto de enteros. ; Cudl es la
cerradura reflexiva de R?

© Dibuje el grafo dirigido de la cerradura reflexiva para cada una de las
relaciones cuyos grafos dirigidos se muestran en la Figura 4.

z (FCC-BUAP)
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c d

Figura 4: Grafos dirigidos para los Ejercicios 3 y 4.

@ Dibuje el grafo dirigido de la cerradura simétrica para cada una de las
relaciones cuyos grafos dirigidos se muestran en la Figura 4.

is Lavalle Martinez (FCC-BUAP) Relaciones 111
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© Sea R la relacién del conjunto {1,2,3,4,5} que contiene los pares
ordenados (1,3), (2,4), (3,1), (3,5), (4,3), (5,1), (5,2) y (5,4).
Encuentre

o R2. e R°. o R* o R°. o RS. 0 R*.

O Utilice el procedimiento de la Figura 3 para encontrar las Cerradura
Transitiva de las siguientes relaciones sobre {1,2,3,4}.

o {(1,2;»(2 1), (2 3) (3 4),(4, 1)},
)?
)

rtinez (FCC-BUAP)
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