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Resumen
Este documento es una traduccién de partes de la seccién 1.4 AN
AXIOM SYSTEM FOR THE PROPOSITIONAL CALCULUS del li-
bro Introduction to Mathematical Logic, Fourth Edition de Elliot Men-
delson.

Las tablas de verdad nos permiten responder muchas de las preguntas
significativas sobre los conectivos logicos, tales como, cuando una proposicion
es una tautologia, una contradicciéon, o ninguna de éstas, también cuando una
proposiciéon implica légicamente o es equivalente a alguna otra proposicion.

Las partes mas complejas de la légica que trataremos posteriormente no
pueden manejarse mediante tablas de verdad o por cualquier otro procedi-
miento efectivo similar. Consecuentemente, se tendra que usar el enfoque de
las teorias axiomaticas formales.

No obstante, como hemos visto, para el calculo de proposiciones son su-
ficientes las tablas de verdad, serd instructivo ilustrar el método axiomatico
en esta rama sencilla de la légica.

Una teoria formal .# estd definida cuando se satisfacen las condiciones
siguientes:

1. Se proporciona un conjunto contable de simbolos como los simbolos de
1. A una secuencia finita de sfmbolos de .# se le llama una expresién
de ..

1Se pueden pensar a estos simbolos como objetos arbitrarios mas que sélo como objetos
lingiiisticos.




2. Existe un subconjunto del conjunto de expresiones de .¥ al que se le
llama el conjunto de férmulas bien formadas (fbfs) de .. Usualmente
existe un procedimiento efectivo para determinar cuando una expresion

dada es una fbf.

3. Existe un conjunto de fbfs al que se le llama el conjunto de aziomas de
.. Con mucha frecuencia se puede decidir efectivamente cuando una
fbf es un axioma, en tal caso, a .% se le llama una teoria axiomdtica.

4. Existe un conjunto finito de relaciones, Ry,..., R,, entre fbf, a estas
relaciones se les llama reglas de inferencia. Para cada R;, existe un
Unico entero positivo j tal que, para cada conjunto de j fbfs y cada
tbf A, se puede decidir efectivamente cuando las j fbfs dadas estdn
en la relacion R; con %, si lo estdn se dice que £ se se sigue o es
consecuencia directa de las fbfs dadas por virtud de R;2.

Una prueba en . es una secuencia %4, ..., B, de fbfs tales que, para
cada i, es el caso que Z; es un axioma de . o que %; es una consecuencia
directa de algunas de las fbfs que le preceden en la secuencia por virtud de
una de las reglas de inferencia de ..

Un teorema de . es una fbf Z de . tal que & es la ultima fbf de alguna
prueba en .. A tal prueba se le llama una prueba de % en ..

Atln si ¥ es axiomatica -esto es, si existe un procedimiento efectivo para
checar si alguna fbf dada es un axioma- la nocién de ‘teorema’ no es nece-
sariamente efectiva ya que, en general, no existe un procedimiento efectivo
para determinar, dada cualquier fbf #, cuando existe una prueba de A.

Una teoria para la cual existe tal procedimiento efectivo se dice que es
decidible; de otra manera, se dice que la teoria es indecidible.

Desde un punto de vista intuitivo, una teoria decidible es una para la cual
se puede idear una maquina para saber que fbfs son teoremas, mientras que,
para una teoria indecidible, se requiere de ingenio para determinar que fbfs
son teoremas.

Se dice que una fbf € en una consecuencia en . de un conjunto I' de fbfs
si y sélo si existe una secuencia %y, . .., By de fbfs tales que € es Ay, y, para
todo i, es el caso que %; es un axioma, o %; esta en I' o %; es consecuencia

2Un ejemplo de una regla de inferencia serd la regla modus ponens (MP): € se sigue
de By de Z = €. De acuerdo a nuestra definicion precisa, esta regla es la relacién que
consiste de todos los triples ordenados (#, % = €,%), donde B y € son fbfs arbitrarias
del sistema formal.



directa por alguna regla de inferencia de algunas de las fbfs que la preceden
en la secuencia. A tal secuencia se le llama una prueba (o deduccion) de €
a partir de I'. A los miembros de I' se les llama hipdtesis o premisas de la
prueba.

Usamos I' F ¥ como una abreviacién para ‘@ es una consecuencia de I".
Para evitar confucién cuando se trabaja con més de una teoria, escribimos
I' o €, agregando el subindice ., para indicar la teoria en cuestion.

Si ' es un conjunto finito {74, ..., 54,}, escribimos 44, ..., 5, = €
en lugar de {J4,...,7,} b €. Si T es el conjunto vacio () entonces () - €
si y s6lo si € es un teorema. Se acostumbra omitir el signo ‘() y escribir
simplemente = €. De tal forma que F € es otra forma de afirmar que % es
un teorema.

Las siguientes son propiedades simples de la nocién de consecuencia:

1. SiTCAyIl'F%, entonces A - %.
2. T'F ¥ siy solo si existe un subconjunto finito A de I' tal que A - %.

3. Si Ak ¥,y paracada Zen A, I' - %A, entonces I' - 7.

La afirmacién 1 representa el hecho de que si % es probable a partir de un
conjunto I' de premisas, entonces, si agregamos ain mas premisass, € sigue
siendo probable.

La mitad de 2 se sigue de 1. La otra mitad es obvia cuando notamos que
cualquier prueba de € a partir de I' usa s6lo un niimero finito de las premisas
de T.

La proposicién 3 también es muy simple: si € es probable a partir de
premisas en A, y cada premisa en A es probable a partir de premisas en I,
entonces % es probable a partir de las premisas en I'.

Ahora introducimos una teoria formal axiomatica L para el cdlculo pro-
posicional.

1. Los simbolos de L son: =,=,(,), y las letras A; con enteros positivos

7 como subindices: Ay, Ay, A3, ---. A los simbolos =y = se les llaman
conectivos primitivos, y a las letras A; se les llaman letras proposicio-
nales.

2. (a) Todas las letras proposicionales son fbfs.



(b) Si By € son fbfs, entonces también lo son (=%) y (B = €)>.
Asi, una fbf de L es sélo una forma proposicional construida a
partir de las letras proposicionales A; mediante los conectivos =y
=.

3. Si %, €y Z son fbfs de L, entonces los siguientes son axiomas de L:

(A1) (B = (¥ = AB)),
(A2) (B= (€= 2)=(B=>F)= (%= 2),
(A3) (=%) = (%)) = (=€) = B) = 7).

4. La unica regla de inferencia de L es modus ponens: € es una conse-
cuencia directa de B y (# = €). Abreviamos la aplicacién de esta
regla mediante MP*.

Note que el conjunto infinito de axiomas de L se da mediante tres esque-
mas de axiomas (Esq. (A1), Esq. (A2)y Esq. (A3)), cada esquema abarca un
nimero infinito de axiomas. Se puede checar facilmente para cualquier fbf
dada cudndo ésta es o no es un axioma; por lo tanto L es axiomatica. Al de-
finir el sistema L, es nuestra intenciéon obtener como teoremas precisamente
la clase de todas las tautologias.

Introducimos otros conectivos por definicion:

(D1) (B NE) por =(% = —F),
(D2) (#V E) por (~A) = €,
(D3) (B <€) por (B=C)N (€ = AB).

El significado de (D1), por ejemplo, es que, para cualesquiera fbfs Z y
€, (% NE) esuna abreviacién para ‘=(% = —=%)’.

3Para ser precisos, debemos agregar la llamada cldusula extremal: (¢) Una expresién
es una fbf si y sélo si se puede mostrar que es una fbf sobre la base de las cldusulas (a) y
(b).

4Un sinénimo comun en espaiiol para modus ponens es regla de separacion.



Lema 0.1. -, # = % para toda fbf A.

Demostracién
. B=(#=HB)= B Esq. (A1)
2. HB=>((HB=>B)=A) = Esq. (A2)
(B = (B=>RB) = (# =)
3. (B=(AB=RB))=(%=2RB) MP 1y2
4. B= (A= B) Esq. (A1)
5. B= B MP 3y 4

O

Proposicién 0.2 (Teorema de la deduccién). Si I' es un conjunto de fbfs,
By € son tbfts y I', B+ €, entonces ' H B = €. En particular, si B+ €,
entonces - # = ¢ (Herbrand, 1930).

Demostracién
Sea €, ...,%, una prueba de ¢ a partir de I' U {#A}, donde €,, es €. Pro-
bemos, por induccién sobre j, que I' - Z = € para 1 < j < n.

Primero, %7 debe: estar en I', ser un axioma de L o ser el mismo 4. Por
el Esq. (Al), 61 = (£ = %)) es un axioma. Asi, en los primeros dos casos,
por MP, I' - & = €.

Para el tercer caso, cuando %, es 4, tenemos que - # = %, por el lema
0.1, y por tanto I' - Z = %). Con esto tenemos resuelto el caso j = 1.

Ahora asuma que I' - % = €}, para todo k < j. Entonces %} es un
axioma, o ¢; estd en I', 0 €; es A, o €, se sigue por modus ponens de
algunas 6; y 6,,, donde I,m < j, y 6, tiene la forma 4, = ;. En los
primeros tres casos, I' = % = €; como en el caso j = 1.

En el ultimo caso, tenemos, por hipotesis de induccion, I' H B = 6 y
I'F % = (¢, = €;). Pero, por el Esq. (A2),F ((# = (¢ = ¢;)) = (# =
61) = (B =%;))). Asi, por MP, ' - (% = 6;) = (# = €,), y, nuevamente
por MP, I' - # = €.

Asi, la prueba por induccion estd completada. El caso j = n es el resultado
deseado.’ O

5Note que, dada una deduccién de € a partir de I' y 4, la prueba que se acaba de dar
nos permite construir una deduccién de & = € a partir de I'. También note que el Esq.
(A3)no se usé para probar el teorema de la deduccidn.




Lema 0.3. Para cualesquiera fbfs & y €, las siguientes fbfs son teoremas
de L.

1. = %

2. " B=(B=%)

3. B= (—C = —~(A=%))

4. (B=>C)=(-HBB=%F)=7%)

Demostracién
Ejercicios de tarea. ([l

Proposicién 0.4 (Teorema de validez). Todo teorema de L es una tauto-
logfia.

Demostraciéon

Como un ejercicio, verifique que todos los axiomas de L son tautologias.
También demuestre que modus ponens produce tautologias a partir de tau-
tologias, es decir, si By & = € son tautologias, entonces ¢ es tautologia.

Asi, todo teorema de L es una tautologia. O
Lema 0.5. Sean £ una fbf y By, ..., By las letras proposicionales que ocu-
rren en . Para una asignacion dada de valores de verdad a By, ..., By, sea

B} igual a B; si Bj toma el valor T, y sea B} igual a =B, si B; toma el valor
F. Sea &' igual a £ si & toma el valor T bajo la asignacién, y sea %’ igual
—% si B toma el valor F. Entonces B},..., B, - %5

6Por ejemplo, sea # igual a —(—As = As). Entonces a cada renglén de la tabla de
verdad

Ay A5 _‘(_‘A2 = A5)
T T F
F T F
T F F
F F T

el lema 0.5 le establece una correspondiente relaciéon de deducibilidad. Por ejemplo, co-
rrespondiente al tercer renglén la relacién de deducibilidad es Ay, —As B == (—4s = As),
y para el cuarto renglén es = Ay, = A5 - =(—A2 = As).



Demostracion

La prueba es por induccién sobre el niimero n de ocurrencias de =y = en
2. (Asumimos que A estd escrito sin abreviaciones.) Si n = 0, £ sdlo es la
letra proposicional By, y el lema se reduce a By + By y =By F —~B;. Asuma
ahora que el lema se cumple para todo 7 < n.

Caso 1. # es =% . Entonces € tiene menos de n ocurrencias de -y =.

Subcaso la. Suponga que % toma el valor T bajo la asignaciéon de
valores de verdad dada. Entonces % toma el valor F. Asi, ' es €
y A es = A. Por la hipétesis de induccién aplicada a €', tenemos
Bi,...,B; €. Entonces, por el lema 0.3.1 y MP, By,..., B}, F
—=%. Pero ——% es A’

Subcaso 1b. Suponga que € toma el valor F. Entonces # toma el
valor T. Asi, €' es =€ y &' es . Por hipdtesis de induccion,
Bi,...,B; F €. Pero =€ es #'.

Caso 2. B es € = 2. Entonces € y Z tienen menos ocurrencias de —
y = que . Asi, por la hipétesis de induccién, Bj,...,B, F €y
Bi,....B. 9.

Subcaso 2a. Suponga que % toma el valor F. Entonces % toma el
valor T. De tal manera, ¢’ es =€y %' es B. Asi, By,..., B, - -%.
Por el lema 0.3.2 y MP, B{,...,B;, - € = 2. Pero € = 2 es
B

Subcaso 2b. Suponga que Z toma el valor T. Entonces % toma el
valor T. De tal manera, 2" es P y #' es B. Asi, B},...,B,. - 2.
Entonces, por el Esq. (Al)y MP, Bi,...,B, F ¥ = 2. Pero
C =D es A

Subcaso 2c. Suponga que € toma el valor T y & toma el valor F.
Entonces, 4 toma el valor F. De tal manera, €’ es ¢, ' es =9 y
HB' es ~A. Por lo tanto, BY,..., B, =€y B},...,B, F=92. Asi,
por el lema 0.3.3 y MP, B},..., B, F =(%¢ = 2). Pero =(¢ = 2)
es A

O



Proposicién 0.6 (Teorema de completitud). Si una fbf & de L es una
tautologia, entonces es un teorema de L.

Demostracion

(Kalmér, 1935) Asuma que Z es una tautologia, y sean By, ..., By las le-
tras proposicionales en 4. Para cualquier asignacién de valores de verdad a
By, ..., By, tenemos, por el lema 0.5, B,..., B, = 3.7

Por lo tanto, cuando a By, se le da el valor T obtenemos By, ..., B,_,, By
2.,y cuando a By se le da el valor F obtenemos By,..., B),_,," By - %.
Asi, aplicando el teorema de la deduccién obtenemos Bi,...,B; | F

B, = #y By,....,B,_, - =B, = 2. Luego, por el lema 0.3.4 y MP
obtenemos By,...,B;_, - 2.

Similarmente, se puede elegir a By_; para que sea T o F, aplicando nue-
vamente el teorema de la deduccién, el lema 0.3.4 y MP podemos eliminar a

By, tal y como eliminamos a Bj. Después de k veces finalmente obtenemos
- B. U

Corolario 0.7. Si € es una expresion que involucra los signos =, =, A,V y
&, que es una abreviacién para una fbf Z de L, entonces % es una tautologia
si y s6lo si £ es un teorema de L.

Demostracién
Justifique. O

Corolario 0.8. El sistema L es consistente, esto es, no existe fbf A tal que
tanto # como —% sean teoremas de L.

Demostraciéon
Por la proposicion 0.4, todo teorema de L es una tautologia. La negacion de
una tautologia no puede ser una tautologia y, por lo tanto, es imposible que
tanto A como —Z sean teoremas de L. O
Note que L es consistente si y s6lo si no todas las fbfs de L son teoremas.
En efecto, si L es consistente, entonces existen fbfs que no son teoremas
(e.g., las negaciones de los teoremas). Por otro lado, por el lema 0.3.2,
B = (# = €),y asi, si L fuera inconsistente, esto es, si alguna fbf A
y su negacion =% fueran probables, entonces por MP cualquier fbf € seria
probable.®

%' es P porque como % es una tautologia siempre toma el valor T.
8Esta equivalencia se cumple para cualquier teoria que tiene modus ponens como una
regla de inferencia y en la cual el lema 0.3.2 es probable.

8



Una teoria en la cual no todas las fbfs son teoremas se dice que es absoluta-
mente consistente, esta definicién es aplicable atin a teorias que no contienen
un signo de negacion.



