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1. Marcar simbolos

Considere una maquina de Turing T' = (K, X, T, d, qo, F'), donde:

K = {lg.dll¢g=q,...,q9y d=a,b, B},
Y = {[B,d]|ld=a,b,c},

r = {[X,d|X=B,y/yd=a,b,c, B},
@ = |[q,Bly

F = g9, B]

La segunda componente del estado se usa para almacenar un simbolo de
entrada. [B, B] se toma como el simbolo blanco, [B, a] como a, [B,b] como by



[B, ¢] como ¢. La funcién de transicién § se difine como (en la descripcién de la
funcién de transicién considere que d = a,b y que e = a, b):

L 6(lqr, B, [B,d]) = (lg2, d), [V, d], R)
2. 5(lg2,d), [B,¢e]) = (lg2, ], [B, ], R)
3. 8(lg2,d), [B,¢]) = (lg3,d], [B, ], R)
4. 6([gs, d], [V e]) = (lgs, d; [V, e], R)
5. 0(lgs, d], [B,d]) = ([ga, B], [/, d], L)
6. 0(lga, B, [v/> d]) = (lg4, Bl; [/, d], L)
7. 8(lg4, B, [B, d]) = (lgs, B, [B, e, L)
8. 9(lgs, B, [B,d]) = (lg6, B, [B, d], L)
9. 8(lg6, B, [B, d]) = (lg6, B, [B, d], L)
10. 4([gs, B, [V, d)) = (g1, B, [v/; d], R)
11. 4([gs, B, [V, d)) = (lg7, B, [/, d], R)
12. 4(lg7, B, [B, ¢]) = (lgs; Bl, [B; c], R)
13. 0(lgs; Bl, [V, d]) = (lgs, B, [V, d], R)
14. 4([gs, Bl, [B, B]) = (lg9, B, [V/, B], L)

Analice la maquina de Turing anterior y diga qué lenguaje reconoce.

2. Desplazamiento

Suponga que tiene una maquina de Turing T = (K, %, T, 4, qo, F) pero que
no sabe lo que hace (como es usual), es decir, no tiene la descripcién completa,
s6lo sabe que: K contiene estados de la forma [q, A1, As] para g = q1,q2; A1y
Ay estan en I'; B es el simbolo blanco; X es un simbolo especial que sélo usa
T en este proceso; que T “inicia” este proceso en el estado [q1, B, B] y que las
porciones relevantes, a este proceso, de la funcién ¢ son (considere que A, Aq,
Ay Agesténen I’ — {B, X }):

L. 6([q1, B, B], A1) = ([q1, B, A1), X, R)
(a1, B, A1], Az) = ([a1, A1, A2], X, R)
(la1, A1, Az], As) = ([q1, A2, As], Ay, R)
([, A1, Az, B) = ([q1, A2, B], A1, R)
([q1, A1, B], B) = ([g2, B, B], A1, L)
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6. 5([Q2uB=B]7A) = ([Q2vBaB]7A7L)

Analice la porcién dada de la maquina 7'y diga el efecto que tiene sobre la
cinta.

3. La maquina de Turing como un procedimien-
to

Hasta aqui hemos definido la maquina de Turing como un dispositivo de
reconocimiento, pero también podemos considerar la maquina de Turing como
un procedimiento. Por ejemplo, si deseamos definir un procedimiento para de-
terminar si un nimero es primo, podriamos construir una méaquina de Turing
que acepte precisamente el conjunto de todos los primos. Note que, en este ca-
so, cuando la maquina de Turing se piensa como un reconocedor o como un
procedimiento es meramente una cuestién de preferencia.

En general, si uno desea considerar un procedimiento para manipular ca-
denas de simbolos, uno puede convertir tal procedimiento a un problema de
reconocimiento construyendo una nueva maquina de Turing que acepte pares de
cadenas separadas por un simbolo especial. La nueva maquina de Turing acepta
un par dado precisamente cuando el procedimiento convierta la primera cadena
del par en la segunda cadena del par y luego pare.

Ejercicio 1 Demuestre que dada cualquier méquina de Turing que funcione
como un procedimiento se puede construir una maquina de Turing que funcione
como un reconocedor y viceversa.

La médquina de Turing que reconoce el lenguaje L = {0™"1"|n > 1} se usa
como un reconocedor. Note que, no importando cual sea la entrada, la maquina
de Turing eventualmente alcanzard una condicién en la que ¢ esté indefinida,
para un estado del control finito y un simbolo leido por la cabeza de la cinta,
en tal condicién se dice que la maquina de turing para y que no hay méas mo-
vimientos posibles. Si un lenguaje es aceptado por una méaquina de Turing que
para ante todas las entradas posibles se dice que el lenguaje es recursivo.

Se debe enfatizar que existen lenguajes que son aceptados por alguna maqui-
na de Turing, pero que la méquina de Turing no para ante algunas entradas que
no estan en el lenguaje, esto se debe entender como la imposibilidad de construir
una maquina de Turing que reconozca tales lenguajes y que pare ante todas las
entradas posibles, no como el mero hecho de que algunas personas no la puedan
construir. Un lenguaje que pueda ser reconocido por una maquina de Turing
(aunque no pare ante todas la entradas posibles) se llama lenguaje enumerable
recursivamente.

Cuando se considera la méquina de Turing como un procedimiento decimos
que el procedimiento es un algoritmo si la maquina de Turing para ante cual-
quier entrada. Existen procedimientos para los cuales no existe un algoritmo
correspondiente (justifique). Un ejemplo es un procedimiento para determinar



si una gramaética sensible al contexto (gsc) genera al menos una cadena termi-
nal. Se puede construir una maquina de Turing que, dada la especificacién de la
gsc, genere todas las posibles cadenas terminales en algtin orden lexicografico.
Para cada palabra la maquina de Turing aplica el algoritmo que construye su
arbol de derivacién (para ver si la palabra es generada por la gramética). Si la
gramadtica genera al menos una palabra la mdquina de Turing la encontrara (ya
que habré construido su drbol de derivacién) y parard en un estado final. No
obstante, si el lenguaje generado por la gsc es vacio la maquina de Turing se-
guird generando palabras (tratando de construir su drbol de derivacién) por
siempre.

Ademas de considerar la maquina de Turing como un dispositivo reconocedor
o como un procedimiento, podemos considerarla como que define una funcion.
Sea f(n) una funcién que mapea los enteros positivos en los enteros positivos.
Sea una mdaquina de Turing T = (K, X, T4, qo, F). Si, para todo entero n,
(qo,1™,1) F (p, 17 1) para algin p € F, entonces decimos que T calcula la
funcién f(n). Si alguna méquina de Turing T calcula f(n) para cada n se dice
que f(n) es una funcién recursiva. Si f(n) no estd definida para todo n entonces
se dice que es una funcién parcial. Si alguna maquina de Turing T calcula f(n)
siempre que f(n) esté definida, pero no para para aquellos n para los que f(n)
esté indefinida, entonces se dice que f(n) es una funcién recursiva parcial.

4. DModificaciones a la maquina de Turing

Una razén para aceptar a la maquina de Turing como un modelo general de
calculo es que el modelo que hemos estado trabajando es invariante a modifica-
ciones que, a primera vista, podrian parecer incrementan su poder de célculo.
Por lo que en este apartado estudiaremos algunas de estas equivalencias.

4.1. Cinta infinita por ambos lados

Uma maquina de Turing con una cinta infinita por ambos lados se denota
mediante T = (K, X, T, 4, qo, F'), como en el modelo original. Como su nombre
implica, la cinta es infinita tanto a la izquierda como a la derecha. Denotamos
una configuracién de tal dispositivo mediante (g, , 1), donde ¢ es el estado, «
es la cadena de simbolos no blancos sobre la cinta, ¢ es la posicién de la cabeza
de la cinta relativa al primer simbolo de «. Esto es, i = 1 si T esta leyendo
el simbolo maés izquierdo de «, i = 2 si T esta leyendo el segundo simbolo de
a, etc. Imaginaremos, no obstante, que existen una infinidad de celdas blancas
tanto a la izquierda como a la derecha de «. Asi, es posible que i = 0, en cuyo
caso T estard leyendo el blanco que estd inmediatamente a la izquierda de a.

La relacién 7, que relaciona dos configuraciones siempre que la configura-
cién de la derecha se obtenga de la configuracién de la izquierda mediante un solo
movimiento, se define como en el modelo original con las siguientes excepciones
para ¢ < 1.

s Sid(q,X) = (p,Y, L) entonces (¢, X,1) Fr (p, Y, 0),



= Sid(q,B) = (p,Y, R) entonces (g, «,0) Fr (p,Ya,2),
= Sid(q,B) = (p,Y, L) entonces (¢, ,0) Fr (p,Ye,0)

Aqui B es el blanco. Por supuesto ¥ # B. La configuracién inicial es
(o, w,1). A diferencia del modelo original, no existe final izquierdo para la
maquina de Turing por lo cual se puede ir hacia la izquierda tanto como se
desee. La relacién 7., como es usual, relaciona dos configuraciones si la del
lado derecho se puede obtener de la del lado izquierdo mediante cero o més
movimientos.

Teorema 1 Si L es reconocido por una maquina de Turing con una cinta in-
finita por ambos lados entonces en reconocido por una méaquina de Turing con
una cinta infinita por la derecha (modelo original).

Prueba. Sea Ty = (K2,%9,9, 02, qo,, F2) una méaquina de Turing con una
cinta infinita por ambos lados. Construiremos una méquina de Turing T que
simula a T y que sélo es infinita por la derecha. T7 tendrda dos pistas, una
para representar las celdas de la cinta de T que estdn a la derecha de la celda
leida inicialmente (incluyendola), la otra para representar, en orden inverso, las
celdas a la izquierda de la celda inicial. Si numeramos con 0 la celda de T5 leida
inicialmente, con 1,2,..., las celdas a su derecha y con —1,—2, ..., las celdas a
su izquierda, entonces la relacién entre las cintas T5 y 17 es:

vy Ap Ay Ag A, Ay, Aoy Ay Az, Az Ay, A,y
Ao/, AvJA_1, A JA 5, A3JA_3, AgfA_4, A5 /A 5, . ..

La primer celda de la cinta de 77 mantendra, en la pista inferior, el simbolo ¢
para indicar que es la celda mas izquierda. El control finito de 77 mantendra in-
formacidn (pista superior o pista inferior) para simular el simbolo que T estarfa
leyendo.

Se puede construir 7 para simular a T5 en el sentido de que mientras Ts
estd a la derecha de la posicién inicial de la cabeza lectora, T; trabaja en la
pista superior. Cuando T3 estd a la izquierda de la posicion inicial de la cabeza
lectora, T3 trabaja en la pista inferior moviéndose en direccién opuesta a la que
se mueve T5. Los simbolos de entrada de 713 son simbolos con un blanco en la
pista inferior y un simbolo de entrada de 7% en la pista superior.

La construccién formal de Ty = (K1, %1,T'1, 1, qo,, F1) es como sigue. Los
estados K7 de T; son objetos de la forma [q,U] o [g, L], donde ¢ € K5 ademds
del simbolo gg,. Note que, como ya se menciond, la segunda componente indica
que T estd trabajando en la pista superior o inferior (U por upper, L por lower).
Los simbolos de entrada en I'; son todos los objetos de la forma [X, Y], donde
X y Y estdn en I's. Ademads, Y pudiera ser ¢, un simbolo que no estd en I's. Si
B es el blanco de Ty, [B, B] es el blanco de Ty. 31 contiene todos los simbolos
de la forma [a, B], donde a € ¥5. Fy = {[q, D]|q € F>,D = UoL}. Definimos ¢
como sigue:



1. Para cada a € Yo

91(q0,, [a, B]) = ([g, U}, [X, ¢], R) st d2(q0,,a) = (¢, X, R)
2. Para cada a € X5

91(q0,, [a, B]) = (lg, L], [X, ¢], R) si d2(qo,, @) = (¢, X, L)
3. Paracada [X,Y]€Tl,conY #¢yD=LoR

51([‘]7 U]? [X= Y]) = ([p7 U]7 [Z7 Y]7D) si 52((],X) = (p, ZvD)

4. Paracada [X,Y] €T, conY #¢.SiDes L, Des R,si Des R, Des L

61([(],.[/], [X,Y]) = ([va]J [X7Z]=D) si 52(q,Y) = (pv ZaD)

5. 81 D= Rentonces E=U ysi D=L entonces E =1L

51([‘]7 U]v [Xa ¢]) = 61([(]’L]7 [Xa ¢]) = ([pv E]v [Yv ¢]7R) si 52(q7X) = (I%Y,D)

Ejercicio 2 Demuestre que T; y T aceptan el mismo lenguaje.

4.2. Mhiltiples cintas

Una méaquina de Turing con multiples cintas consiste de un control finito con
k cabezas lectoras y k cintas que son infinitas en ambas direcciones. Dependiendo
del estado del control finito y el simbolo leido por cada cabeza lectora la maquina
puede en un sélo movimiento:

1. cambiar de estado,

2. imprimir un simbolo nuevo sobre cada una de las celdas leidas por las
cabezas de las cintas,

3. mover cada una de las cabezas de las cintas, independientemente, una
celda a la derecha, a la izquierda o manternerla estacionaria.

Inicialmente la entrada esta sobre la primer cinta y las otras cintas estan en
blanco.

Ejercicio 3 Defina formalmente la maquina de Turing con multiples cintas.
Teorema 2 Si un lenguaje L es aceptado por una maquina de Turing con

miltiples cintas entonces es aceptada por una maquina de Turing con una sola
cinta.



Prueba. Sea L aceptada por una méquina de Turing 7 con k cintas. Podemos
construir una maquina de Turing T» con una sola cinta pero con 2k pistas,
es decir, dos pistas por cada una de las cintas de 7}. Una pista registra el
contenido de la cinta correspondiente de 737 y la otra estd en blanco, excepto
por el marcador X en la celda que mantiene al simbolo leido por la cabeza
lectora correspondiente de Tj.

El control finito de T almacena informacién correspondiente a cuales mar-
cadores de cabeza estan a la izquierda y cudles a la derecha de la cabeza lectora
de T5, El estado de T} se almacena también en el control finito de T5.

Para simular un movimiento de 73 la maquina de Turing 75 debe visitar cada
una de las celdas con marcadores de cabeza y registrar, uno por uno, el simbolo
leido por cada cabeza lectora de T7. Cuando T» pase a través de un marcador de
cabeza debe actualizar la direccion en la que encontré este marcador. Después
de recabar la informacién necesaria, T determina el movimiento que haria T3 .
Luego T, vuelve a visitar, uno por uno, los marcadores de cabeza, para cam-
biar los simbolo leidos y mover los marcadores, si es necesario, una celda. Por
supuesto, si el nuevo estado de T} es de aceptacién entonces T> acepta.

Ejercicio 4 Formalice las transiciones de la maquina de Turing con una sola
cinta Ty para que pueda simular a la maquina de Turing con k cintas 77 y
asi poder demostrar que si w € £L(T}) entonces w € L(T3).

5. La clase de conjuntos recursivos

Una vez demostrado que hay lenguajes que no son enumerables recursiva-
mente debemos preguntarnos cudl es la relacién entre los lenguajes recursivos
v los lenguajes enumerables recursivamente, por la definicion de ambas clases
de lenguajes es claro que si un lenguaje es recursivo entonces es enumerable re-
cursivamente (justifique). Pero ;jla contencién serd propia o impropia?, es decir,
Jexistiran lenguajes que siendo enumerables recursivamente no sean recursivos?
Recuerde que no es suficiente responder de manera existencial, es necesario ex-
hibir al lenguaje con tales caracteristicas. Para ello veamos primero dos lemas.

Lema 1 Si un conjunto es recursivo su complemento es recursivo.

Prueba. Si L es un conjunto recursivo, L C X*, entonces existe una maquina
de Turing T' que acepta L y que siempre para, por lo que esta garantizado que,
después de aceptar, T ya no se mueve. Construya 7} a partir de T agregando
un estado ¢, el cual es el tnico estado de aceptacion de T;. Las transiciones
de T} incluyen todas las transiciones de T, de tal manera que T; simula a T
Ademas, para cada par compuesto de un estado de no aceptacién y un simbolo
de cinta de T para el cual no esté especificado un movimiento de 7', T} transfiere
el control al estado ¢ y luego para.

Asi Ty simula a T hasta que T para. Si T para en uno de sus estados de
aceptacién T para sin aceptar. Si T para en un estado de no aceptacion se-



guramente no ha aceptado su entrada, asi 77 hace un movimiento adicional al
estado ¢ y acepta. Por lo tanto concluimos que 77 acepta X* — L.

Lema 2 Sean z1,x2,... una enumeracién efectiva de todas las sentencias so-
bre algun alfabeto finito ¥ y 73,75, ... una enumeracién efectiva de todas las
méaquinas de Turing con simbolos de cinta elegidos de algin alafabeto finito que
incluya a X. Sea Lo el conjunto {z;|z; es aceptado por T;}. Ly es un conjunto
enumerable recursivamente cuyo complemento no es enumerable recursivamen-
te.

Prueba. Las sentencias de Ly pueden ser aceptadas por una maquina de Tu-
ring T" que opera como sigue. Note que T’ no necesariamente para con sentencias
que no estan en Lo.

1. Dada una sentencia z, T' enumera sentencias 1, To, . . . hasta que encuentra
la sentencia z; = x determinando de esta manera que x es la i-ésima
sentencia en la enumeracion,

2. T genera T; y transfiere el control a una maquina de Turing universal que
simula T; con entrada z;,

3. Si T; con entrada x; para y acepta entonces T para y acepta; si T; para y
rechaza x; entonces T para y rechaza x;. Finalmente si T; no para entonces
T no para.

Asi Lo es enumerable recursivamente ya que Lo es el conjunto aceptado por
T. Ahora L, no puede ser enumerable recursivamente, ya que si T; fuera la
maquina de Turing que acepta Lo entonces x; estd en Ly ssi x; no es aceptado
por T3, lo cual contradice la suposicién de que L es el lenguaje aceptado por
T;.

Ejercicio 5 Teorema 3 Demuestre que existe un conjunto enumerable recur-
sivamente que no es recursivo. Sugerencia: primero use el lema 2 y luego el lema
1.

Ejercicio 6 Pruebe que no existe un algoritmo para determinar si una maquina
de Turing arbitraria que empieza con su cinta en blanco eventualmente para.

6. MaAaquinas de Turing y gramaticas de tipo 0

Teorema 4 Si L es generado por una gramatica de tipo 0 entonces L es reco-
nocido por una méaquina de Turing .

Prueba. Sean G = (Viy, Vi, P, S) una gramdtica de tipo 0 y L = L(G). Se
describe informalmente a una méquina de Turing no determinista 7' que acepta
a L. Sea

T = (K, Vr,T,6,q0, F), donde T' = Viy UV U{B, #, X}



Se asume que los tres ultimos simbolos no estan en Vi o Vr. No se enume-
raran todos los estados de K pero se designaran algunos cuando sea necesario.
Informalmente si hace falta se permite que 7" imprima el simbolo blanco B.

Para empezar T tiene una entrada w € Vi sobre su cinta. T' inserta # antes
de w, corriendo los simbolos de w una celda a la derecha y a continuacién pone
#S7#. El contenido de la cinta ahora es #w#S#.

Después T simula de manera no determinista una derivaciéon en G iniciando
con S. Cada forma sentencial en la derivacién aparecerda en su momento entre
los dos ultimos #. Si alguna elecciéon de movimientos conduce a una cadena de
simbolos terminales entonces esa cadena se compara con w. Si son iguales T'
acepta.

Formalmente, T tiene #w# A1 As - - - Ax# sobre su cinta. T' mueve su cabe-
za a través de A1 As--- Ar de manera no determinista eligiendo una posicion
i y una constante r entre 1 y la longitud maxima del lado izquierdo de las
producciones en P. Luego T examina la subcadena A;A;11 -+ A;jpr—1 si ésta
coincide con el lado izquierdo de alguna producciéon en P entonces la subcadea
se puede remplazar por el lado derecho de P. Puede ser que T' tenga que correr
AiprAigrs1 - - Ax# a la izquierda o a la derecha para cerrar o abrir espacio,
recuerde que el lado derecho de la produccion usada puede tener una longitud
distinta de r (el simbolo X se usa en el corrimiento a la derecha).

A partir de esta simple simulacién de derivaciones en G debe ser claro que
T imprimird sobre su cinta una cadena de la forma #w#a#, con a € Vi
exactamente cuando S =¢, a. Ademads si o = w entonces 1" acepta.

Teorema 5 Si L es reconocido por una maquina de Turing entonces L es ge-
nerado por una gramatica de tipo 0.

7. Autématas acotados linealmente y lenguajes
sensibles al contexto

Un autémata acotado linealmete (aal) es una maquina de Turing no deter-
minista con una sola cinta que nunca deja las celdas sobre las que se escri-
bié la entrada. Formalmente, un autémata acotado linealmete se denota como
M = (K,X,T,0,qo, F). Los sfmbolos tienen esencialmente el mismo significado
que el de la maquina de Turing . El conjunto de estados es K, el conjunto de
estados finales es F' C K, el conjunto de simbolos de cinta es T, el conjunto de
stmbolos de entrada es ¥ C T, el estado inicial es qo € K, § es un mapeo de
K x T a subconjuntos de K x I x {L, R}.

Y contiene dos simbolos especiales, usualmente denotados como ¢ y $, los
cuales son respectivamente los marcadores de los extremos izquierdo y derecho.
Estos simbolos estan inicialmente en los extremos de la entrada, su funcién
es evitar que la cabeza de cinta abandone la region de la cinta donde esté la
entrada.

Una configuracion de M y la relaciéon jy, entre configuraciones que se esta-
blece si la segunda se puede derivar de la primera al aplicar una regla de §, estdn



definidas esencialmente como en el caso de la maquina de Turing . Una confi-
guracidn de M se denota por (g, A1As---A,,i) donde ¢ € K, A1, As,..., A,
estdn en I e 7 es un entero entre 1 y n. Suponga que (g, A;) contiene (p, A, L)
y que ¢ > 1 entonces decimos que

(¢, A1Az -+ Ap,i) b (p, ArAg -+ A1 Al - Apyi— 1)
Si 0(g, A;) contiene (p, A, R) e i < n entonces decimos que
(q,AlAQ .. 'An, Z) FM (p, A1A2 . 'Al',lAAile . 'An, 7 —+ 1)

Es decir, M imprime A sobre A;, cambia su estado a p y mueve su cabeza a
la izquierda o a la derecha, pero no sale de la regién en la que originalmente apa-
recian los simbolos. Como es usual definimos la relacién 3, como la cerradura
reflexiva y transitiva de ks, es decir, como (¢, @, i) F4, (¢, o, @) v si

(q1,01,11) By (g2, 02,02) y (g2, az,i2) Far (g3, a3, i3)

entonces
(q1,0a1,11) Fiy (g3, a3,13)

El lenguaje aceptado por M es
{wjw € (Z—{¢,$})" v (g0, ¢w$,1) k3, (g, %) para algtin g € F, @ € I'* y un entero i}.

Decimos que M es determinista si §(¢q, A) no contine més de un elemento
para cualquier g e Ky AeT.
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