1 BASES MATEMATICAS

que permiten llevar a cabo el razonamiento matematico en el mod-
elo que vamos a proponer.

La notacién que serd empleada queda especificada en
el presente parrafo. Un conjunto se representa exten-
sionalmente, por ejemplo {3,6,9,12} o intensionalmente,

{z|z es un multiplo de 3 menor que 15}. Es comin el empleo de
los conjuntos de nimeros: naturales, enteros, racionales y reales,
denotados por N, Z, Q y R, respectivamente. Dados dos conjuntos
A y B, el conjunto de elementos comunes a A y B o intersec-
cién, se expresa por A N B. Empleando la relaciéon de pertenencia
?€” entre un elemento a y un conjunto B, a € B, AN B se
escribe {z|x € Ay x € B}. Asimismo, se llama unién de A y
B al conjunto {z|]x € Aoz € B} y producto de A por B, a
A X B = {(z,y)|lxr € Ayy € B}. Se dice que el conjunto A
estd contenido en el conjunto B si todo elemento de A estd en B:
A C B. Algunas definiciones vienen a complementar lo anterior.
Sea P un conjunto. Una relacidn binaria R definida en P es un sub-
conjunto de P x P. Asi, z,y € P se dicen relacionados por R, xRy,
si (z,y) € R. Con més generalidad podemos concebir una relacién
R de aridad m > 0 definida en una coleccién de m conjuntos {P;};
como un subconjunto del universo U = II"", P; = P1 X ... X Pn.
Si m = 1 suele llamarse a R propiedad. Es también usual que una
relacién binaria vista como un subconjunto de P X @ sea llama-
da correspondencia. Particularmente, cuando una correspondencia
R C P x Q es tal que para cada x € P existe un dnico elemen-
to y € @ tal que xRy, tenemos una funcién P — @. Dada una
funcién f : P — Q, a P se le llama dominio, a @ imagen, y a
f(P) ={y € Qly = f(z), para algtin z € P} el rango. Si f(P) = Q,
f se llama suprayectiva, y si para cualesquier x1,z2 € P,x1 # T2 se
cumple que f(z1) # f(z2) a f se le llama inyectiva. Si f : P — Q es
biyectiva (inyectiva y suprayectiva) existe una funcién f=1:Q — P
que se llama la inversa de f, i.e. f~!(f(z)) = = para toda z € P.
Sea P un conjunto, R una relacién en P y z,y,z cualesquier ele-
mentos de P. R es una relacién: refleziva si x Rx, simétrica si xRy
implica yRz, transitiva si xRy y yRz implica xRz, antisimétrica
si xRy y yRx implica £ = y. Sea P un conjunto y R una relacién
definida en P: R es de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transi-
tiva, R es de orden (m3s precisamente, orden parcial) si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Si para toda pareja x,y € P sucede que
zRy o yRzx, se dice que R es un orden total.

1.1.

En esencia requerimos de definiciones y propiedades para explicar
algin hecho dentro de la matemética. Por ejemplo: afirmamos que
el producto de dos impares es impar, pues si observamos cualesquier
pareja de impares, digamos a = 2¢ + 1 y b = 25 4 1, expresamos
su producto: ab = 4ij + 2t + 25 + 1 = 2(2i5 + 4+ j) + 1, esto es
un impar. Observemos que la afirmacién es en general, y que esto
estd considerado al dar a y b cualesquiera, solamente partiendo de
la definicién de impar. Luego usamos las propiedades de la multipli-
cacién para nuevamente observar el resultado. Normalmente, partir
de las definiciones y escribir lo que se estd afirmando constituye la
pauta de la demostracién, si no es que la demostracién misma. Con
una demostracién logramos asegurar que la afirmacién conjeturada
adquiera un rango de verdad siempre que se satisfagan las premisas
empleadas. Estaremos enunciando, en lo que sigue, propiedades de
los nimeros enteros o reales, y realizaremos algunas demostraciones.
Recordemos que para los ntimeros reales se cumple bV 1T% = p? - p¥,
Se define log, = y siy solo si (sii) z = b¥, es igual decir que log;(z)
es la funcién inversa de b¥: y = log,x = log, b¥. Demostremos
que log,(zy) = log, = + log, y: Usamos la definicién en la parte
izquierda de lo que deseamos demostrar: b'°8s(*%) = gy y oberva-
mos qué sucede en la parte derecha de la igualdad: b'°8s #+10gs ¥
a esta ultima aplicamos la propiedad enunciada de las potencias:
blogs = . plogs ¥ v aplicando nuevamente la definicién a esta férmula,
tenemos que b1°8b #1086 ¥ = gy Es decir, se cumple la igualdad. Us-
aremos simplemente log para indicar log, y In para log, (logaritmo
natural).

Técnicas de demostracién

Ejercicio 1 Demuestre que:

2
1. logy,z¥ =ylog,x
1
2. log,z = 12§:2

3. zlogs ¥ = ylogs @

Veamos otro ejemplo. Se define para =z € R, |z], el suelo de z,
como el mayor entero que no es mayor que z (p.e. [32,7] = 32,
|—0,2] = —1), asimismo [z] como el menor entero que no es menor
que z, el techo de x. Intuitivamente, podemos conjeturar que se
cumple: z — 1 < |z] < z < [z] < z + 1. Para asegurar que
asi es, debe demostrarse cada una de las desigualdades de la ex-
presién anterior. Abordaremos las primeras dos. Observemos que,
por definicién, el suelo de un real x nunca estard a una distancia
de || mayor que uno (el caso extremo es cuando x es entero), en
férmulas: © — |z| < 1, luego £ — 1 < |z|. La segunda desigualdad
se cumple por definicién. El suelo es 1til en las siguientes defini-
ciones: dados dos enteros a, b el cociente de dividir a por b se deno-
ta a/b, y el cociente entero a +b = |a/b], ademds a médulo b es a
mod b=a—bX (a+b).

Ejercicio 2 Demuestre que
1. z< [zl <z+1.
2. a < blMogsal < gb.

3. Para cualesquier a,b € Z, b > a, es cierto que b mod a <
b/2.

La practica de demostraciones se ha sistematizado al grado de llegar
a establecer un conjunto de reglas para llevar a cabo demostraciones
con mayor alcance. La légica ofrece sistemas para expresar variadas
formas de concebir la veracidad de una expresién. Frecuentemente
usamos férmulas légicas como - A, A - B, AVB, AANBy A+ B,
donde se tienen los conectivos negacién, implicacién, disyuncién,
conjuncién, y equivalencia, con A y B, cualesquier formula o, en su
caso mas simple, una proposicién p; (p.e. 711 < 3”, "WTC es el
edificio mas alto”, etc.) aquellas que no pueden ser descompuestas.
Aunque también conviene referirse a predicados, que generalizan
las proposiciones por permitir el uso de variables. Las férmulas se
constituyen ahora con cuantificadores: VA y Jz.A. Para las dltimas
tenemos una relacion: si decimos que para todo x se cumple A, esta-
mos afirmando que no existe z que no cumpla con A: Vz.A equivale
a —-Jdz—A. También participan en el lenguaje de la légica simbolos
auxiliares como la coma y los paréntesis. Deben distinguirse dentro
de las expresiones que pueden formarse con este lenguaje aquellas
que estdn bien construidas o fbc. Para la buena formacién de expre-
siones se siguen los patrones que presentaron a los conectivos, unas
lineas arriba. Esto es A— no estd bien formada, tampoco AB, pero
si(BVA) < By (B— B)— (mAAQC), etc.

Diremos un poco més sobre las férmulas compuestas por proposi-
ciones. Como una fbc se forma de acuerdo con los patrones antes
vistos, y la veracidad de una fbc depende de la veracidad de sus com-
ponentes (composicionalidad), tendremos que conocer la veracidad
de los elementos més simples: las proposiciones. Implicitamente es-
tamos considerando conocimiento de la forma en que se evalian
los conectivos. Méas formalmente, una wvaluacién es una funcién v
cuyo dominio es el conjunto de las fbcs y cuyo rango es el conjunto
{V, F'}, tal que para cualesquier fbcs A y B:

L v(A) # v(=A),

2. vA—B)=FsivA)=Vyu(B)=F.
3. wW(AVB)=Fsiiv(A)=Fyu(B)=F.

4. (AAB)=Vsiiv(d) =V yu(B)=V.

5. v(A < B) =V sii v(A) = v(B).
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