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to en el desarrollode SoftwareJos�e de Jes�us Lavalle Mart��nezMarzo de 2004ResumenLa no
i�on de 
omputabilidad, y sus formaliza
iones, es 
entral enel estudio de la dis
iplina 
omputa
ional; la idea informal 
onsisteen que se pueda realizar una opera
i�on por medio de un 
onjunto depasos bien de�nidos (no ambiguos) y �nitos (usualmente llamado al-goritmo), sin que se tenga que utilizar la \
reatividad". De tal maneraque in
luso un dispositivo autom�ati
o pueda efe
tuar di
ha opera
i�on.Por supuesto, en nuestros tiempos eso signi�
a que una 
omputadora
onven
ional pueda realizar la men
ionada opera
i�on.Cabe se~nalar que una opera
i�on puede llevarse a 
abo de diversasformas o algoritmos, de tal manera que dos algoritmos efe
tuar�an lamisma opera
i�on si, ante la misma entrada simb�oli
a, produ
en lamisma salida simb�oli
a.De mayor importan
ia es preguntarnos si a
aso existe al menos unalgoritmo para produ
ir determinada opera
i�on, en otras palabras, sihay opera
iones que no puedan realizarse por medios algor��tmi
os.La respuesta a este planteamiento es que, efe
tivamente, hay ope-ra
iones que no pueden realizarse algor��tmi
amente; la t�e
ni
a parademostrar est�a a�rma
i�on se basa en el 
on
epto de diagonaliza
i�on,introdu
ido por Cantor para demostrar que el 
onjunto de los n�umerosreales y el 
onjunto de los n�umeros naturales no son equinumerables.A 
ontinua
i�on se presentar�an diferentes ejemplos del uso de ladiagonaliza
i�on para demostrar la no numerabilidad de 
iertas opera-
iones, para estable
er as�� los l��mites de lo 
omputable. Intuitivamen-te, lo anterior signi�
a que hay m�as opera
iones que algoritmos para
al
ularlas. 1



1. No numerabilidad del 
onjunto delos n�umeros realesComo es bien 
ono
ido, desde el tiempo de Cantor, los n�umerosreales son isomorfos al intervalo abierto (0; 1). Grosso modo podemoslistar en orden (enumerar) simb�oli
amente los n�umeros en el intervaloabierto (0; 1), 
omo a 
ontinua
i�on se indi
a:0 0:a0;0a0;1 � � � a0;i � � �1 0:a1;0a1;1 � � � a1;i � � �...i 0:ai;0ai;1 � � � ai;i � � �...donde ak;l 2 f0; 1; : : : ; 9g 
on k; l � 0:Ahora 
onstruyamos el siguiente n�umero d:d = 0:d0d1 � � � di � � � donde dj = 9� aj;j; j � 0:Como podemos observar el n�umero d est�a en el intervalo (0; 1), porlo tanto (y por pura 
uriosidad) 
abe preguntarnos en qu�e posi
i�on dela lista est�a d (
u�al de los n�umeros naturales le 
orresponde).Supongamos que le 
orresponde la posi
i�on l, enton
es en
ontra-mos que la igualdad dl = al;l se debe 
umplir; re
ordando 
�omo seform�o a dl, se tendr��a que 9 � al;l = al;l o que 9 = 2al;l lo 
ual esimposible ya que 9 es impar. N�otese que hemos es
ogido un n�umerol arbitrario, por lo que el resultado anterior no depende del n�umeroque se sele

ione (a�un 
on
ediendo que dj = al;j, para j � 0, ex
epto,por supuesto, 
uando j = l).En suma, lo que hemos en
ontrado 
on nuestros razonamientoses que el n�umero d que est�a en el intervalo (0; 1) no puede estar enla supuesta lista de n�umeros reales en (0; 1). En otras palabras, queexisten m�as n�umeros reales (al menos uno, nuestro 
urioso d) quen�umeros naturales.El \tru
o"que usamos para formar al n�umero d fue tomar los ele-mentos (d��gitos) \diagonales"(por ello la t�e
ni
a se llama diagonali-za
i�on) de la matriz obtenida al listar los n�umeros reales en (0; 1), e\invertir"su valor (en este 
aso rest�andolos a 9), de tal manera que se2



garantiza que el n�umero d nun
a puede 
oin
idir 
on ning�un n�umeroen la lista, al menos en el d��gito ubi
ado en la diagonal.2. La paradoja de RussellOtro ejemplo del uso de la diagonaliza
i�on lo podemos en
ontraren la famosa paradoja enun
iada por Russell, quien propone (nueva-mente por pura 
uriosidad) que 
onsideremos al 
onjunto de todos los
onjuntos tales que no se pertene
en a s�� mismos, simb�oli
amente:S = fxjx 62 xgn�otese que este 
onjunto no est�a va
��o, piense en 
ualquier 
onjunto,por ejemplo, f1; 2; 3g est�a en S, ya que �el no es elemento de s�� mismo,es de
ir, f1; 2; 3g 62 f1; 2; 3g. Ahora, >S 2 S?, para averiguarlo basta
onsiderar dos 
asos:1. Suponer que la respuesta es a�rmativa, pero si S 2 S enton
espor la 
ondi
i�on que 
ara
teriza a los elementos de S tenemosque S 62 S, lo 
ual es una 
ontradi

i�on,2. Suponer que la respuesta es negativa, pero si S 62 S enton
es
umple 
on la 
ondi
i�on que 
umplen los elementos de S, porlo que debemos tener que S 2 S, lo 
ual es nuevamente una
ontradi

i�on.En otra palabras hemos en
ontrado que S 2 S si y s�olo si S 62 S,lo que es muy grave, porque se supone que siempre se puede 
ontestara la pregunta simple de si un elemento est�a o no est�a en un 
onjunto,s�olo ha
e falta veri�
ar si el elemento se en
uentra o no se en
uentrapresente en el 
onjunto de inter�es. Di
ho de otra forma, hemos ha-llado un elemento S y un 
onjunto S (<tambi�en!), donde no podemos
onstatar la pertenen
ia o no pertenen
ia del elemento al 
onjunto, lasimple pregunta 
onlleva una 
ontradi

i�on.3. Fun
iones de n�umeros naturales enel 
onjunto f0; 1gHasta este momento hemos 
onsiderado objetos matem�ati
os \muygrandes", el 
onjunto de todos los n�umeros reales, el 
onjunto de todoslos 
onjuntos que no se pertene
en a s�� mismos.3



>Qu�e pasa si 
onsideramos algo \m�as peque~no", algo 
omo el 
on-junto de todas las fun
iones que tienen 
omo dominio los n�umerosnaturales y 
omo rango el 
onjunto f0; 1g? Nuevamente podemos su-poner que a este 
onjunto lo podemos aso
iar 
on los n�umeros natura-les de tal manera que fi es la fun
i�on aso
iada 
on el i��esimo n�umeronatural. Podemos de�nir la siguiente fun
i�on que tiene 
omo dominioa los n�umeros naturales:f(n) = (1 si fn(n) = 00 si fn(n) = 1 (1)Esta nueva fun
i�on que hemos de�nido tambi�en tiene 
omo rangoal intervalo f0; 1g, por lo tanto debe estar aso
iado 
on un n�umeronatural, digamos j, en s��mbolos f(n) = fj(n) pero:1. Si f(j) = 1 es porque fj(j) = 0,2. Si f(j) = 0 es porque fj(j) = 1.lo 
ual es nuevamente una 
ontradi

i�on; as��, la fun
i�on f tal y 
omola hemos de�nido no tiene aso
iado, o no se le puede 
orresponder 
on,un n�umero natural; tambi�en podemos de
ir que hay m�as fun
iones delos n�umeros naturales en f0; 1g que n�umeros naturales.4. Dispositivo autom�ati
o universalNuestra experien
ia 
otidiana nos di
e que existen dispositivos au-tom�ati
os en 
asi todas partes. Por ejemplo, los hornos de mi
roondas,los reprodu
tores de: VHS, CD, DVD; el sistema de inye

i�on de ga-solina de los autom�oviles; los 
ajeros autom�ati
os; las 
ajas de juegosde v��deo; et
.Si bien, y sin lugar a dudas, tales dispositivos autom�ati
os son muy�utiles, e
on�omi
amente ser��a desastroso que tuvi�eramos que pagar, porejemplo, por un dispositivo para 
ada una de las tareas siguientes: pro-
esar un do
umento; editar, 
ompilar y eje
utar un programa; ha
eruna presenta
i�on; leer el 
orreo ele
tr�oni
o; et
.Suponiendo sin 
on
eder, que tuvi�eramos el dinero su�
iente pa-ra pagar por tales dispositivos autom�ati
os de prop�osito espe
���
o, elpanorama ser��a muy desagradable, en el sentido de que en 
ada lugardonde ahora hay una 
omputadora, pare
er��a, en el mejor de los 
asos,una mis
elanea o, en el peor, una gran plaza 
omer
ial, dividida ense

iones, al menos una por 
ada servi
io que quisi�eramos obtener.4



Como se insinu�o en el p�arrafo anterior, afortunadamente tenemosdispositivos autom�ati
os universales, mejor 
ono
idos 
omo 
omputa-doras de prop�osito general, las 
uales sirven para realizar una \gran
antidad"de tareas por el mismo pre
io.A grandes rasgos podemos de
ir que un dispositivo autom�ati
ouniversal re
ibe un par de datos; el primero representa la des
rip
i�on(o 
odi�
a
i�on, o programa) de un dispositivo autom�ati
o, y el segundorepresenta los datos de entrada 
on los que trabajar��a el dispositivoautom�ati
o.Posteriormente el dispositivo autom�ati
o universal (dau), bas�ando-se en la des
rip
i�on (d), simula lo que har��a el dispositivo autom�ati
o
on los datos de entrada (in), simb�oli
amente:dau(d; in) 7! d(in)5. Los l��mitesAhora queremos hallar 
u�ales son los l��mites de lo 
omputable, o
u�ales son los l��mites de lo que pueden ha
er los dispositivos autom�ati-
os.Todos los que hemos tenido que es
ribir un programa de 
omputa-dora (la des
rip
i�on de un dispositivo autom�ati
o) sabemos que unade las prin
ipales preo
upa
iones es saber si nuestro programa apli
a-do a los datos de entrada terminar�a (parar�a, lo que denotaremos por#) o se quedar�a eje
utando siempre (se 
i
lar�a, lo que denotaremospor ").Por lo tanto ser��a buena idea dise~nar un dispositivo autom�ati
o es-pe
ial (dae) que, dado 
ualquier par (d; in), nos diga s�� 
uando d(in) #y luego pare. En el otro 
aso, que nos diga no 
uando d(in) ", y luegopare, simb�oli
amente:dae(d; in) = (s�� ^ # 
uando d(in) #no ^ # 
uando d(in) " (2)N�otese que nuestro dispositivo autom�ati
o universal eje
uta partede lo que queremos que reali
e nuestro dispositivo autom�ati
o espe
ial,\s�olo"le falta de
ir s�� o no, y parar, dependiendo de 
uando d(in) pareo no.Para simpli�
ar un po
o las 
osas en lugar de pedirle al dae quesimule a 
ualquier dispositivo d 
on 
ualquier entrada in, vamos a5



de�nir un nuevo dispositivo autom�ati
o espe
ial dae0 que s�olo trabaje
on pares (d; d), es de
ir, queremos saber si un dispositivo autom�ati
opara o no 
uando se le da 
omo entrada su propia des
rip
i�on (no estan extra~no, piense en un 
ompilador, por ejemplo de C, al que se lepide 
ompilar su propio 
�odigo), en s��mbolos:dae0(d) = (s�� ^ # 
uando d(d) #no ^ # 
uando d(d) " (3)Ahora de�namos un dae00 \mentiroso"que haga lo siguiente, que se
i
le inde�nidamente (lo 
ual no es dif��
il, s�olo basta ha
erlo entrar aun bu
le 
uya 
ondi
i�on siempre sea verdadera) 
uando d(d) pare, yque pare 
uando d(d) no pare, en s��mbolos:dae00(d) = (" 
uando d(d) ## 
uando d(d) " (4)Por pura 
uriosidad preguntemos qu�e pasa si le apli
amos al dae00su propia des
rip
i�on, es de
ir, dae00(dae00); tenemos que:1. dae00(dae00) " 
uando dae00(dae00) #,2. dae00(dae00) # 
uando dae00(dae00) ".lo que es a toda lu
es una 
ontradi

i�on.As�� la 
onstru

i�on del dae00 es imposible, pero dae00 se 
onstruy�o apartir de dae0, este �ultimo es 
omo el dae restringido a pares (d; d),y el dae es 
omo el dau ex
epto que \puede adivinar"que d(in) noparar�a.Por otro lado se ha demostrado matem�ati
amente, in
luso utili-zando diferentes enfoques, que los dispositivos autom�ati
os universa-les existen. Adem�as, la experien
ia nos di
e que una 
omputadora
onven
ional es un dispositivo autom�ati
o universal.Por lo tanto lo err�oneo de nuestro razonamiento fue suponer quepodr��a existir un dispositivo autom�ati
o espe
ial, 
on la 
apa
idad deadivinar que el dispositivo autom�ati
o d 
on la entrada in no parar�a.6. Con
lusi�onA�rmar que una 
omputadora puede ha
er todo lo que se le di-ga es, en el mejor de los 
asos, una a�rma
i�on ingenua. Como hemos6



visto hay 
osas que no puede ha
er (adivinar si un programa termi-nar�a dados 
iertos datos de entrada); aunque existiera la forma dede
irle 
�omo adivinar, llegar��amos a 
ontradi

iones insuperables.En [Cut80℄, [HMU02℄ y [Men97℄ puede en
ontrar el estudio de la
omputabilidad desde diferentes enfoques, respe
tivamente, desde lateor��a de las fun
iones re
ursivas, desde la teor��a formal de los lengua-jes, y desde el punto de vista de la l�ogi
a matem�ati
a.Independientemente del enfoque 
on el que se formali
e la no
i�onde 
omputabilidad, se llega a resultados equivalentes, lo 
ual sugie-re que, no importando qu�e teor��a matem�ati
a utili
emos paramodelar lo que un dispositivo autom�ati
o universal puede ha-
er, en
ontramos los mismos l��mites.Referen
ias[Cut80℄ Nigel J. Cutland. Computability, An introdu
tion to re
ur-sive fun
tion theory. Cambridge University Press, 1980.[HMU02℄ John E. Hop
roft, Rajeev Motwani, and Je�rey D. Ullman.Introdu

i�on a la Teor��a de Aut�omatas, Lenguajes y Com-puta
i�on. Pearson Edu
a
i�on, segunda edition, 2002.[Men97℄ Elliot Mendelson. Introdu
tion to Mathemati
al Logi
.Chapman and Hall/CRC, fourth edition, 1997.
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