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Resumen

Este documento es una traduccion de partes de los capitulos 1, 2 y 3 del libro
Set Theory de Charles C. Pinter.



Capitulo 1

Clases y conjuntos

1.1. Construccion de clases

Para empezar aclaremos que una nocion “indefinida”no tiene propiedades,
excepto aquellas que se le asignen explicitamente; por lo tanto, debemos
enunciar como azxiomas todas las propiedades elementales que esperamos
que tengan las nociones indefinidas.

En nuestro sistema de teoria axiomatica de conjuntos elegimos dos no-
ciones indefinidas: la palabra clase y la relacion de pertenencia €. Todos los
objetos de nuestra teoria se llaman clases. Ciertas clases, que se llamaran
conjuntos, seran definidas posteriormente. Todo conjunto es una clase, pero
no reciprocamente; una clase que no es un conjunto se llama clase propia.

Comentemos brevemente sobre el “significado” que le intentamos dar a di-
chas nociones. En la interpretacion pretendida de nuestro sistema axiomati-
co, la palabra clase se entiende que refiere a cualquier coleccién de objetos.
No obstante, ciertas colecciones “excesivamente grandes” pueden formarse en
teorfa ingenua de conjuntos (por ejemplo, la coleccién de todos los z tales
que = € x), las cuales conllevan a contradicciones tales como la paradoja de
Russell. El término clase propia se entiende que refiere a estas colecciones
“excesivamente grandes”; todas las demas colecciones son conjuntos.

Si x y A son clases, la espresién x € A se lee como “x es un elemento de
A7, o “x pertenece a A”, 0 “x estd en A”. Es conveniente escribir z ¢ A por
"z no es un elemento de A”. Sea x una clase; si existe una clase A tal que
x € A, entonces a z se le llama un elemento.

De aqui en adelante usaremos las siguientes convenciones notacionales:



las letras minusculas a,b,c,z,y,... s6lo seran usadas para designar
elementos. Asi, una letra mayuscula, tal como A, puede denotar tanto a un
elemento como a una clase que no es un elemento, pero una letra miniscula,
tal como z, s6lo puede denotar a un elemento.

Definicién 1.1.1 Sean A y B clases; definimos A = B para significar que
todo elemento de A es un elemento de B y viceversa. En simbolos,

A=Bssizc A=z € BANrxeB=zcA.

Hemos definido que dos clases son iguales si y sélo si tienen los mismos
elementos. Las clases que son iguales tienen otra propiedad: si x y y son
clases iguales y = es un elemento de A, ciertamente esperaremos que y sea
un elemento de A. Esta propiedad se enuncia como nuestro primer axioma:

Axioma 1 Siz =y yx € A, entonces y € A.

A este axioma se le llama azioma de extension.

Definicién 1.1.2 Sean A y B clases; definimos A C B para significar que
todo elemento de A es un elemento de B. En simbolos:

ACBssize A=z € B.

Si A C B, entonces decimos que A es una subclase de B.

Definimos que A C B para significar que A C B y A # B, en este caso,
decimos que A es una subclase estricta de B.

Si A es una subclase de B y A es un conjunto, le llamaremos a A un
subconjunto de B.

Unas propiedades simples de la igualdad y la inclusién se dan en el si-
guiente teorema.

Teorema 1.1.1 Para todas las clases A, B y C, lo siguiente se cumple:
1. A=A.2 A=B=B=A3A=ByB=C=A=C.4 ACBy
BCA=A=B.5, ACByBCC=ACC.

Prueba:

1. La proposicién x € A = v € ANx € A = x € A es obviamente
verdadera; asi, por la Definicién 1.1.1, A = A.



2. Suponga que A = B; entonces t € A =x € BANx € B= x € A; por
la conmutatividad de la conjuncién tenemos que x € B =z € AAx €
A = x € B; asi, por la Definiciéon 1.1.1, B = A.

3. Suponga que A = B y B = (; entonces tenemos lo siguiente:

r€A=x€ B,
r€EB=x€A,
re€B=xe(C,
re(C=uxeB.

De la primera y la tercera concluimos (dado que (((P = Q) A (Q =
R)) = (P = R)) es una tautologia) que z € A = z € C. De la segunda
y la cuarta, por la conmutatividad de la conjuncion y la tautologia

anterior, concluimos que z € C' = = € A. Asi, por la Definicién 1.1.1,
A=C.

4. Ejercicio para el lector.

5. Ejercicio para el lector. 0

De manera intuitiva sabemos que construimos clases enunciando una pro-
piedad de objetos y formando la clase de los objetos que tengan dicha pro-
piedad. Nuestro segundo axioma nos permite hacer clases de esta manera.

Axioma 2 Sea P(x) una propiedad sobre x que puede expresarse entera-
mente en términos de los simbolos €,V, A, -, =, 3V, las variables x,v, 2,
A, B,C, ...y paréntesis. Entonces existe una clase C' que consiste de todos
los elementos = que satisfacen la propiedad P(z).

El Axioma 2 se llama azioma de construccion de clase.

Debemos notar que el Axioma 2 nos permite formar la clase de todos
los elementos = que satisfacen P(x), pero no la clase de todas las clases x
que satisfacen P(z); esta definicién es suficiente para eliminar las paradojas
logicas. Las paradojas seméanticas se han evitado al admitir, en el Axioma 2,
sélo las propiedades P(z) que se puedan escribir completamente en términos
de los simbolos €,V, A, =, =, 3,V, paréntesis y variables.

La clase C cuya existencia se da por cierta mediante el Axioma 2 se
designa simbdélicamente como:

C = {z|P(z)}.
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Note que el uso de la  miniscula no es accidental en la expresion {z|P(x)},
sino que es muy esencial. Recordemos que hemos acordado que las letras
minusculas z,y, ... se usaran para designar elementos. Asi

C = {z|P(x)}.

asevera que C' es la clase de todos los elementos = que satisfacen P(x).
Ahora usaremos el axioma de construccién de clase para formar nuevas
clases a partir de clases dadas.

Definicién 1.1.3 Sean A y B clases; la union de A y B se define como la
clase de todos los elementos que pertenecen a A, o a B, o a ambas Ay B.
En simbolos,

AUB = {zlxr € AVzx € B}.

Asi, € AUBsiysolosiz e AVe € B.

Definicién 1.1.4 Sean A y B clases; la interseccion de A y B se define
como la clase de todos los elementos que pertenecen tanto a A como a B. En
simbolos,

ANB={zlx € ANz € B}.

Asi, r€e ANBsiysolosiz € ANz € B.

Definicién 1.1.5 Por la clase universal U nos referimos a la clase de todos
los elementos. La existencia de la clase universal es una consecuencia del
axioma de construccién de clase, ya que si tomamos a P(x) como la propiedad
x = x, entonces el Axioma 2 garantiza la existencia de una clase que consiste
de todos los elementos que satisfacen = = x; por el Teorema 1.1.1(1), todos
los elementos estan en esta clase.

Definicién 1.1.6 Por la clase vacia @ nos referimos a la clase que no tiene
elementos. La existencia de la clase vacia es una consecuencia del axioma
de construccion de clase; ya que el Axioma 2 garantiza la existencia de una
clase que consiste de todos los elementos que satisfacen x # x; por el Teorema
1.1.1(1), esta clase no tiene elementos.

Teorema 1.1.2 Para toda clase A lo siguiente se cumple: 1. @ C A. 2. A C
U.

Prueba:



1. Que @ C A significa que x € @ = x € A, lo cual siempre es cierto, ya
que z € & es falso (la clase vacia no tiene elementos) y falso implica
cualquier cosa es siempre verdadero.

2. Six € A, entonces = es un elemento; asi z € U. O

Definicién 1.1.7 Si dos clases no tienen elementos en comin se dice que
son disjuntas. En simbolos,

Ay B son disjuntas ssi AN B = &.

Definicién 1.1.8 El complemento de una clase A es la clase de todos los
elementos que no pertenecen a A. En simbolos,

A ={z|x & A}.
Asi, x € A’ siy sélo six & A.
Ejercicio 1.1.1 Practique con los siguientes problemas.
1. Suponga que A C B y que C' C D; pruebe que

a) (AUC) C (BUD).
b) (ANC) C (BN D).

2. Suponga que A = B y que C' = D; pruebe que

a) (AUC) = (BUD).
b) (ANC) = (BN D).

3. Pruebe que si A C B, entonces B’ C A'.
4. Pruebe que si A = B, entonces A’ = B’.
5. Pruebe que si A= By B C C, entonces A C C.

6. Pruebe quesi A C By B C C, entonces A C C.



1.2. Algebra de clases

Uno de los aspectos mas interesantes y ttiles sobre clases es que, bajo
las operaciones de union, interseccién y complemento, satisfacen ciertas leyes
algebraicas a partir de las cuales podemos desarrollar un algebra de clases.

En esta seccién desarrollaremos las leyes basicas del algebra de clases.
Recordemos que la palabra clase debe entenderse como cualquier coleccion
de objetos; asi, debemos entender que las leyes que aqui se presentan se
aplican a toda coleccién de objetos; en particular, se aplican a conjuntos.

Teorema 1.2.1 Si A y B son cualesquiera clases, entonces
1. ACAUByBCAUB.
2. ADNBC Ay AnBC B.

Prueba:

1. Para probar que A C AU B debemos probar que r € A = x € AU B:

r€A = z€AVaze Brecuerde que (P = (PVQ))
es una tautologia
= x € AU B por la Definicion 1.1.3.

Analogamente se puede demostrar que B C AU B.
2. Para probar que AN B C A debemos probar que z € AN B =z € A:

reANB = x€ AAz € B por la Definiciéon 1.1.4
= x € A recuerde que ((P A Q) = P) es una tautologia.

Anélogamente se puede demostrar que AN B C B. O

Teorema 1.2.2 Si A y B son clases entonces
1. ACBsiysélosi AUB = B.
2. ACBsiysolosi ANB = A.

Prueba:



1. Asumamos primero que A C B; esto es, z € A = = € B. Entonces

reAUB = z € AVzx e B por la Definicién 1.1.3
= x € BVuxe Byaquesi = R entonces
(PV Q)= (PV R)) es una tautologia
= x € Byaque ((PV P) < P) es una tautologia.

Asi, AU B C B, pero por el Teorema 1.2.1(1) B C AU B, consecuen-
temente AU B = B.

Reciprocamente, asumamos que A U B = B. Nuevamente por el Teo-
rema 1.2.1(1) AC AUB, asi A C B.

2. Ejercicio para el lector. O
Teorema 1.2.3 (Leyes de Absorcion). Para todas las clases A y B,

1. AU(ANB)=A.

2. An(AuB) =A.
Prueba:

1. Por el Teorema 1.2.1(2) ANB C Ay por el Teorema 1.2.2(1) AU (AN
B) = A.

2. Por el Teorema 1.2.1(1) A C AU By por el Teorema 1.2.2(2) AN(AU
B) = A. O

Teorema 1.2.4 Para toda clase A, (A") = A.

Prueba:

re(A) =x¢g A =z e Apor la Definicién 1.1.8,
reA=ax ¢ A = xe (A) porla Definicién 1.1.8.

Teorema 1.2.5 (Leyes de De Morgan). Para todas las clases A y B,
1. (AuB)=AnNnD¢B.



2. (AnB)Y=AUB.
Prueba:

1. Primero,

re€(AUB) = xz¢ (AU B) por la Definicién 1.1.8

= ¢ ANz ¢gB (siz€ AVzxeE B,
entonces © € AU B)
x € A’ ANz € B por la Definicién 1.1.8
z € (A'N B’) por la Definicién 1.1.4.

U

Luego,

re(ANB r € ANz € B por la Definicién 1.1.4

x ¢ ANz ¢ B por la Definicién 1.1.8
r ¢ AUB

=
=
=
= 1z € (AU B)' por la Definicién 1.1.8.

2. Ejercicio para el lector. 0

Teorema 1.2.6 Para todas las clases A, B y C las siguientes se cumplen:
1. AUB=BUA. 22 AnB=BNA. 3 AUA=A.4 AnA = A
5. AU(BUC) = (AUB)UC. 6. AN(BNC)=(ANB)NC. 7. AN(BUC) =
(ANB)U(ANC).8. AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

Prueba:

1.

re€ AUB = x € AVuz e B por la Definiciéon 1.1.3
= x € BVx e A por la conmutatividad de la disyuncién
= 1z € BU A por la Definicién 1.1.3.

2. Ejercicio para el lector.
3. Ejercicio para el lector.

4. Ejercicio para el lector.



re AU(BUCQ)

oy

x € AVx e BUC por la Definicién 1.1.3

r€ AV (xr € BVxe () por la Definicién 1.1.3
(x € AVz e B) Ve C por la asociatividad
de la disyuncién

z € (AUB)Vaz e C por la Definicién 1.1.3

xz € (AU B) UC por la Definicién 1.1.3.

6. Ejercicio para el lector.

7.

re AN(BUCQO)

=
=
=

oy

xr € ANz € BUC por la Definicién 1.1.4

r€ AN (x e BVxe()por la Definicién 1.1.3
(re ANz eB)V(re ANz e () por la
distribucién de la conjuncion sobre la disyuncion
re ANBVzx e ANC por la Definicion 1.1.4

r € (AN B)U(ANC) por la Definicién 1.1.3.

8. Ejercicio para el lector. 0

Teorema 1.2.7 Paratodaclase A, 1. AU = A. 2. AN = . 3. AUU =U.
4. ANU=A5.U=2.6.20"=U.7T7 AUA =U.8 AnA =o.

Prueba:

1.

Por el Teorema 1.1.2.(1) @ C A y en consecuencia al Teorema 1.2.2.(1)

Aug = A.

. Ejercicio para el lector.

Por el Teorema 1.1.2.(2) A C U y en consecuencia al Teorema 1.2.2.(1)

AUuU =U.

Ejercicio para el lector.

Ejercicio para el lector.



6. Ejercicio para el lector.
7. Ejercicio para el lector.
8. Ejercicio para el lector. 0

Las leyes del dlgebra de clases que hemos desarrollado nos permiten pro-
bar todas las propiedades elementales de clases sin referirnos a las definiciones
de los simbolos U, N, y C. El siguiente es un ejemplo de como se procede.

Ejemplo 1.2.1 Pruebe que AN (A’UB)=ANB.

Prueba:

An(AuUB) = (AnA")U (AN B) por el Teorema 1.2.6.(7)
= @U(ANB) por el Teorema 1.2.7.(8)
= AN B por el Teorema 1.2.7.(1).

O

La siguiente definicién frecuentemente es til: La diferencia de dos clases

Ay B es la clase de todos los elementos que pertenecen a A pero que no
pertenecen a B. En simbolos,

A—-B=ANBAB.
Ejemplo 1.2.2 Pruebe que A— B=B"— A’
Prueba:

A—B = AN B por Definicién de diferencia
= B'N A por el Teorema 1.2.6.(2)
= B'Nn(A") por el Teorema 1.2.4

= B’ — A’ por la definicién de diferencia.

O

Es 1til notar que las propiedades que involucran inclusién (C), en lugar

de igualdad, se pueden probar usando algebra de clases ayudandose con el
Teorema 1.2.2.

Ejercicio 1.2.1 Use algebra de clases para demostrar lo siguiente:
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1. ( AnB)UC =(AUC)N(BUCQO).

2. (AuB)NC=(AnC)u(BNC(C).

3. Si ANC = @ entonces AN (BUC)=ANB.
4. Si AN B = @ entonces A — B = A.

5. SiANB=0y AUB = C entonces A =C — B.
6. AN(B-C)=(AnB)-C

7. (AUB)-C=(A-C)U(B-0C).

8. A—(BUC)=(A—B)N(A-C)

9. A—-(BNC)=(A-B)U(A-C).

Ejercicio 1.2.2 Definimos la operacién + sobre clases como sigue: Si A y
B son clases entonces:

A+B=(A-B)U(B-A).
Pruebe lo siguiente:
1. A+ B=B+ A.

2. A+ (B+C)=(A+B)+C.

3. AN(B+C)=(ANnB)+ (ANC).
4. A+A=0.

5 A+@=A

Ejercicio 1.2.3 Pruebe lo siguiente:
1. SiAUB =@ entonces A=90y B=0g.

2. ANB' =@ siysdlosi AC B.

3. A+ B=osiysolosi A=DB.

4. AUC=BUCsiysolosi A+ B CC.

5. (AuC)+ (BUC)=(A+B)—-C.
Ejercicio 1.2.4 Use algebra de clases para probar quesi A C By C' = B—A
entonces A = B — C.
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1.3. Pares ordenados y productos cartesianos

Si a es un elemento podemos usar el axioma de construccién de clase para
formar la clase
{a} = {z]x =a}.

Es facil ver que {a} contiene sélo un elemento, llamado elemento a. A una
clase que contiene un solo elemento se le llama solitaria.

Si a y b son elementos podemos usar el axioma de construccién de clase
para formar la clase

{a,b} = {z|lx =aV z =b}.

Claramente {a, b} contiene dos elementos, llamados los elementos a y b. Una
clase que contiene exactamente dos elementos es llamada par desordenado, o
simplemente una pareja.

De manera andloga podemos formar las clases {a, b, ¢}, {a, b, ¢, d} y asi su-
cesivamente.

En matematicas frecuentemente necesitamos formar las clases cuyos ele-
mentos son parejas. Para poder hacer esto legitimamente, necesitamos un
nuevo axioma que garantice que si a y b son elementos entonces la pareja
{a,b} es un elemento. Esto motiva nuestro siguiente axioma, al que se le
suele llamar Axioma de apareamiento:

Axioma 3 Si ay b son elementos entonces {a, b} es un elemento.

Estd claro que {a,a} = {a}; asi, al definir a = b en el Axioma 3, inme-
diatamente obtenemos que si a es un elemento entonces la solitaria {a} es
un elemento.

Teorema 1.3.1 Si {z,y} = {u,v} entonces
olx=uny=v]olx=vAy=ul

Prueba: Ejercicio para el lector. (Sugerencia: Considere separadamente los
casos © =y y « # y. Luego use el Axioma 1.) O
Una nocién importante en matematicas es la de un par ordenado de ele-
mentos. Intuitivamente, un para ordenado es una clase que consiste de dos
elementos en un orden especifico. En efecto, el orden realmente no es esencial;
lo que es esencial es que los pares ordenados tienen la siguiente propiedad.
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Propiedad 1.3.1 Sean (a,b) y (¢, d) pares ordenados. Si (a,b) = (¢, d) en-
tonces a =cy b=d.

Nos gustaria definir pares ordenados de tal manera que no sea necesario
introducir una nueva nocién indefinida de “orden”. Es un hecho interesante
que, realmente, se puede lograr procediendo como sigue.

Definicién 1.3.1 Sean a y b elementos; el par ordenado (a,b) se define como

la clase
(a,b) = {{a},{a,b}}.

Por el Axioma 3, (a,b) se puede formar legitimamente y también es un
elemento.
Vale la pena notar que

(b;a) = {{b},{b,a}} = {{b}, {a, b}}.

Asf hay una clara distincién entre los dos posibles “ordenes”(a, b) y (b, a)
ya que son dos clases distintas, resta probar que los pares ordenados, como
han sido definidos, tienen la Propiedad 1.3.1.

Teorema 1.3.2 Si (a,b) = (¢,d) entonces a = cy b= d.

Prueba: Suponga que (a,b) = (¢, d); esto es,

{{a}, {a,b}} = {{c}, {c, d}}.

Por el Teorema 1.3.1, o

{a} = {c} A{a, b} = {c, d}]

Ha} = {c,d} Aa, b} = {c}];

consideraremos separadamente los dos casos.

Caso 1 {a} = {c} y {a,b} = {¢,d}. De {a} = {c} se sigue que a = c¢. De
{a,b} = {c,d} y el Teorema 1.3.1 se sigue que o a = cy b = d, o
a =dy b= c; en el primer subcaso hemos terminado; en el segundo
subcaso como a = ¢ tenemos entonces que b = ¢ = a = d, con lo que
terminamos el Caso 1.
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Caso 2 {a} = {c,d} y {a,b} = {c}. Aqui, c € {¢,d} vy {c,d} ={a}, asi c €
{a}; por lo que ¢ = a; andlogamente, d = a. También, b € {a,b}
y {a,b} = {c}, asi b € {c}; por lo que b = ¢. De tal manera que
a = b = c = d, terminando la prueba. O

Definicién 1.3.2 El producto cartesiano de dos clases A y B es la clase de
los pares ordenados (z,y) donde x € Ay y € B. En simbolos,

Ax B={(xz,y)|lr € ANy € B}.
Las siguientes son propiedades simples del producto cartesiano.

Teorema 1.3.3 Para todas las clases A, B,C'y D,
1. Ax (BNC)=(AxB)N(AxC).
2. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC(C).
3. (AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).
Prueba:

1.

(x,y) e Ax(BNC) & z€AANye BNC
&S rveANyeBAyel
& (x,y) € AXBA(z,y) € AxC
& (r,y) € (Ax B)N(AxC).

2. Ejercicio para el lector.

3.

(x,y) € (Ax B)N(C x D) (x,y) € Ax BA(z,y) € C' x D
reANyeBANxzeCANyeD
reANCAye BND

(z,y) € (ANC) x (BN D).

t e



Ejercicio 1.3.1 Pruebe que:

1

2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.

Ax (B—D)=(AxB)—-(AxD,).
AxB)N(CxD)=(AxD)Nn(C x B).
AxB)—(CxC)=[(

( )N

(Ax A)N(BxC)=(ANB) x (ANCO).
(A% B)~ (€ xC) = (4

)= (BxC)=[A-

—C)x BJU[Ax (B—-C)].
(Ax A B)x AJU[Ax (A-=C)].

Ay B son disjuntas si y sélo si para cualquier clase no vacia C, A x C'
y B x C' son disjuntas.

Si Ay C son clases no vacias, A C By (C C Dsiysélosi AxC C BxD.

Sean A, B,C'y D clases no vacias. Ax B=C x D siysolosi A=C
y B=D.

A x By A" x C son disjuntas.

B x Ay C x A’ son disjuntas.

AxB=gsiystlosi A=2 0 B=g.

Si a = {b} entonces b € a.

x=ysiysdlosi{z} ={y}.

x € asiysélosi{z} Ca.

{a,b} = {a} siy sblo si a =b.

La siguiente es una definicién alternativa de par ordenado:
(z,y) = {{z, 2}, {y, {F}}}.

Use esta definicién para probar que si (a,b) = (¢,d) entonces a = ¢y
b=d.
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1.4. Graficas

Una clase de pares ordenados se llama una grdfica. Dicho de otra manera,
una grafica es una subclase arbitraria de U x U.

Definicién 1.4.1 Si G es una grafica entonces G~! es la grafica definida
mediante

G ={(z,y)(y,x) € G}.

Definicién 1.4.2 Si G y H son graficas entonces Go H es la grafica definida
como sigue

GoH ={(x,y)|3z > (z,2) € HA(z,y) € G}.
Las siguientes son propiedades bésicas de graficas.

Teorema 1.4.1 Si G, H y J son gréficas entonces las siguientes propiedades
se cumplen: 1. Go (Ho J) = (GoH)o J.2. (G '=G. 3. (GoH)! =
H1'oG™N

Prueba:
1.

(x,y) € (GoH)oJ & 3Fzo(x,z) e JAN(z,y) €EGoH
& JwATzo(x,z) e JA(z,w) € HAN(w,y) € G
< Jwo(r,w)e HoJ A (w,y) € G
& (r,y)€eGo(Hol)

(z,9) e (G & (y2)e G
& (r,y) €eG

(z,9) € (GoH)™ & (y2)€GoH

& Jzo(y,z) e HA(z,2) € G
e Fa(r,2) €G A (z,y) e H
4

(z,y) € H o G™
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Definicién 1.4.3 Sea GG una gréfica. Por el dominio de G nos referimos a

la clase
dom G = {z|3y > (z,y) € G},

y por el rango de G nos referimos a la clase
ran G = {y|3z > (z,y) € G}.

En otras palabras, el dominio de G es la clase de todos los “primeros
componenetes”de los elemento de G y el rango de G es la clase de todos los
“segundos componentes”de los elementos de G.

Teorema 1.4.2 Si G y H son graficas, entonces 1. dom G = ran G 1.
2. ran G =dom G~'. 3. dom (G o H) Cdom H. 4. ran (Go H) C ran G.

Prueba:

1.

re€domG < Jyos(r,y) €CG
& Jys(y,z) e G
& zeran G,

2. Ejercicio para el lector,

3.
r€dom (GoH) = Jys(x,y) € (GoH)
= Jydzo(v,2) € HA(z,y) €G
= x €dom H.
4. Ejercicio para el lector. U

Corolario 1.4.1 Sean Gy H graficas. Siran H C dom G entonces dom (Go
H)=dom H.

Prueba: FEjercicio para el lector. ([l

Ejercicio 1.4.1 Proceda como se indica en cada inciso.
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. Sean
G = {<b> b)a (b> C)? (Ca C), (Cv d)}

y
H ={(b,a),(c,b),(d,c)}.

Encuentre G™', H"', Go H,Ho G,(Go H)™' (GUH) ', H o G.
. Si G, H y J son gréficas, pruebe cada uno de los siguientes:

) (HUJ)oG=(HoG)U(JoG),

b) (G-H)'=G'-H,

c) Go(HNJ)C (GoH)N(GoJ),

d) (GoH)—(GolJ)CGo(H-J).

a

. Si Gy H son graficas, pruebe cada uno de los siguientes:
a) (GNH)' =G 'nH,

b) (GUH) ' =G 'uHL

. SiG,H,Jy K son graficas, pruebe:

a) SSGC HyJCK,entonces GoJ C HoK,

b) GC Hsiysélosi G C H L

. Si A, By C son clases, pruebe cada uno de los siguientes:
a) (Ax B)™' =B x A,

b) Si AN B # &, entonces (A x B)o (A x B) = A x B,
c) Si Ay B son disjuntas, entonces (A X B)o (A X B) = &,
d) Si B # @, entonces (Bx C)o(Ax B)=AxC.

. Sean GG y H gréficas, pruebe cada uno de los siguientes:

a) Si G C Ax B, entonces G! C B x A,
b) SGCAx By HCBXC,entonces HoGC AxC.

. Si Gy H son graficas, pruebe cada uno de los siguientes:

a) dom (GUH) = (dom G) U (dom H),
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b) ran (GUH) = (ran G) U (ran H),
c) dom G —dom H C dom (G — H),
d) ran G —ran H Cran (G — H).

8. Sea G una grafica y sea B una subclase del dominio de G. Por la
restriccion de G a B nos referimos a la grafica

G = {(z,9)|(z,y) € G Az € B},
Pruebe cada uno de los siguientes:

=GN (B xran G),
GBucy G[B] U Gy

9. Sea GG una grafica y sea B una subclase del dominio de GG. Usaremos el
simbolo G(B) para designar la clase

G(B) ={y|3x € B > (z,y) € G}.

Pruebe cada uno de los siguientes:

a) G(B) =ran Gg,

b) G(BUC)=G(B)UG(C),

¢) G(BNC)=G(B)NG(C),

d) Si B C C, entonces G(B) C G(CO).

1.5. Unidn e interseccién generalizadas

Considere la clase { Ay, As, . .., A, }; sus elementos estan indexados por los
numeros 1,2,...,n. A tal clase frecuentemente se le llama familia indexada
de clases; a los nimeros 1,2, ..., n se les llama indices y a la clase {1,2,...,n}

se le llama la clase indice.
Generalizando, frecuentemente consideramos una clase I cuyos elementos
1,7, k,... sirven como indices para designar a los elementos de una clase

{A;, Aj, Ay, ...} La clase {A;, Aj, Ay, ...} es llamada familia indexada de
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clases, I es llamada su clase indice, y los elementos de I son llamados indices.
Una notacién compacta que se usa frecuentemente para designar a la clase
{Ai, Aj Ak, ...} es
{Aitier
Asi, hablando informalmente, {A;};c; es la clase de todas las clases A;,
con ¢ variando en I.

Observacién 1.5.1 La definicién de una familia indexada de clases que he-
mos dado es intuitiva; descansa sobre la nocién intuititva de indezxacion. Esta
deficion intuitiva es adecuada en este momento; no obstante, para referencias
futuras, damos ahora la definicién formal del mismo concepto:

Por una familia indexada de clases, {A;}ics, nos referimos a una gréfica
G cuyo dominio es [; para cada ¢ € I definimos A; mediante

A, = {z](6,2) € G).

Por ejemplo, considere {A;}ie; donde I = {1,2}, A; = {a,b} y Ay = {c,d}.
Entonce, formalmente, {A;}ics es la gréfica

G = {(1,(1)7 (176)’ (27C)a (27d)}

Si {A;}icr es una familia indexada de clases tal que para cada i € I, A;
es un elemento, entonces {A;|i € I} designara la clase cuyos elementos son
todos los A;, esto es, {A;|i € I} = {z|x = A; para algin ¢ € I}. No obstante,
seguiremos la notacién matematica usual y emplearemos las dos expresiones
{A:}ier v {Aili € I} intercambiablemente.

Definicién 1.5.1 Sea {A;};c; una familia indexada de clases. La union de
las clases A; consiste de todos los elementos que pertenecen al menos a una
clase A; de la familia. En simbolos,

UAi={zF3jeTrxe A}

icl

La interseccion de las clases A; consiste de todos los elementos que pertene-
cen a toda clase A; de la familia. En simbolos,

(A ={zlvie Iz € A;}.

iel
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Las siguientes son algunas propiedades bésicas de las familias indexadas
de clases.

Teorema 1.5.1 Sea {A,;};c; una familia indexada de clases.
1. Si A; C B para todo i € I, entonces Uie] A; C B.
2. Si B C A; para todo i € I, entonces B C [),.; A;.
Prueba:

1. Suponga que A; C B para todo i € I; ahora si x € (J,; A;, entonces
r € Aj para algin j € I, pero A; C B, asi x € B. Asi |J,.; 4; C B.

2. Ejercicio para el lector. ([l

Teorema 1.5.2 (Leyes generalizadas de De Morgan). Sea {A; }ic; una fami-
lia indexada de clases. Entonces

L. (Uie[ Ai), = ﬂie[ A;-
2. (ﬂiez Ai>/ = Uie[ Ag‘

Prueba:
1.
re(JAy e ze¢JA
i€l iel
&S Viel,x g A;
& Viel,ze A
& x € ﬂA;
i€l
2. Ejercicio para el lector. 0

Teorema 1.5.3 (Leyes distributivas generalizadas) Sean {A;}icr y {Bj}jes
familias indexadas de clases. Entonces

L. (Uie] Ai) n (UjeJ Bj) = U(i,j)e[xj(Ai N Bj)'

2. (miel Ai) U (ﬂjeJ Bj) = m(i,j)eIxJ<Ai U Bj)'
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Prueba:

1.
re(JAa)n(UB) & zelJAinzelUB
i€l jed iel jeJ
< x € Ay para algin h € I A
x € By para algun k € J
& x € A, N B para algun (h, k) € I x J
& ze |J (4nBy)
(i.5)€IxJ
2. Ejercicio para el lector. ([l

Un teorema concerniente a la unién de graficas serd 1til en el siguiente
capitulo.

Teorema 1.5.4 Sea {G,};c; una familia de graficas. Entonces
L. dom(;c; Gi) = U, (dom Gy).
2. ran(U;c; Gi) = U, (ran Gj).

Prueba:

1.

x € dom(U Gi) < Jys(xy) € U G;, por 1.4.3
iel i€l
Jy 5 (z,y) € G, para algun j € I, por 1.5.1

T ¢

x € dom G; para algun j € I, por 1.4.3
x € U(dom G;), por 1.5.1.

iel

¢

2. Ejercicio para el lector. ([l

Una notacion variante para la unién e interseccion de una familia de clases
es util a veces. Si A es una clase (sus elementos son necesariamente clases),
definimos la union de A, o la union de los elementos de A, como la union
de todas las clases que son elementos de A. En simbolos,

22



Definicién 1.5.2

U A = {zx|x € A para algin A € A}
AcA

En otras palabras, x € (J 4 A si y sdlo si existe una clase A tal que
r e Ay A € A. Analogamente, definimos la interseccion de los elementos
de A, como la interseccién de todas las clases que son elementos de A. En
simbolos,

Definiciéon 1.5.3

ﬂ A = {z|x € A para todo A € A}
AeA

Ejemplo 1.5.1 Sea A = {K,L, M}, donde K = {a,b,d}, L = {a,c,d} y
M = {d,e}. Entonces

U A=HAa,b,c,d e}y ﬂ A ={d}

AeA AeA

Observacién 1.5.2 Es préctica frecuente, en la literatura de teoria de con-
juntos, escribir

UA en lugar de U A

AcA

ﬂA en lugar de ﬂ A

AcA

Ocasionalmente seguiremos esta practica.

Ejercicio 1.5.1 Proceda como se indica en cada inciso.

1. Sean {A;}icr v {Bi}ier dos familias de clases con la misma clase indice
I. Suponga que Vi € I, A; C B;, pruebe que: a) (J;.; Ai € U,e; Bi-
b) ﬂie[ Ai C mie] Bi.

2. Sean {A;}icr y {B;}jes familias indexadas de clases. Pruebe lo siguien-
te.

a) (Uie[ A;) x (UjeJ Bj) = U(m‘)e]xJ(Ai X Bj).
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b) (ﬂie] Ai) 2 (ﬂjej Bj) = m(i,j)eIxJ(Ai X Bj)-

3. Sean {A;}icr vy {B;}jes familias indexadas de clases. Suponga que Vi €
I, 35 € J 5 B; C A;. Pruebe que

ﬂ&gﬂ&

jeJ il

4 Sean a = {uv,w}, b= {w.z}, ¢ = {wy}, r = {a,b}, s = {b.c} y
p = {r, s}. Encuentre las clases: U(Up), N(Np), U(Np) ¥ N(Up).

5. Pruebe que N(A U B) = (NA) N (NB).

1.6. Conjuntos

Indudablemente, todo lo que hemos dicho en las paginas anteriores es
muy familiar al lector. Aunque dijimos clase donde el lector estd mas acos-
tumbrado a oir conjunto, es obvio que la “uniéon” e “intersecciéon” que hemos
definido son precisamente las familiares unién e intersecciéon de conjuntos,
el “producto Cartesiano” es exactamente el producto Cartesiano usual de
conjuntos y similarmente para los otros conceptos introducidos.

En este punto, parece como si todo lo que estamos acostumbrados a hacer
con conjuntos se puede hacer con clases. Asi, el lector muy bien prodria
preguntar, “;por qué molestarse en distinguir entre clases y conjuntos? ;Por
qué no desarrollar toda la matematica en términos de clases?” Ya que, como
hemos dicho, una clase significa “cualquier colecciéon de elementos”, ;por
qué no simplemente le llamamos a una clase un conjunto, y acabamos de
una vez? La respuesta a esta pregunta es de gran importancia; el principal
proposito de esta seccién es explicar por qué queremos distinguir entre clases
y conjuntos.

Primero, notemos que el axioma de construccién de clases (Axioma A2)
nos permite formar la clase de todos los elementos que satisfacen una propie-
dad dada; pero no nos permite formar la clase de todas las clases que satisfa-
cen una propiedad dada. La razon de esta limitacion es obvia: si pudieramos
formar la clase de todas las clases que satisfacen cualquier propiedad dada,
entonces podriamos formar la “clase de Russell” de todas las clases que no
son elementos de si mismas, esto nos daria la paradoja de Russell.
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Después, notemos que en matematica frecuentemente necesitamos formar
conjuntos de conjuntos particulares. Unos pocos ejemplos que vienen a la
mente son los siguientes:

El conjunto de todos los intervalos cerrados [a, b] de nimeros reales.
El conjunto de todas las secuencias convergentes de niimeros reales.

El conjunto de todas las lineas en el plano (donde cada linea se considera
como un conjunto de puntos).

Veamos mas de cerca el primer ejemplo; en una discusiéon en calculo ele-
mental, nos sentiriamos perfectamente libres de decir “A consiste de todos
los conjuntos que son intervalos cerrados [a, b] de nimeros reales.” Ahora si
los “conjuntos” no fueran diferentes de las “clases” entonces, por el parrafo
precedente, no podriamos formar A. Esto seria una restriccion intolerable a
nuestra libertad de operar conjuntos en matematicas.

Recapitulemos: La nocién de clase es atractiva por su simplicidad intui-
tiva y generalidad; no obstante, existe un serio inconveniente al tratar con
clases, a saber que no es permisible [para una propiedad arbitraria P(X)]
formar la “clase de todas las clases X que satisfacen P(X)”. Esto seria una
restriccion intolerable a nuestra libertad de accién si fueramos a basar la
matematica en clases. En su lugar, basamos la matematica en conjuntos; el
concepto de un conjunto es algo més estrecho que el de una clase; los conjun-
tos serdan definidos de tal manera, no obstante, que para cualquier propiedad
P(X) sea legitimo formar la clase de todos los conjuntos que satisfacen P(X).

Asi, la libertad que requerimos nos es restaurada, siempre y cuando es-
temos dispuestos a tratar con conjuntos mas que con la nociéon més amplia
de clase. Estamos mas que dispuestos a hacer esto, ya que, como seremos
capaces de mostrar, todas las clases con las que tratamos en matematicas
son conjuntos.

Ahora, jcomo deben ser definidos los conjuntos? Para responder esta
pregunta, es esencial que recordemos, una vez maés, que estamos buscando
una manera de definir conjuntos que legitime formar la clase de todos los
conjuntos X que satisfacen cualquier propiedad P(X). Una respuesta obvia
es identificar conjuntos con elementos: sea un conjunto la misma cosa que un
elemento. Entonces el Axioma A2 ciertamente nos permitira formar la clase
de todos los conjuntos X que satisfacen la propiedad P(X).

Esta respuesta simple es, en efecto, la tinica que ha sido adoptada por la
mayoria de los matematicos. La usaremos aqui, asi,
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Definicién 1.6.1 Por un conjunto se entiende a cualquier clase que es un
elemento de una clase.

Esta definicion se admite por nuestra percepcién intuitiva de lo que un
conjunto debe ser. Por que si A, B,C,... son conjuntos, es perfectamente
razonable que deberiamos ser capaces de formar la clase {A, B, C, ...} cuyos
elementos son A, B, C, .. .. En otras palabras, muy ciertamente esperariamos
que todo conjunto sea un elemento. Lo opuesto es igualmente razonable: por-
que si A no es un conjunto, entonces A es una clase propia, y anteriormente
hemos visto que para evitar contradicciones, las clases propias no deben ser
elementos de cosa alguna. Asi, si A no es un conjunto, entonces A no es un
elemento.

En el resto de esta seccion, estableceremos los axiomas basicos que tratan
con conjuntos. El propésito principal de estos axiomas es garantizar que cuan-
do las operaciones usuales de teoria de conjuntos son aplicadas a conjuntos,
el resultado, cada vez, es un conjunto.

Primero, notemos que el Axioma de Apareamiento, nuestro Axioma 3,
puede ser restablecido asi:

Axioma 4 Si ay b son conjuntos, entonces {a, b} es un conjunto.

Ahora, si B es un conjunto y A C B, uno razonablemente esperaria que
A sea un conjunto. Este es el contenido de nuestro siguiente axioma, llamado
el Azioma de Subconjuntos.

Axioma 5 Toda subclase de un conjunto es un conjunto.

Por el Teorema 1.2.1(2), AN B C A; asi, por el Axioma 5, si A es un
conjunto, entonces A N B es un conjunto. En particular, la interseccion de
cualesquiera dos conjuntos es un conjunto.

La unién de “no demasiados” conjuntos debe ser un conjunto. Esto es
garantizado por el siguiente axioma, llamado el Axioma de Uniones:

Axioma 6 Si A es un conjunto de conjuntos, entonces | J aea A es un con-
junto.

Si Ay B son conjuntos, entonces, por el Axioma 4, { A, B} es un conjunto;
inmediatamente se sigue de la Definicién 1.5.2 que UXe{A,B} X = AUB; asi,
por el Axioma 6, AU B es un conjunto. Esto muestra que la union de dos
conjuntos es un conjunto.
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Observacién 1.6.1 Por el Axioma 4, todo doble es un conjunto. Ain mas, si
hacemos a = b en el Axioma 4, todo soltero es un conjunto. Ya que la unién de
dos conjuntos es un conjunto, se sigue que toda clase de tres elementos es un
conjunto, toda clase de cuatro elementos es un conjunto y asi sucesivamente.
Por ello, en un sentido intuitivo, toda clase finita es un conjunto.

A continuacién, estableceremos que si A es un conjunto, entonces la clase
de todos los subconjuntos de A es un conjunto. Empezamos con una defini-
cion.

Definicién 1.6.2 Sea A un conjunto, por el conjunto potencia de A nos
referimos a la clase de todos los subconjuntos de A. En simbolos, el conjunto
potencia de A es la clase

P(A) = {B|B C Al.

Note que por el Axioma 5, P(A) es la clase de todos los conjuntos B que
satisfacen B C A. Por la Definicién 1.6.1 y el Axioma 2, es legitimo formar
esta clase.

El siguiente es llamado el Azioma de Conjuntos Potencia:

Axioma 7 Si A es un conjunto, entonces P(A) es un conjunto.

Ejemplo 1.6.1 Si A = {a,b}, entonces P(A) = {2, {a}, {b},{a,b}}.

De todo lo que hemos dicho hasta aqui, atin no se sigue que existe algin
conjunto. Para llenar este vacio, establecemos un axioma temporal, el cual
serd sustituido por el Axioma A9:

T La clase vacia es un conjunto.

De aqui en adelante nos referiremos a @ como el conjunto vacio.

A partir del Axioma T, junto con A3 y A5, podemos inferir la existencia
de una gran cantidad de conjuntos. Tenemos al conjunto vacio, &; tenemos
solteros tales como {@}, {{@}}, etc.; tenemos dobles tales como {@, {@}},
formados por cualesquiera dos de los anteriores. Similarmente, tomando repe-
tidamente uniones de los anteriores, podemos formar conjuntos con cualquier
numero finito de elementos.
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Observacién 1.6.2 Una consecuencia importante del Axioma A6 es la si-
guiente. Si A es un conjunto, entonces claramente

B ={X|X CAAP(X)}

es la clase de todos los subconjuntos de A los cuales satisfacen la propiedad P;
por el Axioma A4, el Axioma A2 puede usarse legitimamente para forma la
clase B. Ahora si X € B, entonces X es un subconjunto de A, asi X € P(A);
asi B C P(A). Pero por el Axioma A6, P(A) es un conjunto, asi por el
Axioma A4, B es un conjunto. Podemos resumir como sigue: si A es un
conjunto y P(X) es una propiedad de X, entonces la clase de todos los
subconjuntos de A que satisfacen P(X) es un conjunto.

Teorema 1.6.1 Si A y B son conjuntos, entonces A x B es un conjunto.

Prueba: Sean Ay B conjuntos. Por el Axioma A5, AUB es un conjunto; por
el Axioma A6, P(AU B) es un conjunto; finalmente, de nuevo por el Axioma
A6, P[P(AU B)] es un conjunto. Probemos que A x B C P[P(AU B)] y se
seguira, por el Axioma A4, que A X B es un conjunto.

Sea (z,y) € Ax B. Por 1.3.1, (z,y) = {{z},{z,y}}. Ahora x € AU B,
asi {x} C AUB, asi {z} € P(AU B). Similarmente, xt € AUByy € AUB,
asi {z,y} € AU B, luego {z,y} € P(AU B). Hemos demostrado que {z} y
{z,y} son elementos de P(A U B), por lo tanto

{{z}.{z,y}} S P(AUB)

se sigue que
{{z}, {z,y}} € P[P(AU B)]

esto es

(z,y) € P[P(AU B)|.

Asi
A x BCP[P(AU B)].

O
Se sigue del Teorema 1.6.1 y el Axioma A4 que si A y B son conjuntos,
entonces cualquier grafica G C A X B es un conjunto.
Es facil mostrar que si G es un conjunto, entonces dom G y ran G son
conjuntos. Usando este hecho, uno puede mostrar facilmente que si G y H
son conjuntos, entonces G o H y G~ son conjuntos.
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Capitulo 2

Funciones

2.1. Introduccion

El concepto de funcién es una de las ideas més basicas y se encuentra
en casi cualquier discusion matematica. Generalmente una funcion se define
como sigue: Si A y B son clases, entonces una funcién de A a B es una regla
que le asigna a cada elemento x € A un unico elemento y € B; para indicar
esta conexién entre x y y usualmente escribimos y = f(z). Por ejemplo,
considere la funcién y = sinz; si tomamos a A como el conjunto de los
nimeros reales y a B como el intervalo cerrado [—1, 1], entonces es facill ver
que y = sinz es uan regla que le asigna a todo nimero x € A un tnico
nimero y € B.

La grafica de una funcion se define como sigue: Si f es una funcién de A
a B, entonces la grafica de f es la clase de todos los pares ordenados (z,y)
tal que y = f(z). Por ejemplo, sean A = {a,b,c}, B = {d,e} y f la funcién
definida por la siguiente tabla:

o o8
=
8
S~—

QU O

La gréfica de f es {(a,d), (b, e), (¢,d)}.

Claramente, podemos usar la informacién contenida en la tabla para cons-
truir la grafica de f; también podemos operar de otra manera, esto es, po-
demos usar la informacion contenida en la gréfica para construir la tabla de

29



f. Asi, una funcién f determina completamente a su grafica, e inversamente,
una grafica determina completamente a su funcién. De tal manera que no
hay necesidad de distinguir entre una funcién y su grafica.

Dado que una funcién y su grafica son esencialmente una y la misma co-
sa, podemos, si queremos, definir que una funcién es una grafica. Al hacerlo
asi ganaremos una importante ventaja, a saber, evitamos tener que introducir
la palabra regla como un nuevo concepto indefinido de teoria de conjuntos.
Por esta razén es costumbre, en tratamientos rigurosos de matematicas, in-
troducir la nocion de funcion via la de grdfica. Seguiremos este procedimiento
aqui.

2.2. Conceptos y definiciones fundamentales
Empecemos dando nuestra definicion “oficial” de funcién.

Definicién 2.2.1 Una funcién de A a B es un triple! de objetos < f, A, B >,
donde A y B son clases y f es una subclase de A x B con las siguientes pro-
piedades:

F1 Vz € A, Jy € B tal que (z,y) € f.

F2 Si (z,y1) € fy (z,y2) € f entonces y; = ys.

Se acostumbra escribir f : A — B en lugar de < f, A, B >.

En aplicaciones matematicas ordinarias, toda funcion f : A — B es
una funciéon de un conjunto A a un conjunto B. No obstante, el concepto
intuitivo de funcién de A a B se aplica a cualesquiera dos colecciones A y
B, sin importar que A y B sean conjuntos o clases propias, es natural dar la
definicion de una funcién en su forma mas general, por ello se establecié que
Ay B son cualesquiera clases. Una vez més, todo conjunto es una clase,
asi todo lo que tenemos que decir sobre funciones de una clase A a una clase
B se aplica, en particular, a funciones de un conjunto A a un conjunto B.

1Si f, Ay B no son todos conjuntos, el triple ordenado < f, A, B > se puede definir,
formalmente, asi:

<[ AB>=(f x{a}) U(Ax{{g}}) U (B x {{{g}}}).
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Sea f : A — B una funcién; si (z,y) € f decimos que y es la imagen
de z (con respecto a f); también decimos que z es la preimagen de y (con
respecto a f); también se dice que f mapea x sobre y y lo simbolizamos

mediante z +% Y.
Asi, F1 enuncia que

todo elemento x € A tiene una imagen y € B.
F2 enuncia que si z € A, entonces
la imagen de = es tnica;

porque si (z,y1) € fy (z,y2) € f, esto es, tanto y; como ys son imagenes de
x, entonces F2 dicta que y; = yo. Se sigue que F1 y F2 combinadas enuncian
que:

Definicién 2.2.2 Todo elemento = € A tiene una imagen determina-
da vnicamente y € B.

Teorema 2.2.1 Sean A y B clases y sea f una grafica. Entonces f : A — B
es una funcion si y sélo si: I) F2 se cumple, I1) dom f = Ay III) ran f C B.
Prueba: (si) Suponga que f : A — B es una funcién; por 2.2.1, F2 se cumple.
Atn mas,

a)

x€dom f = Ty (x,y) € f, por 1.4.3
= (z,y) € Ax B, porque f C A x B, por 2.2.1
= x € A, por 1.3.2.

r€A = JyeBos(x,y) € fporF1
= x € dom f, por 1.4.3.
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y€ran f = 3Jxs(x,y) € f, por 1.4.3
= (x,y) € Ax B, porque f C A X B, por 2.2.1
= y € B, por 1.3.2.

Por a) y b), dom f = A; porc), ran f C B. Asi 2.2.1.1, 2.2.1.11 y 2.2.1.111 se

cumplen.
(s6lo si) Reciprocamente, suponga que 2.2.1.1, 2.2.1.11 y 2.2.1.III se cum-
plen. Tenemos:

a)

(r,y) € f = x&€dom fyy€ran f, por 1.4.3
= x€AyyeDB, por 22111y 2.2.1.1I1
= (x,y) € Ax B, por 1.3.2.

b) Sea z un elemento arbitrario de A. Por 2.2.1.11, x € dom f; asi Jy >
(x,y) € f; peroy € ran f, asi por 2.2.1.1I1, y € B. Esto prueba que
F1 se cumple. Por 2.2.1.1, F2 se cumple; asi, por la Definicion 2.2.1,
f:A— B es una funcion. O

Corolario 2.2.1 Sea f : A — B una funcion; si C' es cualquier clase tal que
ran f C C entonces f: A — C es una funcion.

Prueba: Si f : A — B es una funcién, entonces por el Teorema 2.2.1, F2
se cumple y dom f = A; asi, si ran f C C, entonces por el Teorema 2.2.1,
f A — C esuna funcion. OJ

Sea f : A — B una funcién y sea x € A; se acostumbra usar el simbolo
f(z) para designar la imagen de x. Asi,

y = f(z) tiene el mismo significado que (z,y) € f.
Usando esta convencion, las condiciones F1 y F2 toman la forma:
F1 Ve e A, Jdy € B,y = f(x).

F2 Siy; = f(x) y y2 = f(z) entonces y; = yso.
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Teorema 2.2.2 Sean f: A— By g: A — B funciones. Entonces f = g si
y sblo si f(x) = g(z),Vz € A.

Prueba: Primero, asumamos que f = g. Entonces, para un x € A arbitrario,
y=[f(z)e (r,y) e f& (v,y) g y=g)

asi, f(z) = g(x).

Reciprocamente, asuma que f(z) = g(z),Vx € A. Entonces
(ry)efeoy=Ffr)ey=ygk) & (@y ey
asi, f =g. O
Funciones Inyectivas, Sobreyectivas y Biyectivas

Las siguientes definiciones son de gran importancia en el estudio de fun-
ciones.

Definicién 2.2.3 Una funcién f : A — B se dice que es inyectiva si tiene
la siguiente propiedad:

INJ Si (z1,y) € fy (z2,y) € f, entonces 1 = xo.

Note que INJ simplemente enuncia que si y es cualquier elemento de B,
entonces
y no tiene mas de una preimagen,

porque si (x1,y) € f v (x9,y) € f, esto es, si x1 y x5 son ambos preiméagenes
de y, entonces INJ dicta que x; = x,.

Usando nuestra notacion para imagenes podemos escribir INJ como: si
f(z1) = f(x2) entonces x; = .

Definicién 2.2.4 Una funcién f : A — B se dice que es sobreyectiva si tiene
la siguiente propiedad:

SURJVy € B,dx € A >y = f(x).

La condicion SURJ enuncia que todo elemento de B es la imagen de
algun elemento de A, esto es, B C ran f, pero por el Teorema 2.2.1-1II
ran f C B, asi f: A — B es sobreyectiva si y sélo si ran f = B.

33



Definicién 2.2.5 Una funcién f : A — B se dice que es biyectiva si es
inyectiva y sobreyectiva.

Decir que f : A — B es inyectiva es decir que todo elemento de B es
la imagen de no mds de un elemento de A; decir que f es sobreyectiva es
decir que todo elemento de B es la imagen de al menos un elemento de A;
asi, decir que f es biyectiva es decir que todo elemento de B es la imagen
de exactamente un elemento de A. En otras palabras, si f : A — B es una
funcion biyectiva, todo elemento de A tiene exactamente una imagen en B
y todo elemento de B tiene exactamente un preimagen en A; asi todos los
elementos de A y todos los elementos de B estan asociados en pares; por esta

razon, si f es biyectiva, a veces se le llama correspondencia uno-a-uno entre
Ay B.

Definicién 2.2.6 Si existe una funcién biyectiva f : A — B entonces deci-
mos que A y B estdn en correspondencia uno-a-uno.

Ejemplos de funciones

Ejemplo 2.2.1 Funcion Identidad. Sea A una clase, por la funcion identidad
sobre A nos referimos a la funcién I, : A — A dada por

I(x) = x,Vo € A.

En otras palabras,
Iy ={(z,2)|z € A}.

I 4 claramente es inyectiva, suponga que 14(z) = I4(y), por definicién I4(z) =
xy Ia(y) =y, asi x = y; es decir, INJ se cumple. [, es sobreyectiva porque,
obviamente, el rango de I4 es A. Asi, I, es biyectiva.

Ejemplo 2.2.2 Funcion constante. Sean A 'y B clases, y sea b un elemento
de B. Por la funcion constante K, nos referimos a la funcion K, : A — B
dada por

Ky(z) =b,Vo € A.

En otras palabras, K, = {(z,b)|z € A}.
Note que si A tiene més de un elemento, K}, no es inyectiva; si B tiene
mas de un elemento, K} no es sobreyectiva.
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Ejemplo 2.2.3 Funcion inclusion Sea A una clase y B una subclase de A.
Por la funcion inclusion de B en A nos referimos a la funcion Eg : B — A
dada por

Eg(z) =z, Vz € B.

Note que si B = A, la funcién inclusién coincide con la funcién identidad 4.
Por el argumento usado en el ejemplo 2.2.1, Eg es inyectiva; no obstante, si
B # A, entonces Eg no es sobreyectiva.

Ejemplo 2.2.4 Funcion caracteristica. Sea 2 que designa a una clase con
dos elementos, digamos que a la clase {0,1}. si A es una clase y B es una
subclase de A, la funcion caracteristica de B en A es la funcion Cp : A — 2
dada por

C(a) = Osiz e B, Vo e A
B lsiz & B, ‘

Asi C'g mapea todo elemento de B sobre 0 y todo elemento de A — B sobre
1.

Ejemplo 2.2.5 Restriccion de una funcion. Sea f : A — B una funcién
y sea C' una subclase de A. Por la restriccion de f a C' nos referimos a la
funcién fio) : € — B dada por

fiey(@) = f(z), Vo € C.

Para decirlo de otra manera, fio; = {(z,y)|(z,y) € f Az € C}. Note que
fie) € f.

Las restricciones de funciones tienen las siguientes propiedades, que nos
seran utiles posteriormente.

Teorema 2.2.3 Si f: BUC — A es una funcién entonces f = fiz U fic].

La prueba de este teorema simple se deja al lector.

Teorema 2.2.4 Sean f; : B — Ay fy : C — A funciones donde BNC = .
Si f = fi1 U fy entonces lo siguiente se cumple:

I) f: BUC — A es una funcién.

) fi=fimy fo= fior-
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IIT) Si x € B entonces f(z) = fi(z) y si « € C entonces f(x) = fao(x).
Prueba: Empezaremos probando las siguientes dos relaciones.

a) (v,y) € fyz € B (1,y) € fi.

b) (z,y) € fyzeC <& (z,y) € fo

Si (z,y) € fi, entonces x € B ya que dom f; = B,y (z,y) € f ya que
f = fi U fo. Reciprocamente, suponga (z,y) € fy z € B: (xz,y) € f
implica que (z,y) € f1 o (x,y) € fo; si (x,y) € fa, entonces x € C' (porque
dom fo = C), lo cual es imposible ya que x € By BNC = @, asi, (z,y) € fi.
Esto prueba a), la prueba de b) es andloga. Ahora probemos que

c) dom f=BUC yran f C A.
En verdad, por el teorema 1.5.4,

dom(f1 U f3) = dom fy Udom fo = BUC,

ran(fiU fo) =ran fiUran fo C A.

Nuestro siguiente paso sera probar que
d) f satisface la condicién F2.

Suponga que (x,41) € fy (x,y2) € f; ahora z € dom f, asi por ¢), z € B
ox € C. Siz € B, entonces, por a), (z,y1) € f1 v (x,y2) € f1, asi por la
definicién 2.2.1, y; = yo; si & € C, entonces, por b), (z,y1) € fo v (x,y2) € fa,
asi por la definicién 2.2.1, y; = ys; esto prueba d). De ¢), d) y el teorema
2.2.1, concluimos que f: BUC — A es una funcién.

De a) y el ejemplo 2.2.5, (x,y) € fi & (x,y) € fip), esto es, fi = fip;
analogamente, fo = fic).

Finalmente, a) enuncia que

ly=f@)neeBley= fiz)

y b) enuncia que
ly=rf@) e elley= fiz)

asi III) se cumple. O
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Ejercicio 2.2.1 Resuelva los siguientes problemas:

1.

2.3.

Pruebe que las funciones identidad, constante, inclusion, caracteristica
y la restriccion de una funcion califican como funciones de acuerdo a la
definicén de funcién, en otras palabras que cumplen F1 y F2.

Si f: A — B es un funcién inyectiva y C' C A entonces fi¢; : € — B
es un funcién inyectiva.

Sea A una clase y sea f = {(z, (z,z))|zr € A}. Muestre que f es una
funcién biyectiva de A en [4.

Sean f: A— By g:A— B funciones. Pruebe que si f C g entonces

=g

Sean f: A — Byg:C — D funciones. El producto de f y g es la
funcién definida como sigue:

[f - 9l(z,y) = (f(x),g(y)) para todo (z,y) € A x C.

Pruebe que f- g es una funciéon de A x C en B x D. Pruebe que si f y ¢
son inyectivas entonces f - g es inyectiva y que si f y g son sobreyectivas
entonces f-g es sobreyectiva. Pruebe que ran [f-g] = (ran f)x (ran g).

Propiedades de funciones compuestas y
funciones inversas

Los siguientes teoremas expresan algunas propiedades basicas de funcio-

nes.

Teorema 2.3.1 Si f: A — By g: B — C son funciones entonces go f :
A — C es una funcién.

Prueba:

I) Por el corolario 1.4.1, dom go f = dom f = A, por el teorema 1.4.2.4,

ran go f Cran g C C.
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IT) Suponga que (x,z1) € go f y que (x,23) € go f; por la definicién

142, 3yy > (x,p1) € fy (y1,21) €9y Tya 2 (x,92) € fy (Y2, 22) € 9.
De (z,11) € fy (z,y2) € f concluimos, por la definicién 2.2.1, que

Y1 = Y2; ast, (y1,21) € gy (Y1, 22) € g. Se sigue por F2 (aplicada a g)
que 2z = z3; asi, g o f satisface F2.

De I), IT) y el teorema 2.2.1, concluimos que go f : A — C' es una funcién.O
Por la Definicién 1.4.2, (z,y) € go f si y sélo si para algin elemento z,

(x,z) € fy(z,y) €g. Asi, xgi{y si y s6lo si para algun z, x ENS y 2z .
Esto es lo mismo como decir que y = [g o f](x) si y sélo si para algin z,
z = f(x) y y = g(2). Por lo cual obtenemos la siguiente:

Definicién 2.3.1
[go fl(z) = g(f(x)).

Definicién 2.3.2 Una funcién f : A — B se dice que es invertible si f=! :
B — A es una funcién.

Sea f : A — B una funcién invertible; por la Definicién 1.4.1, (z,y) € f

-1
siysélosi(y,x) € f71. Asi, x EA y siy sélo siy L% 2. De donde obtenemos:

Definicién 2.3.3
y= f(z) siysélosiz=f"(y).

Los siguientes dos teoremas nos dan una condiciéon necesaria y una sufi-
ciente para que una funcion sea invertible.

Teorema 2.3.2 Si f : A — B es una funcién biyectiva entonces f~!: B —
A es una funcién biyectiva.

Prueba: Por el teorema 2.2.1, dom f = A, y por la definicién 2.2.4, ran f =
B; asi por el teorema 1.4.2, dom f~' = By ran f~! = A. Ahora probemos
que f~! satisface F2:

(yv'rl) S fil A (y7x2> S fil = (x17y> S f A (x27y) S f? por 14.1
= I = Iy, por 2.2.3.

Asi, por el teorema 2.2.1, f~!: B — A es una funcién.
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Procedemos a probar que f~! satisface INJ:

(y1,2) € [P A (yzo) € 71 = (x,01) € f A (x,2) € f, por 1.4.1
= Y1 = Yo, por 2.2.1.

Finalmente, f~! satisface SURJ ya que ran f~! = A. O

Teorema 2.3.3 Si f: A — B es invertible entonces f : A — B es biyectiva.

Prueba: Sea f : A — B invertible; esto es, sea f~! : B — A una funcién.
Por el teorema 2.2.1, dom f~! = B, asi por el teorema 1.4.2.2, ran f = B,
asi, f : A — B es sobreyectiva. Ahora

(xlay) € f A (l’2,y) € f = (ywrl) € fil A (y7x2) € f717 por 1.4.1
= 1, =z, por F2 aplicada a f~'.

Asi f : A — B es también inyectiva, y por tanto biyectiva. O

Los teoremas 2.3.2 y 2.3.3 se pueden resumir como sigue:

f : A — B es invertible si y sélo si es biyectiva; ain mas, si
f:A— B es invertible, entonces f~!' : B — A es biyectiva.

Los dos teoremas siguientes dan otra caracterizacién 1util de funciones
invertibles.

Teorema 2.3.4 Sea f: A — B una funcién invertible entonces:
) flof=14.1) foft=Ip

Prueba:
I) Seax € Ay seay= f(x); entonces por 2.3.3, z = f~(y). Asi
[f7 o flia) = fHf(@)] = f7(y) = & = La(z);
esto se cumple para todo x € A, asf por el teorema 2.2.2, f~to f = I,

IT) La prueba es andloga a la del inciso anterior y se deja como un ejercicio.
O

Teorema 2.3.5 Sean f : A -+ By g: B — A funciones. Si go f =14y
fog = Ipentonces f : A — B es biyectiva (y por tanto invertible) y g = f~L.

Prueba:
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) Primero, probemos que f : A — B es inyectiva.

f(x) = f(z2) = g(f(z1)) = g(f(22)), por F2 (aplicada a g)
= (go f)(x1) = (go f)(x2), por 2.3.1
= I = Iy, porque go f = Iy4.

IT) Luego, probemos que f : A — B es sobreyectiva. Si y € B entonces

y=Ip(y) = (fog)(y) = f(g(y)); en otras palabras, si y es cualquier
elemento de B, entonces y = f(z), donde x = g(y) € A.

I11) Finalmente, probemos que g = f~!. Para empezar,

r=g(y) = flx)=[f9y)=(fog)y) =Iply) =y
= x=f""(y);

reciprocamente,

r=[f"y) = y=f(x)
= g(y) =9(f(x)) = (go f)(x) = La(x)) = =.

Asi, Vy € B,z = f71(y) ssi z = g(y); esto es, [~ (y) = g(y); se sigue (por el
teorema 2.2.2) que f~1 = g. O

Los teoremas 2.3.4 y 2.3.5 se pueden resumir como sigue:

f : A — B es invertible si y sélo si existe una funcién g : B — A
tal que go f =14y fog= Ig. La funcion g, si existe, es la inversa
de f.

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion importante de las
funciones inyectivas.

Teorema 2.3.6 Sea f : A — B una funcién; f : A — B es inyectiva si y
solo si existe una funciéon g : B — A tal que go f = I4.

Prueba:

[) Suponga que existe una funcién g : B — A tal que go f = [4. Para
probar que f : A — B es inyectiva, repetimos la parte I) de la prueba
de 2.3.5.
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IT) Reciprocamente, suponga que f : A — B es inyectiva; sea C' = ran f.
Por el corolario 2.2.1, f : A — C es una funcién; f : A — C es
sobreyectiva (porque C' = ran f), asf es biyectiva; as{ f~!: C — A es
una funcién. Si a es algun elemento fijo de A, sea K, : (B—C) — Ala
funcién constante (ver ejemplo 2.2.2) el cual mapea todo elemento de
(B — C) sobre a. Si g = f~' U K,, entonces, por 2.2.4.1), g: B — A es
una funcién. Finalmente, si z € A, sea y = f(z); entonces

(g0 f)(x) =g(f(z)) = g(y), porque y = f(x)
= fYy), por 2.2.4.1II)
= 1z, porque x = f'(y) por 2.3.3.

AsiVz € A, (go f)(x) = L4; se sigue por el teorema 2.2.2 que go f = I4.
0

Posteriormente probaremos un teorema companero del teorema 2.3.6, el
cual enuncia lo siguiente: f : A — B es sobreyectiva si y sélo si existe una
funciéon g : B — A tal que f o g = Ig. El teorema 2.3.6 y su companero
frecuentemente se parafrasean como sigue.

Sea f: A — B una funcién; f : A — B es inyectiva si y sdlo si
tiene una “inversa izquierda” y es sobreyectiva si y soélo si tiene
una “inversa derecha”.

Teorema 2.3.7 Si f: A— B, g: B—Cygof:A— C son funciones,
entonces lo siguiente se cumple:

I) Si fy g son inyectivas entonces g o f es inyectiva.

IT) Si f y g son sobreyectivas entonces g o f es sobreyectiva.
III) Si f y g son biyectivas entonces g o f es biyectiva.
Prueba:

I) Suponga que tanto f como g satisfacen INJ, entonces

glf(z1)] = glf (z2)] = f(21) = f(22) = 21 = 295

asi g o f satisface INJ.
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IT) Suponga que ambas f y g satisfacen SURJ, si z € C, entonces Iy € B >

z=g(ysivaquey € B,3r € Asy = f(x);asi z = g(f(x)) = (gof)(2).
Consecuentemente, g o f satisface SURJ.

III) Se sigue inmediatamente de I) y II). O

Se sigue de 2.3.7.111) que la composicién de dos funciones invertibles
es invertible. Atin m4s, por el teorema 1.4.1.3, (go f)™' = flog™h

Ejercicio 2.3.1 Resuelva los siguientes problemas:

1.

2.

Sea f: A — B una funcion. Pruebe que Igo f = f y que foly = f.

Suponga que f : A — By g: B — C son funciones. Pruebe que si go f
es inyectiva entonces f es inyectiva; pruebe que si g o f es sobreyectiva
entonces g es sobreyectiva. Concluya que si go f es biyectiva entoces f
es inyectiva y g es sobreyectiva.

Sean f: A — By g: B — A funciones. Suponga que y = f(z) siy
sélo si z = g(y). Pruebe que f es invertible y que g = f~1.

Sean g : B — C y h: B — C funciones. Suponga que go f = ho f
para toda funcién f: A — B. Pruebe que g = h.

Suponga que g : A — By h: A — B son funciones. Sea C' un conjunto
con mas de un elemento; suponga que f o g = f o h para toda funcion
f B — C. Pruebe que g = h.

Sea f: B — (C una funcién. Pruebe que f es inyectiva si y solo si para
todo par de funciones g: A - By h: A— B, (fog= foh) = g=h.

Sea f : A — B una funcién. Pruebe que f es sobreyectiva si y sélo si
para todo par de funciones g : B—-Cyh: B —C,(gof=ho f)=
g=h.
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Capitulo 3

Relaciones

3.1. Introduccién

Intuitivamente, una relacién binaria en una clase A es un enunciado
R(z,y) que es verdadero o falso para cada par ordenado (z,y) de elementos
de A. Por ejemplo, la relacion “x divide a y”, la cual escribimos como D(x,y),
es una relacién en la clase Z de los enteros: D(z,y) es verdadera para todo
par de enteros (z,y) tal que y es un multiplo de z; es falsa para cualquier
otro par de enteros.

La grdfica representante de una relacion en A es una grafica G C A x
A la cual consiste de todos los pares (z,y) tales que R(z,y) es verdadera.
Reciprocamente, si nos dan una grafica arbitraria G C A x A, entonces G
define una relacién en A, llamada la relacién R tal que R(x,y) es verdadera
siy sélosi (x,y) € G.

Asi, como hicimos en el caso de funciones, podemos identificar relacio-
nes con sus graficas representantes. Desde este punto de vista el estudio de
relaciones es parte de la teoria de conjuntos elemental.

3.2. Conceptos fundamentales y definiciones

Definicién 3.2.1 Sea A una clase; por una relacion en A entendemos una
subclase arbitraria de A x A.

Definicién 3.2.2 Sea (G una relacion en A; entonces a G se le llama

reflexiva siVx € A, (z,z) € G.
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stmétrica si (z,y) € G = (y,z) € G.
antisimétrica si (r,y) € GA (y,z) € G =z =y.
transitiva si (v,y) € GA(y,2) € G= (z,2) € G.

Definicién 3.2.3 La grdfica diagonal I, se define como la clase {(z,z)|x €

AL,

Es facil ver que G es reflexiva si y sélo si I4 C G.
Existe una variedad de maneras alternativas interesantes y ttiles de defi-
nir las nociones anteriores. Algunas se dan en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 Sea G una relacion en A.
I) G es simétrica si y sélo si G = G~
IT) G es antisimétrica si y sélo si G N G C I4.
III) G es transitiva si y solo si Go G C G.
Prueba:

I) Suponga que G es simétrica. Entonces
(,y) €G & (y,7) €G & (w,y) € G
asi G = G~1. Reciprocamente, suponga que G = G~!, entonces

(z,y) € G = (x,y) eGl= (y,x) € G.

IT) Suponga que G es antisimétrica, entonces

(r,y) €EGNG™' = (1,y)€GA(x,y) e G
= (r,y) €GA(y,x) € G
= r=y
S (5y) = (5,y) € I



IIT) Suponga que G es transitiva, entonces

(x,y) EGoG = FJzs(x,2) e GA(2,y) €G
= (z,y) € G.

Asi G o G C G. Reciprocamete, suponga que G o G C (G, entonces
(x,y) e GA(y,2) € G= (2,2) e GoG CG.
O

Definicién 3.2.4 Una relacion es llamada una relacion de equivalencia si es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Una relacion es llamada una relacion de orden si es reflexiva, antisimétrica
y transitiva.

Definicién 3.2.5 Sea GG una relacién en A. G es llamada:
trreflexiva siVx € A, (z,z) € G.

asimétrica si (z,y) € G = (y,z) € G.

intransitiva si (v,y) € GA(y,2) € G= (v,2) € G .

Ejemplo 3.2.1 Sea Z que designa al conjunto de los ntiimeros enteros; la
relacion de igualdad en Z es reflexiva, simétrica y transitiva; asi, es una
relacion de equivalencia.

Ejemplo 3.2.2 Sea Z que designa al conjunto de los nimeros enteros; la
relacién < (“menor o igual a”) es reflexiva, antisimétrica y transitiva; asi, es
una relaciéon de orden.

Ejemplo 3.2.3 Sea Z que designa al conjunto de los ntiimeros enteros; la
relaciéon < (“menor estrictamente que”) no es una relacién de orden: es irre-
flexiva, asimétrica y transitiva; a tal relacion se le llama una relacién de orden
estricto.

Ejercicio 3.2.1 Proceda como se indica en cada inciso.
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. Cada una de las siguientes graficas describe una relacion en el conjunto
7 de numeros enteros. Enuncie, para cada relacién, si tiene cada una de
las siguientes propiedades: reflexiva, simétrica, antisimétrica, transitiva,
irreflexiva, asimétrica e intransitiva. Determine cuando es una relaciéon
de equivalencia, una relacion de orden o ninguna. Pruebe sus respuestas
en cada caso.

|z y y son primos relativos}.

(z,y)
(z,y)
(z,y)
(z,y)|z + y es un nimero par}.
(z,y)
(z,y)
(z,y)

e ={(z,y)|lr=yVar=—y}
f = ,Y)|r + y es par y x es un multiplo de y}.
g) G={(z,y)|lr=y+1}

. Sea (G una relacion en A; pruebe cada una de las siguientes:
a) G es irreflexiva si y sélo si GN 1y = @.

b) G es asimétrica si y sélo si GNG™! = 2.

c) G es intransitiva si y sélo si (Go G)NG = @.

. Muestre que si GG es una relacién de equivalencia en A, entonces GoG =

G.

. Sea {G;}icr una familia indexada de relaciones de equivalencia en A.
Muestre que (),.; G; es una relacién de equivalencia en A.

. Sea {G,; }ic; una familia indexada de relaciones de orden en A. Muestre
que (),c; Gi es una relacién de orden en A.

. Sea H una relacién reflexiva en A. Pruebe que para cualquier relacién
GenA, GCHoGyGCGoH.

. Sean GG y H relaciones en A; suponga que G es reflexiva y H es reflexiva
y transitiva. Muestre que G C H siy sélosi GoH = H. (En particular,
esto se cumple si Gy H son relaciones de equivalencia.)

. Muestre que la inversa de una relacién de orden en A es una relacién
de orden en A.
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9. Sea GG una relacion en A. Muestre que G es una relacién de orden si y
sblosiGNGL=I,yGoG=0G.

10. Sean G'y H relaciones de equivalencia en A. Muestre que G o H es una
relacién de equivalencia en A siy sélo si Go H = Ho(.

11. Sean G y H relaciones de equivalencia en A. Pruebe que G U H es una
relacion de equivalencia si y s6losi Go H CGUH y HoG CGUH.

12. Sea G una relacién de equivalencia en A. Pruebe que si H y J son
relaciones arbitrarias en A, entonces G C HAGCJ =G C Ho J.

3.3. Relaciones de equivalencia y particiones

En el resto de este capitulo nos ocuparemos con relaciones de equivalencia
en conjuntos. Los conceptos que estamos por introducir surgen naturalmente
en términos de conjuntos, peor no pueden extenderse a clases propias; para
entender porque no, el lector debe revisar nuestra discusion de la seccion 1.6.

Brevemente, si A es un conjunto y P(X) es una propiedad, entonces por
la Observacién 1.6.2 es legitimo formar el conjunto de todos los subconjuntos
X C A que satisfacen P(X). No obstante, si A fuera una clase arbitraria, no
seria permisible formar la “clase de todas las subclases de A que satisfacen
P(X)”.

Esta restriccién nos obliga a confinar la siguiente discusion a conjuntos.
Intuitivamente, esto no debe inquietar demasiado al lector, ya que un con-
junto es casi lo mismo que una clase: un conjunto es cualquier clase excepto
una “excesivamente grande”.

Definicién 3.3.1 Sea A un conjunto; por una particion de A nos referimos
a una familia {A;};e; de subconjuntos no vacios de A con las siguientes
propiedades:

P2. A={J,, A

Intuitivamente, una particiéon es una familia de subconjuntos de A los
cuales son disjuntos uno del otro, y cuya unién es todo A. Los subconjuntos
son llamados los miembros de la particion. Se acostumbra permitir a un
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miembro dado de la particién ser designado por més de un indice; esto es,
podemos tener A; = Aj, cuando ¢ # j. Asi la condicién de que dos miembros
distintos son disjuntos estd expresada correctamente por P1.

La propiedad P1 enuncia que cualesquiera dos miembros A; y A; o son
disjuntos o son iguales; esto es, o no tienen elementos en comun o tienen
todos sus elmentos en comun; en otras palabras, si ellos tienen tanto como
un elemento en comun, ellos tienen todos sus elementos en comun. Asi, P1
también se puede enunciar como sigue:

P1°. Sidr € A, N A;, entonces A; = A;.
P2 se puede remplazar por la condicién mas simple
P2, AC U A

Ya que, independientemente de la condiciéon P2, hemos establecido que cada
A; es un subconjunto de A; asi, por el teorema 1.5.1.1 {J,.; 4; € A. Con-
secuentemente, es suficiente enunciar P2’ para tener que A = J._; 4;. Es
conveniente escribir P2’ en la forma

el

P2°. Sixz € A, entonces x € A; para algin i € [I.

Brevemente, entonces, una particiéon de A es una familia {A;};c; de sub-
) ) S
conjuntos no vacios de A tal que

P1°. Sidr € A;NA,, entonces A; = A; y
P2°. Sixz € A, entonces x € A; para algiun i € I.

En los ejercicios al final de esta seccién se dan ejemplos de particiones.

Los siguientes resultados enuncian la conexion entre relaciones de equi-
valencia en A y particiones de A. Ellos son de gran importancia en muchas
ramas de la matematica.

Sea G una relacién de equivalencia en A; algunas veces escribimos x ~Y

en vez de (z,y) € G, y decimos que “z es equivalente a y médulo G”; cuando
no existe peligro de ambigiiedad, escribimos simplemente = ~ y y decimos

que “x es equivalente a y”. Note que como G es una relacion de equivalencia
en A, tenemos

1) z~x, Ve e A
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) z~Yy=yr~ T
M) t~YyANYy~z=1~ 2.

Definicién 3.3.2 Sea A un conjunto y sea GG una relacién de equivalencia en
A. Siz € A, entonces la clase de equivalencia de x médulo G es el conjunto
G, definido como sigue:

G, ={y € Al(y,z) € G} = {y € Aly ~ x}.

En otras palabras, GG, es el conjunto de todos los elementos de A que son
equivalentes a x. En la literatura matematica, G, se denota también por los
simbolos A,, [z] y z/G.

Lema 3.3.1 Sea GG una relacion de equivalencia en A. Entonces
x ~ysiysélosi G, =G,

Prueba:

1) Suponga que x ~ y; tenemos

2€G, = 2z~x = 2z~ yporque asumimos que r ~ y

= z€ G,
Hemos mostrado que G, € G; andlogamente, G, C G; ast G, = Gy,
11) Suponga G, = G; por la propiedad reflexiva, x ~ x, asi z € G,; pero

G, =Gy, asi v € Gy, esto es x ~ . O

Teorema 3.3.1 Sea A un conjunto, sea GG una relacion de equivalencia en
A, y sea {G,}.ca la familia de todas las clases de equivalencia médulo G.
Entonces

{G.}1ca es una particién de A.

Prueba: Por definicién, cada G es un subconjunto de A; es no vacio ya que
x ~ x, por lo tanto x € G,.. Resta probar que P1° y P2° se cumplen.
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P1° ze G,NGy = 2€G,y2e€Gy=>2~2y2~Yy=0T~2Yy
z~y=x~y= G, =G, (ladtima implicacién se sigue del lema
3.3.1).

P2° Si x € A, entonces por la propiedad reflexiva = ~ x, asi = € G,. O

Si G es una relacién de equivalencia en Ay {G, }.c4 es la familia de todas
las clases de equivalencia médulo G, entonces {G}.ca es referida como la
particion inducida por G, o la particion correspondiente a G.

Teorema 3.3.2 Sea A un conjunto, sea {A;};c; una particiéon de A, y sea
G el conjunto de pares (z,y) de elementos de A tales que z y y estan en el
mismo miembro de la particion; esto es,

G ={(z,y)|lr € Ai Ny € A; para algin i € [}.

Entonces G es una relacién en A y {A;}ier es la particién inducida por G. A
G se le llama la relacion de equivalencia correspondiente a {A;}ier.

Prueba:

G es reflexiva: * € A = x € A; para algin ¢ € [ lo cual implica que
re€ A Nx €A = (r,x) €G.

G es simétrica: (z,y) € G = = € A; ANy € A; lo cual implica que y €
ANz e A= (y,x) €G.

G es transitiva: (z,y) € Gy (y,2) € G implican que z € A; Ay € A; y
y € A; Nz € Aj lo cual implica que A; = A; (porque y € A; N Aj)
lo cual implica que x € A; A z € A; lo cual implica que (z,z) € G.
Finalmente, cada A; es una clase de equivalencia modulo G; ya que si
x € A;, entonces y € A; & (y,2) € G =y € Gy; asi A; = G, O

Los dos teoremas aclaran que toda relacion de equivalencia en A corres-
ponde unicamente a una particién de A, y reciprocamente. Una vez mas: si
damos una particién de A, la relacion de equivalencia correspondiente es la
relacion que le llama a los elementos x y y “equivalentes” si ellos estan en el
mismo miembro de la particion.

Viendo el otro lado de la moneda, si damos una relacién de equivalencia
en A, la particion correspondiente es aquella que pone a los elementos = y
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y en el mismo miembro de la particién si y solo si ellos son equivalentes.
El lector debe notar que G es la relaciéon de equivalencia correspondiente a
{A;}ier siy sélo si {A;}ier es la particién correspondiente a G.

Ejemplo 3.3.1 Sea A = {a,b,c,d,e}; sea Ay = {a,b}, As = {c,d} vy
Az = {e}. Sea G = {(a,a), (b,D), (c, ), (d,d), (e, ), (a,b), (b,a), (c,d), (d,c)}.
Es facil ver que {A;, Ay, A3} es una particiéon de A; G es la relacién de
equivalencia correspondiente a { Ay, Ag, As} v {A1, As, A3} es la particién co-
rrespondiente a GG. Se debe notar que A; = G, = Gy, Ay = G. = Gg y
Az = G,.

Si GG es una relacion de equivalencia en el conjunto A, entonces al conjunto
de clases de equivalencia médulo G se le llama el conjunto cociente de A
entre G, se acostumbra denotarlo mediante A/G. Asi, en el ejemplo anterior,
A/G es el conjunto de tres elementos {G,, G, G.}. El concepto de conjunto
cociente juega un rol vital en muchas partes de la matematica avanzada.

Ejercicio 3.3.1 Proceda como se pide.

1. Sea Z el conjunto de los enteros. Para cada entero n, sea B, = {m €
Z|3q >m = n+ 5q}. Pruebe que {B),},cz es una particién de Z.

2. Sea R el conjunto de los nimeros reales. En cada uno de los siguientes,
pruebe que {B,},cr es una particion de R x R. Describa geométri-
camente a los miembros de cada particion. Encuentre la relacion de
equivalencia correspondiente a cada particion.

a) B, ={(x,y)ly = x + r} para cada r € R.
b) B, ={(z,y)|z* + y* = r} para cada r € R.

3. Sea R el conjunto de los ntimeros reales. Pruebe que cada una de las
siguientes es una relacién de equivalencia en R x R:

a) G ={[(a,b), (c.d)]|a* +b2 =c* +d’}.
b) H = {[(a,b),(c,d)][b —a=d —c}.
c) J={[(a,b),(c,d)]lJa+b=c+ d}
Encuentre la particién correspondiente a cada una de las relaciones de

equivalencia y describa geométricamente a los miembros de estas parti-
ciones. [Consejo para b): si b—a = d—c = k, note que [(a,b), (¢,d)] € H

51



si y sélo si tanto (a, b) como (¢, d) satisfacen la ecuacién y = z+k. Con-
sejo para c¢): si a + b = ¢+ d = k, note que [(a,b), (¢,d)] € J siy sblo
si tanto (a,b) como (c,d) satisfacen la ecuaciéon y = —z + k.|

. Si H y J son las relaciones de equivalencia del ejercicio 3, describa
la relacién de equivalencia H N J. Describa las clases de equivalencia
modulo H N J.

. Sean H y J las relaciones de equivalencia del ejercicio 3. Pruebe que
H o J = Jo H; concluya que H o J es una relacién de equivalencia,
y describa las clases de equivalencia médulo H o J. [Consejo: Vea el
ejercicio 10 del conjunto de ejercicios 3.2.1.]
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