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Resumen

Este documento es una traduccion de partes del libro Computabiity Theory
- An Introduction to Recursion Theory de Herbert B. Enderton.



Capitulo 1

El concepto de computabilidad

1.1. El concepto informal

1.1.1. Conjuntos decidibles

La teoria de la computabilidad, también conocida como teoria de la re-
cursion, es el area de las matematicas que trata con el concepto de procedi-
miento efectivo, un procedimiento que se puede llevar a cabo siguiendo reglas
especificas. Por ejemplo, podriamos preguntar si existe algtin procedimiento
efectivo -algun algoritmo- que, dada una sentencia sobre los enteros, decidira
si la sentencia es verdadera o falsa. En otras palabras, jes el conjunto de
sentencias verdaderas sobre los enteros decidible? (Veremos posteriormente
que la respuesta es negativa.)

O un ejemplo més simple, el conjunto de niimeros primos es ciertamente
un conjunto decidible. Esto es, existen procedimientos muy mecanicos, los
cuales se ensenan en las escuelas, para decidir si cualquier nimero entero da-
do es 0 no un nimero primo. (Para un nimero muy grande, el procedimiento
enseniado en las escuelas prodria tardar mucho tiempo.) Si queremos, pode-
mos ejecutar un programa de computadora para ejecutar el procedimiento.
Atn mas simple, el conjunto de enteros pares es decidible. Podemos escribir
un programa de computadora que, dado un entero, muy rapidamente deci-
dird si es o no par. Nuestro objetivo es estudiar qué problemas de decisién
se pueden resolver (en principio) mediante un programa de computadora, y
qué problemas de decision (si hay) no se pueden resolver.

De manera méas general, considere un conjunto S de niimeros naturales.
(Los nuimeros naturales son 0, 1, 2, .... En particular 0 es natural.) Decimos



que S es un conjunto decidible si existe un procedimiento efectivo que, dado
cualquier nimero natural, eventualmente terminara dandonos la respuesta
“Si”si el nimero dado es un miembro de S y “No”si no es un miembro de S.

(Inicialmente, vamos a examinar la computabilidad en el contexto de
nimeros naturales. Posteriormente, veremos que los conceptos de compu-
tabilidad pueden ser transferidos facilmente al contexto de cadenas de letras
de un alfabeto finito. En ese contexto, podemos considerar un conjunto S de
cadenas, tal como el conjunto de ecuaciones, como x(y+z) = xy+xz), que se
cumplen en el dlgebra de niimeros reales. Pero para empezar, consideraremos
conjuntos de nimeros naturales.)

Y por un procedimiento efectivo entenderemos un procedimiento mediante
el cual podemos dar instrucciones exactas -un programa- para llevar a cabo el
procedimiento. Seguir estas instrucciones no debe demandar ideas brillantes
de parte del agente (humano o méaquina). Debe ser posible, al menos en
principio, hacer las instrucciones tan explicitas que puedan ser ejecutadas
por un empleado diligente (quien es muy bueno para seguir instrucciones
pero no es muy ingenioso) o una maquina (la cual no piensa en absoluto).

Esto es, debe ser posible para nuestras instrucciones ser implementadas
mecdnicamente. (Uno puede imaginar a un matemédtico tan brillante que
pueda ver una sentencia de la aritmética y decir si es verdadera o falsa. Pero
no puede pedirle al oficinista que haga ésto. Y no exite un programa de
computadora para hacer ésto. No es solamente que no hemos tenido éxito
al escribir tal programa. jRealmente podemos probar que no es posible que
exista tal programal)

No obstante estas instrucciones deben, por supuesto, ser de longitud fi-
nita, no imponemos alguna cota superior a su posible longitud. No descarta-
mos la posibilidad de que el nimero de instrucciones pueda ser absurdamente
grande. (Si el nimero de instrucciones excede al nimero de electrones en el
universo, solamente nos encojeremos de hombros y decimos, “Este es un pro-
grama muy grande”.) Insistimos s6lo en que las instrucciones -el programa-
sean de longitud finita, para que podamos comunicarselas a la persona o
maquina que haga los calculos. (No hay manera de darle a alguien todo un
objeto infinito.)

Similarmente, para obtener los conceptos mas amplios, no imponemos
cotas sobre el tiempo que el procedimiento pueda consumir antes de que
nos dé la respuesta. Tampoco imponemos una cota sobre la cantidad de
espacio de almacenamiento (papel de borrador) que el procedimiento pudiera
necesitar. (El procedimiento puede, por ejemplo, necesitar utilizar niimeros



muy grandes que requieren una cantidad sustancial de espacio simplemente
para escribirlos.) Sélamente insistiremos en que el procedimiento nos dé la
respuesta eventualmente, en cierta extensiéon finita de tiempo. Lo que esta
excluido definitivamente es hacer infinitos pasos y luego dar la respuesta.

En el capitulo 7, consideraremos conceptos maés restrictivos, donde la
cantidad de tiempo es limitada de alguna manera, asi como excluiremos la
posibilidad de tiempos de ejecucién ridiculamente grandes. Pero inicialmente,
queremos evitar tales restricciones para obtener el caso limite, donde limi-
taciones practicas sobre el tiempo de ejecucién o espacio de memoria son
eliminadas. Es bien conocido que en el mundo real la rapidez y capacidad
de las computadoras ha estado creciendo sostenidamente. Queremos ignorar
la rapidez y capacidad reales, en su lugar queremos preguntar cuales son los
limites puramente tedricos.

La descripcion precedente de procedimiento efectivo es ciertamente vaga e
imprecisa. En la siguiente seccién, veremos como se puede hacer precisa esta
descripcion vaga, como el concepto se puede hacer un concepto matemdtico.
No obstante, la idea informal de lo que se puede hacer mediante un procedi-
miento efectivo, esto es, lo que es calculable, puede ser muy util. El rigor y
la precision pueden esperar hasta el siguiente capitulo. Primero necesitamos
un sentido de hacia dénde vamos.

Por ejemplo, cualquier conjunto finito de niimeros naturales debe ser de-
cidible. El programa para el procedimiento de decisiéon puede incluir simple-
mente una lista de todos los niimeros en el conjunto. Luego dado un ntimero,
el programa puede checarlo contra la lista. Asi, el concepto de decidibilidad
solo es interesante para conjuntos infinitos.

Nuestra descripcion de procedimientos efectivos, vaga como es, ya muestra
que tan limitante es el concepto de decidibilidad. Uno puede, por ejemplo,
utilizar los conceptos de conjuntos contables e incontables (ver el apéndice
para un resumen de estos conceptos). No es dificil ver que la cantidad de
posibles secuencias finitas de instrucciones, que uno puede escribir, (digamos
que usando un teclado estdndar) es numerable. Pero existe una cantidad
incontable de conjuntos de nimeros naturales (por el argumento diagonal de
Cantor). Se sigue que casi todos los conjuntos, en un sentido, son indecidibles.

El hecho de que no todo conjunto es decidible es relevante a la teoria de la
computacién. El hecho de que existe un limite a lo que puede ser realizado por
un procedimiento efectivo significa que existe un limite a lo que puede -ain
en principio- hacerse mediante programas de computadora. Y esto dispara
las preguntas: ;Qué se puede hacer? ;Qué no se puede hacer?



Histéricamente, la teoria de la computabilidad surgié antes del desarrollo
de las computadoras digitales. La teoria de la computabilidad es relevante a
ciertas consideraciones en logica matematica. En el corazon de la actividad
matematica esta la demostracion de teoremas. Considere lo que se requiere
para que una cadena de simbolos constituya una “demostraciéon matemética
aceptable”. Antes de aceptar una demostracién, y agregar el resultado que
fue demostrado a nuestro almacén de conocimiento matematico, insistimos
en que la demostracion sea verificable.

Esto es, debe ser posible que otro matematico, tal como el arbitro del
articulo que contiene la demostracién, cheque, paso a paso, la correccién de
la demostracion. Eventualmente, el arbitro o concluye que la demostracion
en realidad es correcta o concluye que la prueba contiene un hueco o un
error y que por lo tanto ain no es aceptable. Esto es, el conjunto de de-
mostraciones matematicas aceptables -pensadas como cadenas de simbolos-
debe ser decidible. Este hecho veremos (en un capitulo posterior) que tiene
consecuencias significativas para lo que puede y no puede ser demostrado.
Concluimos que la teoria de la computabilidad es relevante a los fundamen-
tos de las matematicas. Pero si los 16gicos no hubieran inventado el concepto
de computabilidad, los computoélogos lo hubieran hecho mas tarde.

1.1.2. Funciones calculables

Antes de continuar, debemos ampliar nuestras consideraciones sobre con-
juntos decidibles e indecidibles y extenderlas a la situacién mas general de las
funciones parciales. Sea N = {0,1,2,...} el conjunto de niimeros naturales.
Entonces, un ejemplo de una funcién de aridad-dos sobre N es la funcién
sustraccion

g(ma n) =

m-—n sSim=>=n
0 en otro caso

(donde hemos evitado nimeros negativos). Una funcién sustraccién diferente
es la funcion “parcial”

f(m> TL) =

{m—n sim=>=n

1 en otro caso

donde “1” indica que la funcién estd indefinida. Asi f(5,2) = 3, pero f(2,5)
estd indefinida, el par (2,5) no esta en el dominio de f.



En general, decimos que una funcion parcial de aridad-k sobre N es una
funcién cuyo dominio es algin conjunto de tuplas-k de nimeros naturales
y cuyos valores son numeros naturales. En otras palabras, para una funcion
parcial f de aridad-k y una tupla-k {z1,...,xy), posiblemente f(z1,...,x})

esté definida (es decir, (x1,...,2;) estd en el dominio de f), en cuyo caso
el valor de la funcién esta en N, y posiblemente f(xq,...,x;) esté indefinida
(es decir, {(z1,...,x) N0 estd en el dominio de f).

En un extremo, existen funciones parciales cuyos dominios son el conjunto
N* de todas las tuplas-k; de tales funciones se dice que son totales. (El adjetivo
“parcial” cubre tanto a las funciones que son totales como a las funciones
que no son totales.) En el otro extremo, existe la funcién vacia, esto es,
la funcion que estd definida en ninguna parte. La funcion vacia puede no
parecer particularmente 1til, pero cuenta como una de las funciones parciales
de aridad-k.

Para una funcion parcial f de aridad-k, decimos que f es una funcion
parcial calculable efectivamente si existe un procedimiento efectivo con la
siguiente propiedad:

= Dada una tupla-k  en el dominio de f, el procedimiento eventualmente
regresa el valor correcto de f(Z) y para.

» Dada una tupla-k & no en el dominio de f, el procedimiento no regresa
un valor y no para.

(Aqui hay detalle: ; Cémo se puede dar un nimero? Para comunicar un nime-
ro x al procedimiento, enviamos el numeral para z). Los numerales son tro-
zos de lenguage que se pueden comunicar. Los niimeros no. La comunicacion
requiere lenguage. Sin embargo, continuaremos hablando de sean “m y n
numeros dados” y asi sucesivamente. Pero en unos pocos puntos, necesitare-
mos ser mas exactos y tomar en cuenta el hecho de que a un procedimiento
se le dan numerales. Hubo un tiempo en los 1960s cuando, como parte de la
“nueva matematica”, a los profesores de educacion basica se les animo para
que distinguieran cuidadosamente entre niimeros y numerales. Esta fue una
buena idea que no funciond.)
Por ejemplo, la funcién parcial para sustraccion

m-—mn sSim=n

f(m> TL) =

1 en otro caso



es calculable efectivamente, los procedimientos para calcularla, usando nu-
merales en base-10, se ensenan en educacion bésica.

La funcién vacia es calculable efectivamente. El procedimiento efectivo
para ella, dada una tupla-k, no necesita hacer algo en particular. Pero no
debe parar ni regresar un valor.

El concepto de decidibilidad puede ahora ser descrito en términos de
funciones. Para un subconjunto S de N¥, podemos decir que S es decidible
ssi su funcion caracteristica

(la cual siempre es total) es calculable efectivamente. Aqui “Si” y “No” son
nimeros fijos de N, tales como 1 y 0.

(Esa palabra “ssi” en el parrafo anterior significa “si y sélo si”. Esta
es un trozo de jerga matematica que ha demostrado ser tan 1til que se ha
convertido en una parte estdndar de la forma de hablar en mateméticas.)

Aqui, si k = 1, entonces S es un conjunto de nimeros. Si k = 2, entonces
tenemos el concepto de una relacién binaria decidible sobre nimeros, y asi
sucesivamente. Tome, por ejemplo, la relacion de divisibilidad, esto es, el
conjunto de pares {(m, n) tales que m divide a n exactamente. (Para que todo
esté definido, asuma que 0 divide s6lo a si mismo.) La relacién de divisibilidad
es decidible ya que, dados m y n, podemos efectuar el algoritmo de division
que todos aprendimos en cuarto ano y ver si el residuo es cero o distinto de
cero.

Ejemplo 1.1.1 Cualquier funcién total constante sobre N es calculable efec-
tivamente. Suponga, for ejemplo, f(z) = 36 para todo x € N. Hay un proce-
dimiento obvio para calcular f; ignora la entrada y escribe “36” como salida.
Esto puede parecer una trivialidad, pero comparelo con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.2 Defina la funcién F' como sigue

1 si la conjetura de Goldbach es verdadera
F(z) =

0 sila conjetura de Goldbach es falsa

La conjetura de Goldbach enuncia que todo entero par mayor que 2 es
la suma de dos primos; por ejemplo, 22 = 5 + 17. Esta conjetura sigue



siendo un problema abierto en matematicas. jEsta funcién F' es calculable
efectivamente? (Elija su respuesta antes de leer el siguiente parrafo.)

Observe que F' es una funcién total constante. (La légica cldsica entra
aqui: O existe un nimero par que sirva como contraejemplo o no existe.) Asi
como se senal6 en el ejemplo anterior, F' es calculable efectivamente. ; Cudl
es entonces un procedimiento para calcular F'? No lo sé, pero te puedo dar
dos procedimientos teniendo la confianza de que uno de ellos calcula F'.

El punto de este ejemplo es que la calculabilidad efectiva es una propie-
dad de la funcién en si misma, no es una propiedad de alguna descripcion
lingiiistica usada para especificar la funcién. (Uno dice que la propiedad de
calculabilidad efectiva es extensional.) Existen muchas frases en Espanol que
servirian para definir F. Para que una funciéon sea calculable efectivamente,
debe existir (en sentido matemético) un procedimiento efectivo para calcu-
larla. Que no es lo mismo que decir que tienes ese procedimiento en la mano.
Si en el ano 2083, alguna criatura en el universo prueba (o refuta) la conje-
tura de Goldbach, entonces eso no significa que F' cambie de repente de no
calculable a calculable. Siempre fue calculable.

No obstante, posteriormente habra situaciones en las que querremos mas
que la mera existencia un procedimiento efectivo P; querremos alguna manera
para encontrar realmente a P, dadas algunas pistas apropiadas. Esto es para
después.

Es muy natural extender estos conceptos a la situaciéon donde tenemos
la mitad de decidibilidad: Decimos que S es semidecidible si su “funcion
semicaracteristica”

Si sizeS

es(®) = t siF¢S

es una funcién parcial calculable efectivamente. Asi, un conjunto S de ntime-
ros es semidecidible si existe un procedimiento efectivo para reconocer a los
miembros de S. Podemos pensar en .S como el conjunto que el procedimien-
to acepta. Y el procedimiento efectivo, si bien no es un procedimiento de
decision, es al menos un procedimiento de aceptacion.

Cualquier conjunto decidible es también semidecidible. Si tenemos un
procedimiento efectivo que calcula la funcién caracteristica C'g, entonces po-
demos convertirlo en un procedimiento efectivo que calcule la funcién semi-
caracteristica cg. Simplemente reemplazamos cada instruccién “escribe No”
por un ciclo interminable. O més informalmente, simplemente destornillamos
el foco No.



. Qué sobre la inversa? ; Existen conjuntos semidecidibles que no son de-
cidibles? Veremos que en verdad existen. El problema con la funcién semi-
caracteristica es que nunca produce una respuesta No. Suponga que hemos
estado calculando cg(%) por 37 aflos y el procedimiento atin no ha terminado.
. Debemos rendirnos y concluir que & no esta en S? O quizés trabajando sélo
otros diez minutos produciria la informacién de que & pertenece a S. No hay,
en general, manera de saberlo.

Aqui hay otro ejemplo de una funcién parcial calculable:

F(n) = el p > n més pequeno tal que tanto p como p + 2 son primos

Aqui se ha de entender que F'(n) estd indefinido si no existe un nimero p
como se describid; asi F' podria no ser total. Por ejemplo, F'(9) = 11 ya que
ambos 11 y 13 son primos. No se sabe si F' es total o no. La “conjetura
de los primos gemelos”, la que dice que existen infinitos pares de primos que
difieren en 2, es equivalente a la afirmacién de que F' es total. La conjetura de
los primos gemelos es atin un problema abierto. Sin embargo, podemos estar
seguros de que F' es calculable efectivamente. Un procedimiento para calcular
F(n) es como sigue. “Dado n, primero defina p = n + 1. Luego verifique si
Py p+ 2 son o no primos. Si lo son, entonces pare y dé la salida p. Si no,
incremente p v continue.” ;Qué si n es enorme, digamos, n = 10°"°? Por
un lado si existe un par de primos méas grande, entonces este procedimiento
encontrard al primero y para con la salida correcta. Por otro lado, si no hay
un par de primos mas grande, entonces el procedimiento nunca para, asi
nunca da una respuesta. Lo que es correcto; ya que F(n) estd indefinida, el
procedimiento no debe darnos alguna respuesta.
Ahora suponga que modificamos el ejemplo. Considere la funcion total:

Gln) - {F(n) si F(n) |

0 en otro caso

Aqui “F(n) |” significa que F'(n) estd definida, asi que n pertenece al dominio
de F. Entonces la funcién G también es calculable efectivamente. Esto es,
existe un programa que calcula G correctamente.

La conjetura de los primos gemelos es verdadera o falsa: O hay infinitos
pares de primos, o hay un par més grande. (En este punto, la lgica clésica
entra una vez mas). En el primer caso, F' = G y el procedimiento efectivo
para F' también calcula G. En el segundo caso, G es eventualmente la funcion



constante 0. Y cualquier funcién eventualmente constante es calculable (el
procedimiento puede utilizar una tabla para la parte finita de la funciéon antes
de que se estabilice).

Asi en cualquier caso, eriste un procedimiento efectivo para G. Eso no es
lo mismo que conocer el procedimiento. Este ejemplo indica una vez més la
diferencia entre conocer que un cierto procedimiento efectivo existe y tener
el procedimiento efectivo en nuestras manos (o tener razones convincentes
para saber que el procedimiento en nuestras manos funcionard).

Un programa de una persona es otro dato de esa persona. Este es el
principio detras de los sistemas operativos (y detras de la idea de un programa
de computadora almacenado). El programa favorito de uno es, para el sistema
operativo, otra pieza de dato para ser recibida como entrada y procesarla. El
sistema operativo esta calculando los valores de una funcién “universal” de
aridad-2. (Histéricamente, jel flujo de ideas fue exactamente en la direccién
opuesta! La siguiente digresién expande este punto).

Digresion: El concepto de programa de computadora de propdsito general
almacenado es ahora muy comun, pero el concepto se desarrollé lentamente
sobre un periodo de tiempo. jLa maquina ENIAC, la computadora mas im-
portante en los 1940s, era programada moviendo interruptores e insertando
cables en tableros con contactos! Esto esta muy lejos de tratar un programa
como dato. Fue von Neumann quien, en un reporte técnico de 1945, establecié
las ideas cruciales para un programa de computadora de proposito general
almacenado, esto es, para una computadora universal. El articulo de Turing
de 1936 sobre lo que ahora es llamado maquinas de Turing ha demostrado
la existencia de una “maquina universal de Turing” para calcular la funcion
® descrita posteriormente. Cuando Turing fue a Princeton en 1936-37, von
Neumann estubo ahi y debi6 de estar consciente de su trabajo. Aparentemen-
te, el pensamiento de von Neumann en 1945 fue influenciado por el trabajo
de Turing de casi una década antes.

Suponga que adoptamos un método fijo para codificar cualquier conjunto
de instrucciones mediante un solo nimero natural. (Primero, convertimos las
instrucciones a una cadena de 0’s y 1’s -uno siempre hace esto con programas
de computadora- y luego consideramos a la cadena como el nombre de un
nimero natural en notacién base-2.) Entonces la “funcién universal”

®(w,z) = el resultado de aplicar las instrucciones

codificadas mediante w a la entrada x

es una funcién parcial calculable efectivamente (donde se entiende que ®(w, )

9



estd indefinida si al aplicar las instrucciones codificadas mediante w a la en-
trada x no para y no regresa una salida). Aqui estan las instrucciones para
®: “Dados w y =z, decodifica w para ver que hay que hacer con z y luego
lo hace”. Por supuesto, la funcion ® no es total. Por una cosa, cuando tra-
tamos de decodificar w, podriamos encontrar un completo sin sentido, asi
que la instruccién “luego lo hace” nos lleva a ningtun lado. Y ain si al deco-
dificar w obtenemos instrucciones explicitas y comprensibles, el aplicar esas
instrucciones a un x en particular podria nunca producir una salida.

(Este razonamiento sera repetido en el Capitulo 3, cuando tengamos ma-
terial mas concreto con el que tratar. Pero las ideas rectoras seran las mis-
mas. )

La funcién parcial de aridad-dos ® es “universal” en el sentido de que
cualquier funcion parcial f efectivamente calculable esta dada por la ecuacion

f(z) = ®(e, x) para todo z

donde e codifica las instrucciones de f. Sera util introducir aqui una notacion
especial: Sea [e] la funcién parcial de aridad-uno definida por la ecuacién

[e](z) = @(e, z)

Esto es, [e] es la funcién parcial cuyas instrucciones estan codificadas por e,
en el entendido de que algunos valores de e podrian codificar algo no sensato,
la funcién [e] podria ser la funcién vacia. En cualquier caso, [e] es la funcién
parcial que obtenemos de ®, cuando fijamos su primer variable en e. Asi,

(o1, 111, 121, - --

es una lista completa (con repeticiones) de todas las funciones parciales cal-
culables efectivamente. Los valores de [e] estan dados por el (e + 1)—ésimo
renglén en la siguiente tabla:

[0] | ®(0,0) ®(0,1) @(0,2) &(0,3)
] | ®(1,0) ®(1,1) &(1,2) @(1.3)
2] | #(2,0) ®(2,1) ®(2,2) ®(2.3)
[3] | ©(3,0) ®(3,1) ®(3,2) &(3,3)

10



Usando la funcién parcial universal ®, podemos construir una relaciéon
binaria indecidible, la relacién de paro H:

(w,zye H < ®(w,x) |
< al aplicar las instrucciones codificadas por w

a la entrada x para

Desde el lado positivo, H es semidecible. Para calcular la funciéon semicarac-
teristica cy(w, x), dados w y z, primero calculamos ®(w, z). Si cuando ésta
regrese un valor y pare, damos la salida “Si” y paramos.

Desde el lado negativo, H no es decidible. Para ver esto, primero considere
la siguiente funcién parcial:

o) = St st Oz, x) 1
/() {T si ®(z,x) |

(Note que estamos usando la construccién diagonal clasica. Mirando la ante-
rior tabla de los valores de ® ordenados en un arreglo bi-dimensional, uno ve
que f ha sido construida yendo a lo largo de la diagonal de la tabla, tomando
la entrada ®(x, z) encontrada alli, y asegurando que f(x) difiera de ella).

Hay dos cosas que decir sobre f. Primero, f no puede ser calculable efecti-
vamente. Considere cualquier conjunto de instrucciones que pudiera calcular
f. Dichas instrucciones tienen algiin nimero de codigo k y asi calcula la fun-
cién [k]. ;Pudiera ser la misma que f? No, f y [k] difieren en la entrada
k. Esto es, f ha sido construida de tal manera que f(k) difiere de [k](k),
ellas difieren ya que una esta definida y la otra no. Asi estas instrucciones no
pueden calcular correctamente a f; ellas producen el resultado equivocado en
la entrada k. Y como k fue arbitrario, estamos forzados a concluir que ningin
conjunto de instrucciones puede calcular correctamente a f. (Este es nuestro
primer ejemplo de una funcién parcial que no es calculable efectivamente.
Existen muchisimas més, como veremos).

En segundo lugar, podemos argumentar que si tuvieramos un procedi-
miento de decisién para H, entonces podriamos calcular f. Para calcular f(z),
usamos primero el procedimiento de decisiéon H para decidir si (x,z) € H o
no. Si no, entonces f(z) = Si. Pero si {x,x) € H, entonces el procedimiento
para encontrar f(x) caeria en un ciclo infinito ya que f(z) estd indefinida.

Juntando estas dos observaciones sobre f, concluimos que no puede exis-
tir un procedimiento de decision para H. El hecho de que H es indecidible
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se expresa usualmente diciendo que “el problema de paro es irresoluble o
también que es insoluble”; es decir, no podemos en general determinar efec-
tivamente, dados w y x, si al aplicar las instrucciones codificadas por w a
la entrada x eventualmente terminara o seguird por siempre: Insolubilidad
del problema de paro: La relaciéon

{(w, x)| al aplicar las instrucciones codificadas por w a la entrada z para}

es semidecidible pero no decidible.
La funcién f del argumento anterior

2 = St st O(z,x) 1
/() {T si ®(z,x) |

es la funcién semicaracteristica del conjunto {z|®(x,z) 1}. Ya que su funcién
semicarateristica no es calculable efectivamente, podemos concluir que este
conjunto no es semidecidible.

Sea K el complemento de este conjunto:

K = {z[®(z,2) |} = {z|[z](z) |}

Este conjunto es semidecidible. ;Cémo podriamos calcular cx(z), dado z?
Tratamos de calcular ®(z,z) (lo cual es posible ya que ® es una funcién
parcial calculable efectivamente). Si y cuando el cdlculo regrese una salida y
pare, damos la salida “Si” y paramos. Hasta ese momento seguimos inten-
tando. (Este argumento es el mismo que vimos para la semidecidibilidad de
H Yzxze K< {x,xye H).

Teorema de Kleene: Un conjunto (o una relacion) es decidible si y solo si
él y su complemento son semidecidibles.

Si estamos trabajando con conjuntos de niimeros, entonces el complemen-

to es con respecto a N; si estamos trabajando con una relacion de aridad-k,
entonces el complemento es con respecto a N¥.
Prueba: Por un lado, si un conjunto S' es decidible, entonces su complemento
S también es decidible, simplemente intercambiamos el “Si” y el “No”. Asf
tanto S como su complemento S son semidecidibles ya que los conjuntos
decidibles son también semidecidibles.

Por otro lado, suponga que S es un conjunto para el que tanto cg como cg
son calculables efectivamente. La idea es poner juntas estas dos mitades de un
procedimiento de decision para hacer uno completo. Digamos que queremos

12



encontrar Cg(z), dado x. Necesitamos organizar nuestro tiempo. Durante
los minutos impares, corremos nuestro programa para cg(z). Durante los
minutos pares, corremos nuestro programa para cg(z). Por supuesto, al final
de cada minuto, almacenamos por ahi lo que hemos hecho, asi podemos
posteriormente recogerlo de donde lo hayamos dejado.

Eventualmente, debemos recibir un “Si”. Si es durante un minuto impar,
encontramos que cg(z) = Si (esto debe suceder eventualmente si z € S),
luego damos la salida “Si” y paramos. Y si es durante un minuto par, en-
contramos que cg(z) = Si (esto debe suceder eventualmente si = ¢ ), luego
damos la salida “No” y paramos.

(Alternativamente, podemos imaginar que trabajamos de manera ambi-
diestra. Con la mano izquierda, trabajamos calculando cg(z); con la mano
derecha, trabajamos con cg(z). Eventualmente, una mano descubre la res-
puesta). =

El conjunto K es un ejemplo de un conjunto semidecidible que no es
decidible. Su complemento K no es semidecidible; hemos visto que su funcién
semicaracteristica f no es calculable efectivamente.

La conexion entre funciones parciales calculables efectivamente y conjun-
tos semidecidibles puede describirse mejor como sigue:

Teorema:

(1) Una relacion es semidecidible si y sdlo si es el dominio de alguna funcion
parcial calculable efectivamente.

(il) Una funcion parcial f es una funcion parcial calculable efectivamente si
y sélo si su grdfica G (es decir, el conjunto de tuplas {Z,y) tales que
f(@) =y) es una relacion semidecidible.

Prueba: Para la proposicién (i), en una direccién es verdadera por defini-
cién: Cualquier relacion es el dominio de su funcién caracteristica, y para una
relacién semidecidible, esa funcién es una funcién parcial calculable efectiva-
mente.

Reciprocamente, para una funcién parcial calculable efectivamente, f,
tenemos el procedimiento de semidecisién natural para su dominio: Dado 7,
tratamos de calcular f(Z). Si y cuando tengamos éxito para encontrar f(Z),
ignoramos el valor y simplemente decimos Yes y paramos.

Para probar (ii) en una direccién, suponga que f es una funcién parcial
calculable efectivamente. Aqui tenemos un procedimiento de semidecision
para su grafica G: Dado (Z,y), procedemos a calcular f(Z). Si y cuando
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obtenemos el resultado, chacamos para ver si es y o no. Si el resultado en
realidad es y, entonces decimos Si y paramos.

Por supuesto, este procedimiento falla al tratar de dar una respuesta si
f(z) 1, lo cual es exactamente como debe ser, ya que en este caso, {Z,y) no
esta en la grafica.

Para probar la otra direccién de (ii) , suponga que tenemos un procedi-
miento de semidecision para la grafica G. Buscamos calcular, dado &, el valor
f(&), si éste esta definido. Nuestro plan es checar (Z,0),{Z, 1),{Z,2), ..., pa-
ra ver su membresia a G. Pero para organizar nuestro tiempo sensatamente,
usamos un procedimiento llamado “machihembrar”. Aqui esta lo que hace-
mos:

1. Usa un minuto probando si (Z,0) € G.

2. Usa dos minutos probando si (¥,0) € Gy dos minutos probando si

& 1)eq.
3. Similarmente, usa tres minutos en cada uno de (%, 0), (%, 1) y (¥, 2).

Y asi sucesivamente. Si y cuando descubramos que, en efecto, (¥, k) € G,
entonces regresamos el valor k y paramos. Observe que siempre que f(Z) |,
tarde o temprano el procedimiento anterior determinara correctamente f(Z)
y parara. Por supuesto, si f(z) 1, entonces el procedimiento se ejecutard por
siempre. —

1.1.3. Tesis de Church

No obstante el concepto de calculabilidad efectiva ha sido descrito aqui
en términos algo vagos, en la siguiente seccion describiremos un concepto
preciso (matemdaticamente) de una “funcién parcial computable”. En efec-
to, se describirdan varias maneras equivalentes para formular el concepto en
términos precisos. Se argumentard que el concepto matematico de funcion
parcial computable es la formalizacién correcta del concepto informal de una
funcién parcial calculable efectivamente. Esta afirmacién es conocida como
la tesis de Church o la tesis de Church-Turing.

La tesis de Church, relaciona una idea informal con una idea formal, no
es en si una proposiciéon matematica capaz de ser probada. Pero uno puede
buscar evidencia a favor o en contra de la tesis de Church, todo resulta ser
evidencia a favor.
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Una pieza de evidencia es la ausencia de contraejemplos. Esto es, cual-
quier funcion examinada hasta ahora que los matematicos han creido que es
calculable efectivamente, se ha encontrado que es computable.

Evidencia més fuerte deriva de varios intentos que diferentes personas
hicieron independientemente, tratando de formalizar la idea de calculabili-
dad efectiva. Alonzo Church uso el calculo—A\; Alan Turing uso un agente de
célculo idealizado (posteriormente llamado maquina de Turing); Emil Post
desarrollo un enfoque similar. Extraordinariamente, todos estos intentos re-
sultaron ser equivalentes, en que todos ellos definieron exactamente la misma
clase de funciones, llamadas jfunciones parciales computables! . El estudio de
la calculabilidad efectiva se inicié en 1930s con el trabajo en logica matemati-
ca. Como se ha notado previamente, el asunto esta relacionado con el concep-
to de una prueba aceptable. Mas recientemente, el estudio de la calculabilidad
efectiva ha formado una parte escencial de la teoria de la computacion. Un
cientifico de la computacion prudente seguramente querra saber que, ademas
de las dificultades que el mundo real presenta, existe un limite puramente
tedrico para la calculabilidad.

1.1.4. Ejercicios

Ejercicios 1.1.1 Realice lo que se indica:

1. Asuma que S es un conjunto de nimero naturales pero que es finito.
(Esto es, S es un subconjunto cofinito de N). Explique por qué S debe
ser decidible.

2. Asuma que A y B son conjuntos decidibles de niimeros naturales. Ex-
plique por qué su interseccion A N B es también decidible. (Describa
un procedimiento efectivo para determinar si un nimero dado esta o
noen An B.)

3. Asuma que A y B son conjuntos decidibles de ntimeros naturales. Ex-
plique por qué su uniéon A U B es también decidible.

4. Asuma que A y B son conjuntos semidecidibles de niimeros naturales.
Explique por qué su intersecciéon A N B es también semidecidible.

5. Asuma que A y B son conjuntos semidecidibles de niimeros naturales.
Explique por qué su unién A U B es también semidecidible.
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10.

a) Asuma que R es una relacién binaria decidible sobre los niimeros
naturales. Esto es, es una relacién decidible de aridad-2. Explique
por qué su dominio, {z|(x,y) € R para algin y}, es un conjunto
semidecidible.

b) Ahora suponga que en vez de asumir que R es decidible, asumimos
s6lo que es semidecidible. jSigue siendo cierto que su dominio debe
ser semidecidible?

a) Asuma que f es una funcién total calculable de aridad-uno. Ex-
plique por qué su gréafica es una relacion binaria decidible.

b) Inversamente, muestre que si la gréfica de una funcién total de
aridad-uno f es decidible, entonces f debe ser calculable.

¢) Ahora asuma que f es una funcién parcial calculable de aridad-
uno, no necesariamente total. Explique por qué su dominio, {x €
N|f(x) |}, es semidecidible.

. Asuma que S es un conjunto decidible de niimeros naturales y que f es

una funcién total calculable efectivamente sobre N. Explique por qué

{z|f(x) € S} es decidible. (Este conjunto es llamado la imagen inversa
de S bajo f.)

. Asuma que S es un conjunto semidecidible de niimeros naturales y que

f es una funcién parcial calculable efectivamente sobre N. Explique por
qué

{zlf(z) | v f(z) € S}
es semidecidible.
En la expansion decimal de 7, podria haber una cadena de algunos 7’s

consecutivos. Defina la funcién f tal que f(z) = 1 si existe una cadena
de z o mas 7’s y f(x) = 0 en otro caso:

fx) =

1 si 7 tiene una cadena con x o mas 7’s
0 en otro caso

Explique, sin usar algin hecho especial sobre 7™ o teoria de nimeros,
por qué f es calculable efectivamente.
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11. Asuma que g es una funcion total no creciente (esto es, g(x) = g(z +1)
para todo x) sobre N. Explique por qué g debe ser calculable efectiva-
mente.

12. Asuma que f es una funcion total sobre los niimeros naturales y que f
es eventualmente periddica. Esto es, existen nimeros m y p tales que
para todo x mayor que m, tenemos que f(z + p) = f(x). Explique por
qué f es calculable efectivamente.

13.  a) Asuma que f es una funcién total calculable efectivamente sobre
los nimeros naturales. Explique por qué el rango de f (esto es, el
conjunto {f(z)|x € N}) es semidecidible.

b) Ahora suponga que f es una funcién parcial calculable efectiva-
mente (no necesariamente total). ; Sigue siendo cierto que su rango
debe ser semidecidible?

¢) Asuma que f y g son funciones parciales calculables efectivamente
sobre N. Explique por qué el conjunto

{z|f(x) = g(z) y ambos estdan definidos}

es semidecidible.

1.2. Formalizaciones - Un Panorama

En la seccién anterior, el concepto de calculabilidad efectiva se describid
muy informalmente. Ahora queremos hacer aquellas ideas precisas (es decir,
hacerlas parte de las matematicas). En efecto, varios enfoques para hacerlo
seran descritos: dispositivos de cédlculo idealizados, definiciones generativas
(es decir, la clase mas pequena que contiene ciertas funciones iniciales y que
es cerrada bajo ciertas construcciones), lenguajes de programacion y defini-
bilidad en lenguajes formales. Es un hecho significativo que estos enfoques,
a pesar de ser muy distintos, producen conceptos exactamente equivalentes.

Esta seccién da un panorama general de un niimero de maneras diferentes
(pero equivalentes) de formalizar los conceptos de calculabilidad efectiva.
En capitulos posteriores se desarrollaran con todo detalle algunas de estas
maneras.

Digresion: El libro de Rogers de 1967 citado en las Referencias demostrd
que el concepto de computabilidad se puede desarrollar sin adoptar alguna
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de estas formalizaciones. Ese libro fue precedido por una version preliminar
mimeografiada en 1956, en la que primero vi este concepto. Todavia existen
pocas copias atesoradas de la edicion mimeografiada.

1.2.1. Maquinas de Turing

A principios de 1935, Alan Turing era un estudiante de 22 anos de edad
graduado en el King’s College en Cambridge. Bajo la asesoria de Max New-
man, estuvo trabajando en el problema de formalizar el concepto de cal-
culabilidad efectiva. En 1936, se enter6 del trabajo de Alonzo Church, en
Princeton. Church también habia estado trabajando sobre el mismo proble-
ma, y en su articulo de 1936, “Un problema insoluble de teoria elemental de
nimeros”, presenté la afirmacion categérica de que la clase de funciones cal-
culables efectivamente debe ser idéntica a la clase de funciones definibles en el
calculo lambda, un lenguaje formal para especificar la construccion de funcio-
nes. Atn mas, Church mostré que exactamente la misma clase de funciones
puede ser caracterizada en términos de derivabilidad formal de ecuaciones.

Luego Turing terminé de escribir rapidamente su articulo, en el cual pre-
sentd un enfoque muy diferente para caracterizar las funciones calculables
efectivamente, pero uno que -como demostro- una vez mas producia la misma
clase de funciones que Church habia propuesto. Con el estimulo de Newman,
Turing fue a Princeton por dos anos, donde escribi6 su tesis doctoral bajo la
direccién de Alonzo Church.

El articulo de Turing sigue siendo una introduccion a sus ideas muy le-
gible. ; Cémo podria un empleado diligente realizar un calculo siguiendo ins-
trucciones? El o ella podria organizar el trabajo en una libreta. En cualquier
momento dado, su atencién se centra en una pagina en particular. Siguiendo
sus instrucciones, podria alterar la pagina, y entonces podria cambiar a otra
pagina. Y como la libreta es suficientemente grande (o el suministro de papel
nuevo es suficientemente basto) nunca llega a la tltima pégina.

El alfabeto de simbolos disponibles para el empleado debe ser finito; si
hubieran infinitos simbolos, entonces habrian dos que serian arbitrariamente
similares y se podria confundir. Luego podemos sin perdida de generalidad
pensar que podemos escribir sobre una pagina de la libreta un solo simbolo. Y
podemos imaginar que las paginas de la libreta estan puestas una al lado de la
otra, formando una cinta de papel, que consiste de cuadrados, cada cuadrado
estd en blanco o tiene impreso un simbolo. (Por uniformidad, podemos pensar
que un cuadrado blanco contiene el simbolo “blanco” B). En cada etapa de su
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trabajo, el empleado -0 la maquina mecanica- puede alterar el cuadrado que
estd examinando, puede poner atencion al siguiente cuadrado o al previo, y
puede ver las instrucciones para saber cual de ellas debe seguir a continuacion.
Turing describié la dltima parte como un “cambio de estado mental”.

Turing escribié, “Ahora podemos construir una maquina para hacer el
trabajo”. Tal maquina es, por supuesto, ahora llamada mdquina de Turing,
una frase que usé primero Church en su revisiéon al articulo de Turing que
aparecié en The Journal of Simbolic Logic. La maquina tiene una cinta po-
tencialmente infinita. Inicialmente el numeral o palabra dada de entrada se
escribe en la cinta, la cual es blanca en los restantes cuadrados. La maquina
es capaz de estar en cualquiera de los “estados” finitos (la palabra “mental”
es inapropiada para un méaquina).

En cada paso del célculo, dependiendo del estado en que se encuentre en
el momento, la maquina puede cambiar el simbolo en el cuadrado que esta
examinando en ese momento, y puede dirigir su atencién al cuadrado a la
izquierda o la derecha, y puede entonces cambiar su estado a otro estado.
(La cinta se extiende sin fin en ambas direcciones).

El programa para esta méquina de Turing se puede dar mediante una
tabla. Donde los posibles estados de la maquina son ¢y, ..., q,, cada linea de
la tabla es una quintupla {(g;, S}, Sk, D, ¢,,) la que serd interpretada como que
siempre que la maquina esté en el estado ¢; y el cuadrado examinado contiene
el simbolo S;, entonces el simbolo debe ser cambiado a Sy y la maquina debe
cambiar su atencién al cuadrado a la izquierda (si D = L) o a la derecha (si
D = R), y debe cambiar su estado a g,,. Posiblemente el simbolo S; es el
simbolo “blanco” B, lo que significa que el cuadrado examinado es blanco;
posiblemente Sy es B, lo que significa que lo que sea que esté en el cuadrado
tiene que ser borrado.

Para que el programa no sea ambiguo, no deben haber dos quintuplas
diferentes con los primeros dos componentes iguales. (Al relajar el requeri-
miento con respecto a la ausencia de ambigiiedad, obtenemos el concepto de
maquina de Turing no determinista, la que serd tutil posteriormente, en la
discusién de computabilidad factible). Uno de los estados, digamos, ¢, es
designado como el estado inicial, el estado en el que la méquina empieza a
calcular. Si empezamos a ejecutar la maquina en este estado, y examinamos
el primer cuadrado de su entrada, podria (o tal vez no), después de algin
nimero de pasos, alcanzar un estado y un simbolo para los cuales su tabla
carece de una quintupla que tenga ese estado y ese simbolo como sus prime-
ros dos componentes. En ese punto, la maquina para, y podemos mirar en la
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cinta (iniciando con el cuadrado que estaba bajo consideracién) para ver que
numeral o palabra de salida tiene.

Ahora suponga que 3 es un alfabeto finito (el simbolo B no cuenta co-
mo un miembro de ¥). Sea ¥* el conjunto de todas las palabras sobre este
alfabeto (esto es, ¥* es el conjunto de todas las cadenas, incluyendo a la ca-
dena vacia, que consisten de miembros de X). Suponga que f es una funcién
parcial de aridad-k de ¥* en X*. Diremos que f es computable a la Turing si
existe una maquina de Turing M que, cuando empieza en su estado inicial
escaneando el primer simbolo de una tupla—k @ de palabras (escritas sobre
la cinta, con un cuadrado blanco entre las palabras, y con el resto de la cinta
en blanco), se comporta como sigue:

» Si f(w) | (es decir, si w € domf) entonces M eventualmente para, y en
ese momento, esta escaneando el simbolo mas izquierdo de la palabra
f(@) (la cual es seguida por un cuadrado blanco).

» Si f() 1 (es decir, si Wf ¢ domf) entonces M nunca para.

Ejemplo 1.2.1 Tome un alfabeto de dos letras ¥ = {a, b}. Sea M la maqui-
na de Turing dada por el siguiente conjunto con seis quintuplasﬂ donde ¢,
es designado como el simbolo inicial:

{q1,a,a, R, q1)
{q1,b,b, R, q1)
{q1,B,a,L,q)
{q2,a,a,L,q)
{q2,b,b, L, q2)
{¢2, B, B, R, g3)

Suponga que empezamos esta maquina en el estado ¢;, escaneando la primer
letra de una palabra w. La maquina se mueve (en el estado ¢;) hacia el final
derecho de w, donde anade la letra a. Entonces se mueve (en el estado ¢o) de
regreso hacia el final izquierdo de la palabra, donde para (en el estado g¢3).
Asi, M calcula la funcién total f(w) = wa.

Necesitamos adoptar convenciones especiales para manejar la palabra
vacia A, la cual ocupa cero cuadrados. Esto se puede hacer de diferentes

'En el original hay un error, la quinta quintupla aparece como (g, b, b, R, g2). Diga cudl
es el comportamiento de esa maquina y qué calcula. N. del T.
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maneras, la siguiente es la manera escogida, si la maquina para escaneando
un cuadrado blanco, entonces la palabra de salida es A. Para una funcién de
aridad-uno f, para calcular f(\), simplemente iniciamos con una cinta en
blanco.

Para una funcién de aridad-dos g, para calcular g(w, ), iniciamos sélo
con la palabra w, escaneando el primer simbolo de w. Y para calcular g(\, w),
también empezamos con solo la palabra w sobre la cinta, pero escaneando el
cuadrado blanco justo a la izquierda de w. Y en general, para darle a una
funcién de aridad-k la entrada @ = {us, ..., uyy consistiendo de k palabras
de longitudes nq, . .., ng,iniciamos la maquina escaneando el primer cuadrado
de la configuracion de entrada de longitud nq + -+ +n, + k — 1

(ny simbolos de u;)B(ngy simbolos de ug)B - - - B(ny simbolos de uy,)

con el resto de la cinta en blanco. Aqui cualquier n; puede ser cero; en el caso
extremo, todos pueden ser cero.

Un inconveniente obvio de estas convenciones es que no existe diferen-
cia entre el par (u,v) y el triple {u,v, ). Otras convenciones evitan este
inconveniente, a costa de introducir su propia idiosincracia.

La definicién de computabilidad a la Turing puede ser adaptada facil-
mente a funciones parciales de aridad-%k sobre N. La manera més simple de
hacerlo es usando numerales en base-1. Tomemos el alfabeto de una letra
¥ = {|} cuya tnica letra es el simbolo |. O para ser mas convencionales, sea
Y. = {1}, usando el simbolo 1 en lugar de |. Entonces la configuracién inicial
para el triple (3,0,4) es

111BB1111

Entonces la tesis de Church, también llamada -particularmente en el con-
texto de maquinas de Turing- tesis de Church-Turing, es la afirmacion de que
este concepto de computabilidad a la Turing es la formalizacién correcta del
concepto informal de calculabilidad efectiva. Ciertamente la definicion refle-
ja la idea de seguir instrucciones predeterminadas, sin limitar la cantidad de
tiempo que puede requerir. (El nombre “tesis de Church-Turing” obscurece
el hecho de que Church y Turing siguieron caminos muy distintos para llegar
a conclusiones equivalentes).

La tesis de Church ha alcanzado aceptacion universal. Kurt Godel, escri-
biendo en 1964 sobre el concepto de “sistema formal” en légica, implicando
la idea de que el conjunto de deducciones correctas debe ser un conjunto
decidible, dijo que “debido al trabajo de A. M. Turing, ahora se puede dar
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una definicion precisa e incuestionablemente adecuada del concepto general
de sistema formal”. Y otros concuerdan.

La robustez del concepto de computabilidad a la Turing se evidencia
por el hecho de que es insensible a ciertas modificaciones a la definicion
de una maquina de Turing. Por ejemplo, podemos imponer limitaciones al
tamano del alfabeto, o podemos insistir en que la maquina nunca se mueva
a la izquierda de su punto de inicio. Ninguna de éstas afectara a la clase de
funciones parciales computables a la Turing.

Turing desarrollo estas ideas antes de la introduccién de las computadoras
modernas digitales. Después de la segunda guerra mundial, Turing jugé un
papel activo en el desarrollo de las primeras computadoras, y en el campo
emergente de la inteligencia artificial. (Durante la guerra, trabajé descifrando
el codigo Enigma usado por los Alemanes en el campo de batalla, trabajo
militarmente importante, el cual permanecié clasificado hasta después de la
muerte de Turing). Uno puede especular si Turing habria formulado sus ideas
de manera diferente, si su trabajo lo hubiera hecho después de la introduccién
de las computadoras digitales.

Digresion: Hay un ejemplo interesante, que lleva el nombreﬂ de “el pro-
blema del castor ocupado”.

Suponga que queremos una maquina de Turing, iniciando con su cinta en
blanco, que escriba tantos unos como pueda, y luego pare. Con un nimero
limitado de estados, jcuantos 1’s podemos obtener?

Para hacer las cosas mas precisas, tome maquinas de Turing con el alfabe-
to {1} (asi, los tinicos simbolos son By 1). Permitiremos que tales maquinas
tengan n estados, més un estado de paro (puede ocurrir como el dltimo miem-
bro de una quintupla, pero no como el primer miembro). Para cada n, sélo
existen finitas maquinas de Turing esencialmente distintas. Algunas de ellas,
iniciando con la cinta en blanco, podrian no parar. Por ejemplo, la maquina
de un-estado

<q17B7 17 R7 (11>

sigue escribiendo por siempre sin parar. Pero entre aquellas que paran, bus-
camos las que escriben muchos 1’s.

Defina o(n) como el nimero mas grande de 1’s que pueden escribirse por
una maquina de Turing de n estados como se describié aqui antes de que

2Este nombre le ha dado muchas dificultades a los traductores.
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pare. Por ejemplo, o(1) = 1, ya que la maquina de un-estado

<Q1aBa 17R7 qH>

(el estado de paro gy no cuenta) escribe un 1, y ninguna de las otras maquinas
de Turing de un-estado lo hacen mejor. (No hay muchas otras méquinas de
un-estado, y uno puede examinarlas todas en un plazo de tiempo razonable).
Acordemos que o(0) = 0. Entonces o es una funcién total. También es no
decreciente ya que no es un impedimento tener un estado extra para trabajar.
A pesar del hecho de que o(n) es meramente el miembro mas grande de cierto
conjunto finito, no existe un algoritmo que nos permita, en general, evaluarlo.

Ejemplo 1.2.2 Aqui hay un candidato de dos-estados:

{q1,B,1, R, q2)
{q1,1,1,L,q2)
(@2, B, 1, L,q1)
{@2,1,1,R,qmr)

Empezando con una cinta en blanco, esta maquina escribe cuatro 1’s consecu-
tivos, y luego para (después de seis pasos), leyendo el tercer 1. Esta invitado
a verificarlo corriendo la méquina. Concluimos que o(2) > 4.

Teorema 1.2.1 Teorema de Rado (1962): La funcién o no es computable
a la Turing. Aun mas, para cualquier funciéon f computable a la Turing,
tenemos que f(x) < o(x) para todo z suficientemente grande. Esto es, o
domina eventualmente a cualquier funcién total computable a la Turing.

Prueba: Asuma que hemos dado alguna funcién f computable a la Turing.
Debemos mostrar que o eventualmente la domina. Defina (por razones que
pueden parecer inicialmente misteriosas) la funcién g:

g(x) = max(f(2x), f(2x + 1)) + 1.

Entonces g es total y uno puede mostrar que es computable a la Turing. Asi
existe alguna maquina de Turing M con, digamos, k estados que la computa,
usando el alfabeto {1} y notacién base-1. Para cada x, sea N, la mdquina de
Turing de (x + k) estados que primero escribe = 1’s sobre la cinta, y luego
imita a M. (Los x estados nos permiten escribir z 1’s en la cinta de manera
directa, y luego estan los k estados de M).
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Entonces, N, cuando inicia con una cinta en blanco, escribe g(z) 1’s en
la cinta y para. Asi, g(x) < o(z + k), por la definicién de o. Asi, tenemos

f(2x), f2x +1) < g(x) < o(x + k),
y si © > k, entonces
o(r+k)<o2x) <o(2zx+1).

Poniendo las dos lineas juntas, vemos que f < o de 2k en adelante. -

Asi o crece més, eventualmente, que cualquier funcién total computable a
la Turing. ; Qué tan rapido crece? Entre los niimeros méas pequenos, o(2) = 4.
(El ejemplo precedente mostré que o(2) = 4. La otra desigualdad no es ente-
ramente trivial ya que existen miles de maquinas de dos-estados). También
se ha mostrado que o(3) = 6 y o(4) = 13. De aqui en adelante, s6lo son
conocidas cotas inferiores. En 1984, se encontré que o(5) es al menos 1915.
En 1990, se elevé a 4098. Y o(6) > 3,1 x 10195 Y 5(7) debe ser astronémi-
co. Estas cotas inferiores se establecen usando codificaciones ingeniosamente
complejas para crear pequenas maquinas de Turing que escriben muchos 1’s
y luego paran.

Probar ademas cotas superiores seria dificil. En efecto, uno puede mostrar,
bajo algunas suposiciones razonables, que cotas superiores para o(n) son
probables solo para finitos n’s.

Si pudieramos solucionar el problema de paro, tendriamos el siguiente
método para calcular o(n):

» Lista todas las maquinas de n-estados.
= Descarta aquellas que nunca paran.

= Ejecuta aquellas que paran.

= Selecciona la puntuacién mas alta.

El segundo paso es el que nos da problemas. (Nueva informacién sobre la
funcion o de Rado sigue descubriéndose. Noticias recientes se pueden obte-
ner de la pagina Web mantenida por Heiner Marxen, https://turbotm.de/
~heiner/BB/index.html).
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1.2.2. Recursividad primitiva y bisqueda

Para una segunda formalizacion del concepto de calculabilidad, definire-
mos cierta clase de funciones parciales sobre N como la clase mas pequena que
contiene ciertas funciones iniciales y es cerrada bajo ciertas construcciones.

Para las funciones iniciales, tomamos las siguientes funciones totales muy
simples:

= Las funciones cero, esto es, las funciones constantes f definidas por la
ecuacion:

f(xlv"'axk) = 0.

existe una de tales funciones para cada k.

s La funcion sucesor S, definida por la ecuacion:

S(z) =z + 1.

» Las funciones proyeccién I* de k-dimensiones sobre la coordenada n-
ésima,
k
IN(xy,. .. x) = T,

donde 1 < n < k.

Queremos formar la cerradura de la clase de funciones iniciales bajo tres
construcciones: composicién, recursion primitiva y busqueda.

Una funcién h de aridad-k se dice que se obtiene por composicién de la
funcién f de aridad-n y las funciones ¢y, ..., g, de aridad-k si la ecuacién

W) = f(g1(T), ..., ga(T))

se cumple para todo . En el caso de funciones parciales, se entiende aqui
que h(Z) esta indefinida al menos que ¢;(Z), ..., gn(%) estén todas definidas
y que {g1(Z), ..., g.(Z)) pertenezca al dominio de f.

Una funcion h de aridad-k+1 se dice que se obtine por recursion primitiva
de la funcién f de aridad-k y la funcién g de aridad-(k + 2) (donde k > 0) si
el par de ecuaciones



se cumple para todo & y y.

Nuevamente, en el caso de funciones parciales, se entiende que h(Z,y + 1)
estd indefinida al menos que h(Z,y) esté definida y que (h(Z,y), &, y) esté en
el dominio de g.

Observe que en esta situacion, conocer las dos funciones f y g determina
completamente la funcion h. Mas formalmente, si tanto h; como hsy se obtinen
por recursion primitiva de f y g, entonces para cada &, podemos mostrar por
induccion sobre y que hi(Z,y) = ha(Z,y).

Para el caso k = 0, la funcién h de aridad-uno se obtiene por recursién
primitiva de la funciéon ¢g de aridad-dos usando el nimero m si el par de
ecuaciones

h(0) =m
h(y +1) = g(h(y),y)

se cumplen para todo y.

Posponiendo el asunto de la busqueda, definimos a una funcién como
recursiva primitiva si se puede construir de las funciones cero, sucesor y pro-
yeccion mediante el uso de composicién y recursiéon primitiva. (Ver el prin-
cipio del Capitulo 2 para algunos ejemplos). En otras palabras, la clase de
funciones recursivas primitivas es la clase mas pequena que incluye nuestras
funciones iniciales y es cerrada bajo composicién y recursiéon primitiva. (Aqui
decir que una clase C es “cerrada” bajo composicién y recursién primitiva
significa que siempre que una funcién f se obtiene por composicién de fun-
ciones en C o se obtiene por recursién primitiva de funciones en C, entonces
f misma pertenece a C).

Claramente todas las funciones recursivas primitivas son totales. Esto es
porque todas las funciones inciales son totales, la composicion de funciones
totales es total, y una funcién obtenida por recursiéon primitiva a partir de
funciones totales sera total.

Decimos que una relacion R sobre N de aridad-k es recursiva primitiva si
su funcién caracteristica es recursiva primitiva.

Luego uno puede mostrar que una gran cantidad de las funciones comunes
sobre N son recursivas primitivas: adicién, multiplicacién, . .., la funcién cuyo
valor en m es el (m + 1)-ésimo primo, .... En el capitulo 2 emprenderemos
el proyecto de mostrar que muchas funciones son recursivas primitivas.

Por un lado, parece claro que toda funcién recursiva primitiva debe con-
siderarse como calculable efectivamente. (Las funciones iniciales son muy
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faciles. La composiciéon no presenta grandes obstaculos. Siempre que h se
obtiene por recursién primitiva de f y g calculables efectivamente, entonces
vemos que podemos encontrar efectivamente h(Z,99), encontrando primero
h(Z,0), h(Z,1),...,h(Z,98).) Por otro lado, es posible que la clase de funcio-
nes recursivas primitivas no pueda incluir a todas las funciones calculables
totales ya que podemos “diagonalizar” la clase.

Esto es, mediante un indexado apropiado del “4rbol familiar” de las fun-
ciones recursivas primitivas, podemos hacer una lista fy, f1, fo,... de todas
las funciones recursivas primitivas de aridad-uno. Luego considere la funcion
diagonal d(x) = f.(x)+ 1. Entonces d no puede ser recursiva primitiva; difie-
re de cada f, en x. Sin embargo, si hicimos nuestra lista muy pulcramente,
la funcién d serd calculable efectivamente. La conclusion es que la clase de
funciones recursivas primitivas es una clase extensa pero es una subclase de
las funciones calculables totales.

Luego, decimos que una funciéon h de aridad-k se obtiene de una funcién
g de aridad-(k + 1) mediante busqueda, y escribimos

h(%) = pylg(Z,y) = 0]

si para cada Z, el valor h(Z) o es el nimero y tal que ¢g(Z,y) = 0y g(Z,y)
estd definida y no es cero para todo s < y, si tal nimero y existe, sino esta
indefinida, si tal nimero y no existe. La idea detras de este “operador-pu”
es la de buscar por el nimero més pequeno y tal que es la solucién a una
ecuacién, probando sucesivamente con y = 0,1, .. ..

Obtenemos las funciones recursivas generales agregando buisqueda a nues-
tros métodos de cerradura. Esto es, una funcién parcial es recursiva general si
se puede construir a partir de las funciones cero, sucesor y proyeccién, usando
composicién, recursién primitiva y bisqueda (es decir, el operador-p).

La clase de funciones parciales recursivas generales sobre N es (como lo
demostré Turing) exactamente la misma como la clase de funciones parciales
computables a la Turing. Este es un resultado muy llamativo, a la luz de las
maneras muy distintas en las que las dos definiciones fueron formuladas. Las
maquinas de Turing parecerian, a primera vista, tener poco que ver con re-
cursién primitiva y busqueda. Y ain asi, obtenemos exactamente las mismas
funciones parciales a partir de los dos enfoques. Y la tesis de Church, por
tanto, tiene la formulacion equivalente a que el concepto de funcién general
recursiva es la formalizacién correcta del concepto informal de calculabilidad
efectiva.
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., Qué si tratamos de “diagonalizar” la clase de funciones recursivas ge-
nerales, como lo hicimos con las funciones recursivas primitivas? Como ar-
gumentaremos mas tarde, podemos hacer nuevamente una lista ordenada
®o, ¢1, P2, . .. de todas las funciones parciales reursivas generales. Podemos
definir la funcién diagonal d(x) = ¢, (x) + 1. Pero en esta ecuacion, d(z) estd
indefinida al menos que ¢,(z) esté definida. La funcién diagonal d estd en
realidad entre las funciones parciales recursivas generales, y asi es ¢, para
algin k, pero d(k) debe estar indefinida. Ninguna contradiccién resulta.

El uso de la palabra “recursiva” en el contexto de las funciones recursivas
primitivas es enteramente razonable. Godel, escribiendo en Aleman, habia
usado simplemente “rekursiv”’ para las funciones recursivas primitivas. (Fue
Rozsa Péter quien introdujo el término “recursiva primitiva”). Pero la clase
de funciones recursivas generales tiene -como esta seccién muestra- otras
caracterizaciones en las que la recursion juega un papel nada obvio.

Esto nos guia a la pregunta: ;Cémo llamar a esta clase de funciones?
Tener dos nombres (“computable a la Turing” y “recursiva general”) es una
vergiienza de ricos, y la situacion sélo empeorara. Histéricamente, el nom-
bre “funciones recursivas parciales” gand. Y las relaciones sobre N se dicen
recursivas si sus funciones caracteristicas pertenecen a esa clase. El estudio
de esas funciones por anos fue llamada “teoria de funciones recursivas”, y
luego “teoria de recursion”. Pero esto fue més un accidente historico que una
eleccion razonada. No obstante, la terminologia se ha vuelto estandar.

Pero ahora se estd haciendo un esfuerzo para cambiar lo que ha sido
la terminologia estdndar. En consecuencia, este libro, Teoria de la Compu-
tabilidad, habla de funciones parciales computables. Y le llamaremos a una
relacion computable si su funcion caracteristica es una funcién computable.
Asi, el concepto de relacién computable corresponde a la nocién informal de
relacion decidible. (El manuscrito de este libro ha, no obstante, sido prepa-
rado con macros TEX que facilitarfan un cambio rapido de terminologia).

En cualquier caso, categoricamente existe la necesidad de tener adjetivos
separados para el concepto informal (aqui “calculable” se usa para funcio-
nes, y “decidible” para relaciones) y el concepto definido formalmente (aqui
“computable”).

1.2.3. Programas Loop y While

La idea detras del concepto de funciones calculables efectivas es que uno
deberfa poder dar instrucciones explicitas (un programa) para calcular dicha
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funcion. ;Qué lenguaje de programacion seria adecuado aqui? En realidad,
cualquiera de los lenguajes de programacién cominmente utilizados seria su-
ficiente, si estuviera libre de ciertas limitaciones practicas, como el tamano del
nimero denotado por una variable. Damos aqui un lenguaje de programacion
simple con la propiedad de que las funciones programables son exactamente
las funciones parciales computables sobre N.

Las variables del lenguaje son Xg, X1, X5, .... Aunque hay infinitas varia-
bles en el lenguaje, cualquier programa, al ser una cadena finita de comandos,
sélo puede tener un numero finito de estas variables. Si queremos que el len-
guaje esté formado por palabras sobre un alfabeto finito, podemos reemplazar
X3, digamos, por X”.

Al ejecutar un programa, a cada variable del programa se le asigna un
nimero natural. No hay limite sobre cuan grande puede ser este ntmero.
Inicialmente, algunas de las variables contendran la entrada a la funcion; el
lenguaje no tiene comandos de “entrada”. De manera similar, el lenguaje no
tiene comandos de “salida”; cuando (y si) el programa se detiene, el valor de
Xy debe ser el valor de la funcién.

Los comandos del lenguaje son de cinco tipos:

1. X,, < 0. Este es el comando de borrado; su efecto es asignar el valor 0
a X,.

2. X, < X,,+1. Este es el comando de incremento; su efecto es aumentar
en uno el valor asignado a X,,.

3. X,, < X,,. Este es el comando de copia; su efecto es justo lo que sugiere
el nombre; en particular, deja el valor de X, sin cambios.

4. loop X, y endloop X,. Estos son los comandos loop y deben usarse
en pares. Es decir, si P es un programa (una cadena de comandos
sintdcticamente correcta), entonces también lo es la cadena:

loop X,
P
endloop X,

Lo que este programa significa es que P debe ejecutarse un cierto niime-
ro k de veces. Y ese numero k es el valor inicial de X,,, el valor asignado
a X, antes de comenzar a ejecutar P. Posiblemente P cambie el valor
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de X,; esto no tiene ningun efecto sobre k. Si k = 0, entonces esta
cadena no hace nada.

5. while X,, # 0 y endwhile X,, # 0. Estos son los comandos while; nue-
vamente, deben usarse en pares, como los comandos de bucle. Pero hay
una diferencia. El programa

while X,, # 0
P
endwhile X,, # 0

también ejecuta el programa P un nimero k de veces. Pero ahora k
no esta determinado de antemano; importa mucho como cambia P el
valor de X,,. El nimero k es el nimero menor (si lo hay) tal que P
se ejecutard hasta que a X, se le asigne el valor 0. El programa se
ejecutara para siempre si no existe tal k.

Y esos son los unicos comandos. Un programa while es una secuencia
de comandos, sujeta unicamente al requisito de que el bucle y los coman-
dos while se utilicen en pares, como se ilustra. Claramente, este lenguaje de
programacion es lo suficientemente simple como para ser simulado por cual-
quiera de los lenguajes de programacion comunes si ignoramos los problemas
de desbordamiento.

Un programa loop es un programa while sin comandos while; es decir,
sélo tiene comandos de borrado, incremento, copia y loop. Tenga en cuenta
la propiedad importante: un programa loop siempre se detiene, pase lo que
pase. Pero es facil hacer un programa while que nunca se detenga.

Decimos que una funcién parcial f de aridad k sobre N es computable-
while si existe un programa while P que, siempre que comience con una tupla
Z de aridad k asignada a las variables Xi,..., Xy y 0 asignado al resto de
variables, se comporta de la siguiente manera:

» Si f(Z) estd definida, entonces el programa eventualmente se detiene,
y Xo contiene el valor de f(Z).
» Si f(Z) no esta definida, entonces el programa nunca se detiene.

Las funciones computables-loop se definen de forma andloga. Pero existe la
diferencia de que cualquier funcién computable-loop es total.
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Teorema 1.2.2

(a) Una funcion sobre N es computable-loop si y sélo si es recursiva primi-
tiva.

(b) Una funcion parcial sobre N es computable-while si 'y sélo si es recursiva
general.

La prueba en una direccién, para demostrar que toda funcion recursiva
primitiva es computable-loop, implica una serie de ejercicios de programa-
cion. La prueba en la otra direccién implica codificar el estado de un progra-
ma P sobre la entrada & después de t pasos, y mostrar que existen funciones
recursivas primitivas que nos permiten determinar el estado después de ¢ + 1
pasos y el estado terminal.

Debido a que la clase de funciones parciales recursivas generales coincide
con la clase de funciones parciales computables de Turing, podemos concluir
del teorema anterior que la computabilidad while coincide con la computabi-
lidad de Turing.

1.2.4. Maquinas de Registros

Aqui hay otro lenguaje de programacién. Por un lado, es extremadamente
simple, incluso mas simple que el lenguaje de los programas loop-while. Por
otro lado, el lenguaje es “desestructurado”; incorpora (de hecho) comandos
go-to. Esta formalizacion fue presentada por Shepherdson y Sturgis en un
articulo de 1963.

Una mdquina de registros debe considerarse como un dispositivo de cémpu-
to con un numero finito de “registros”, numerados 0, 1,2, ..., K. Cada regis-
tro es capaz de almacenar un numero natural de cualquier magnitud; no
hay limite para el tamano de este nimero. El funcionamiento de la maquina
esta determinado por un programa. Un programa es una secuencia finita de
instrucciones, extraidas de la siguiente lista:

» “Incrementa r”, I r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién
es aumentar el contenido del registro r en 1. Luego, la maquina pasa a
la siguiente instruccién del programa (si corresponde).

» “Decrementa r”, D r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién
depende del contenido del registro r. Si ese niimero es distinto de cero,
se decrementa en 1 y la maquina no pasa a la siguiente instruccion, sino
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a la siguiente de la siguiente. Pero si el niimero en el registro r es cero,
la maquina simplemente pasa a la siguiente instruccion. En resumen,
la maquina intenta disminuir el registro r y, si tiene éxito, se salta una
instruccion.

= “Jump ¢”, J q (donde ¢ es un nimero entero: positivo, negativo o ce-
ro): todos los registros se dejan sin cambios. La maquina toma como
siguiente instruccién la g—ésima instruccion que sigue a ésta en el pro-
grama (si ¢ = 0), o la |g|—ésima instruccién que precede a ésta (si
g < 0). La maquina se detiene si no existe tal instruccién en el pro-
grama. La instruccion J 0 da como resultado un bucle, en el que la
maquina ejecuta esta instrucciéon una y otra vez.

Y eso es todo. El lenguaje tiene sélo estos tres tipos de instrucciones. (Es-
trictamente hablando, en estas instrucciones, r y ¢ son numerales, no ntime-
ros. Es decir, una instruccién debe ser una secuencia de simbolos. Si usamos
nimeros en base 10, entonces el alfabeto es {1, D, J,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, —}.
Una instruccién es una palabra correctamente formada sobre este alfabeto).
Ejemplos:

1. CLEAR 7: un programa para borrar el registro 7.

D7 Trata de decrementar el registro 7.
J 2 Para.
J —2 Regresa y repite.

2. MOVE from r to s: un programa para mover un numero del registro r
al registro s (donde r # s).

CLEAR s Use el programa del primer ejemplo.

Dr Trata de decrementar el registro r.
J3 Para cuando sea cero.
Is incrementa el registro s.

J —3 Regresa y repite.

3. ADD 1 to 2 and 3: un programa para sumar el contenido del registro
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1 a los registros 2 y 3.

D1
J4
12
I3
J—4

. COPY from r to s: un programa para copiar un nimero del registro r al
registro s (dejando el registro r sin cambios). Combinamos los ejemplos
anteriores.

CLEAR s Use el programa del primer ejemplo.

MOVE from r to s Use el programa del segundo ejemplo.
ADD t to r and s Use el programa del tercer ejemplo.

Este programa tiene 15 instrucciones. Utiliza un tercer registro, el
registro t. Al final, se restaura el contenido del registro r. Pero durante
la ejecucion, se debe borrar el registro r; ésta es la tinica manera de
determinar su contenido. (Aqui se supone que r, sy t son distintos).

. (Adicién) Digamos que x y y estan en los registros 1 y 2. Queremos
x + y en el registro 0, y queremos dejar x y y todavia en los registros
1y 2 al final.

Contenido de los registros

CLEAR O 0 =z vy
MOVE from 1 to 3 0 0 vy =z
ADD 3to 1 and 0 z z y 0
MOVE from 2 to 3 z z 0 y
ADD 3 to 2 and 0 z+y x y O

Este programa tiene 27 instrucciones tal como esta escrito, pero tres
de ellas son innecesarias. (En la cuarta linea, comenzamos borrando el
registro 3, que ya esta limpio).

Ahora supongamos que f es una funciéon parcial de aridad n sobre N.
Posiblemente, habra un programa P tal que si arrancamos una méaquina de
registros (que tiene todos los registros a los que se refiere P) con xy,...,x,
en los registros 1,...,n y 0 en los otros registros, y aplicamos el programa
P, entonces se cumplen las siguientes condiciones:
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» Si f(xq,...,x,) estd definida, entonces el célculo finalmente termina
con f(xy,...,x,) en el registro 0. Ademas, el célculo termina al llegar
a la (p + 1)-ésima instruccién, donde p es la longitud de P.

» Si f(x1,...,x,) no estd definida, el cdlculo nunca termina.

Si existe tal programa P, decimos que P calcula f.

. Qué funciones son computables por programas de méquinas de registros?
El lenguaje es tan simple (parece un lenguaje de juguete) que la primera
impresion podria ser que sélo funciones muy simples son computables. Esta
impresion es enganosa.

Teorema 1.2.3 Sea f una funcién parcial. Entonces, existe un programa
de méquinas de registros que calcula f si y sélo si f es una funcion parcial
recursiva general.

Asi, al utilizar maquinas de registros, llegamos exactamente a la clase de
funciones parciales recursivas generales, una clase que definimos originalmen-
te en términos de recursion primitiva y busqueda.

1.2.5. Definibilidad en lenguajes formales

Esbozaremos brevemente otras formas en las que podria formalizarse el
concepto de calculabilidad efectiva. Los detalles quedaran a la imaginacion.

En 1936, en su articulo en el que presentaba lo que ahora se conoce como
la tesis de Church, Alonzo Church utiliz6 un sistema formal, el cdlculo—A.
Church habia desarrollado este sistema como parte de su estudio de los fun-
damentos de la légica. En particular, para cada ntimero natural, n, existe
una férmula n del sistema que denota n, es decir, un numeral para n. Mas
importante aun, se podrian utilizar formulas para representar la construccién
de funciones. Defini6é una funcién F' de aridad dos como definible—\ si existia
una férmula F' del cdlculo lambda tal que siempre que F'(m,n) = r, entonces
la férmula {F'}(m,n) fuera convertible, siguiendo las reglas del sistema, a la
férmula 7. Esta definicion se puede extender a funciones de aridad k.

Stephen Kleene, que fue alumno de Church, demostré que una funcion
era definible—\ si y sélo si era recursiva general. (Church y su alumno J.
B. Rosser también participaron en el desarrollo de este resultado). Church
escribig en su articulo: “El hecho. . . de que dos definiciones tan diferentes y
(en opinién del autor) igualmente naturales de calculabilidad efectiva resulten

34



ser equivalentes aumenta la fuerza de las razones. . . por creer que constituyen
una caracterizacién tan general de esta nocién como es consistente con la
comprension intuitiva habitual de la misma”.

Anteriormente, en 1934, Kurt Godel, en conferencias en Princeton, for-
mulé un concepto que ahora se conoce como computabilidad de Godel-
Herbrand. Sin embargo, en ese momento no propuso el concepto como una
formalizacién del concepto de calculabilidad efectiva. El concepto implicaba
un calculo formal de ecuaciones entre términos construidos a partir de va-
riables y simbolos de funciones. El cédlculo permitia pasar de una ecuacion
A = B a otra ecuacién obtenida sustituyendo una parte C' de A o B por
otro término D del que se habia derivado la ecuaciéon C' = D. Si un conjunto
£ de ecuaciones permitia derivar, en un sentido adecuado, exactamente los
valores correctos para una funcién f sobre N, entonces se decia que £ era un
conjunto de ecuaciones recursivas para f. Una vez mds, resulté que existia
un conjunto de ecuaciones recursivas para f si y solo si f era una funcién
recursiva general.

Un enfoque bastante diferente para caracterizar las funciones efectivamen-
te calculables implica la definibilidad mediante expresiones en 16gica simbdli-
ca. Un lenguaje formal para la aritmética de niimeros naturales podria tener
variables y un nimero para cada nimero natural, y simbolos para la rela-
cion de igualdad y, al menos, para las operaciones de suma y multiplicacién.
Ademas, el lenguaje deberia poder manejar los conectivos logicos basicos
como “y”, “0” y “no”. Finalmente, debe incluir las expresiones “cuantifica-
doras” Vv y Jv que significan “para todos los nimeros naturales v” y “para
algin nimero natural v”, respectivamente.

Por ejemplo,

ds(ug + s = ug)
podria ser una expresion en el lenguaje formal, afirmando una propiedad de
uy y ug. La expresion es verdadera (en N con sus operaciones habituales)
cuando a u; se le asigna 4 y a us se le asigna 9 (tome s = 5). Pero es falso
cuando a u; se le asigna 9 y a uy se le asigna 4. De manera mas general,
podemos decir que la expresién define (en N con sus operaciones habituales)
la relacién binaria “<” sobre N.
Para otro ejemplo,

v#EOAVVy[Is(v+s=y)vItlv+t=y) vov#az-y]

podria ser una expresion en el lenguaje formal, afirmando una propiedad de
v. La expresion es falsa (sobre N con su operacién habitual) cuando a v se le
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asigna el nimero 6 (pruebe con x = 2y y = 3). Pero la expresion es verdadera
cuando a v se le asigna 7. De manera mas general, la expresién es verdadera
cuando a v se le asigna un numero primo, y solo entonces. Podemos decir
que esta expresion define el conjunto de los niimeros primos (sobre N con sus
operaciones habituales).

Decimos que una funcién parcial f de aridad k& sobre N es definible—>;
si la gréfica de f (es decir, la relacién de aridad (k+1) {< &,y > |f(Z) = y})
puede ser definida sobre N con las operaciones de suma, multiplicacién y
exponenciacion, mediante una expresion de la siguiente forma:

Jvy3vg - - - Ju, (expresién sin cuantificadores)

Entonces la clase de funciones parciales definibles—>; coincide exactamente
con la clase de funciones parciales dada por las otras formalizaciones de
calculabilidad descritas aqui. Ademas, Yuri Matiyasevich demostré en 1970
que aqui no era necesaria la operacién de exponenciacion.

Finalmente, digamos que una funciéon parcial f de aridad k sobre N es
representable si existe alguna teoria finitamente axiomatizable T' en un len-
guaje que tenga un numeral adecuado n para cada nimero natural n, y
existe una férmula ¢ de ese lenguaje tal que (para cualquier niimero natural)
flxy, ..., xp) =y siysdlosi p(ay,...,7,7y) es una oracién deducible en la
teoria T'. Entonces, una vez maés, la clase de funciones parciales representa-
bles coincide exactamente con la clase de funciones parciales dada por las
otras formalizaciones de calculabilidad descritas aqui.

1.2.6. La tesis de Church revisada

En resumen, para una funcion parcial f de aridad k, las siguientes con-
diciones son equivalentes:

= La funcion f es una funcién parcial Turing-computable.

La funcién f es una funcion parcial recursiva general.

La funcién parcial f es computable-while.

La funcién parcial f se calcula mediante algiin programa de maquinas
de registros.

La funcién parcial f es definible—A.
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» La funcién parcial f es definible—3J; (sobre los niimeros naturales con
suma, multiplicacién y exponenciacion).

» La funcién parcial f es representable (en alguna teorfa finitamente axio-
matizable).

iLa equivalencia de estas condiciones es seguramente un hecho notable! Ademas,
es evidencia de que las condiciones caracterizan alguna propiedad natural y
significativa. La tesis de Church es la afirmacién de que las condiciones, de

hecho, capturan el concepto informal de una funcién efectivamente calcula-
ble.

Definicién 1.2.1 Una funcién parcial f de aridad k sobre los niimeros na-
turales se dice que es una funcién parcial computable si se cumplen las con-
diciones anteriores.

Entonces la tesis de Church es la afirmacion de que esta definicion es la
que queremos.

La situacion es algo andloga a la del calculo. Una funcion intuitivamente
continua (definida en un intervalo) es aquella cuya gréfica se puede dibujar
sin levantar el ldpiz del papel. Pero para demostrar teoremas se necesita
alguna contraparte formalizada de este concepto. Y asi se da la definicion
habitual de continuidad € — . Entonces es justo preguntar si el concepto
preciso de continuidad € — ¢ es una formalizacién precisa de la continuidad
intuitiva. En todo caso, la clase de funciones continuas € — ¢ es demasiado
amplia. Incluye funciones no diferenciables en ninguna parte, cuyas graficas
no se pueden dibujar sin levantar el 1apiz; no hay forma de impartir un vector
de velocidad al lapiz. Pero sea exacta o no, se ha descubierto que la clase
de funciones continuas € — § es una clase natural e importante en el analisis
matematico.

La misma situacion ocurre con la computabilidad. Es justo preguntarse si
el concepto preciso de funcién parcial computable es una formalizacion pre-
cisa del concepto informal de funcion efectivamente calculable. Una vez mas,
la clase definida con precisién parece ser, en todo caso, demasiado amplia,
porque incluye funciones que requieren, para grandes entradas, cantidades
absurdas de tiempo de céalculo. La computabilidad corresponde a la calcu-
labilidad efectiva en un mundo idealizado, donde se ignoran la duracién del
calculo y la cantidad de espacio de memoria. Pero en cualquier caso, se ha
descubierto que la clase de funciones parciales computables es una clase na-
tural e importante.
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1.2.7. Ejercicios

1

De un programa-loop para calcular la siguiente funcion:

f(x,y,z>={y se=0

z six#0

. Sea x — y = maz(x — y,0), el resultado de restar y de x, pero con un

“piso” de 0. Proporcione un programa loop que calcule la funcion de
aridad dos x — y.

Proporcione un programa loop que cuando se inicia con todas las va-
riables asignadas a 0, se detiene con X asignado algiin nimero mayor
que 1000.

Proporcione un programa de méaquinas de registros que calcule la fun-
cién de resta, x — y = maz(x — y,0), como en el ejercicio .

Proporcione un programa de maquinas de registros que calcule la fun-
cion parcial de resta:

i six <y
Proporcione un programa de maquinas de registros que calcule la fun-
cién de multiplicacion, z - y.

Proporcione un programa de maquinas de registros que calcule la fun-
cién max(z,y).

Proporcione un programa de méaquinas de registros que calcule la fun-

cién de paridad:
1 six esimpar
-

0 sixespar
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Capitulo 2

Funciones recursivas generales

En el capitulo anterior vimos una visiéon general de varias formalizacio-
nes posibles del concepto de calculabilidad efectiva. En este capitulo, nos
centramos en una de ellas: la recursividad primitiva y la bisqueda, que nos
dan la clase de funciones parciales recursivas generales. En particular, de-
sarrollamos herramientas para mostrar que ciertas funciones estan en esta
clase. Estas herramientas se utilizaran en el Capitulo 3, donde estudiaremos
la computabilidad mediante programas de maquinas de registros.

2.1. Funciones recursivas primitivas

Las funciones recursivas primitivas se han definido en el capitulo anterior
como las funciones sobre N que se pueden construir a partir de funciones cero

@, m) = 0.
la funcién sucesor
S(x)=x+ 1.
las funciones proyeccion
I"(wy, .. a) = 2,

usando (cero o més veces) composicion

W) = f(g1(T), - .., ga(T))
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y recursién primitiva

donde 7 puede ser vacia

Ejemplo 2.1.1 Supongamos que nos dan el nimero m = 1 y la funcion
g(w,y) = w- (y+1). Entonces la funcién h obtenida por recursién primitiva
de g usando m es la funcién dada por el par de ecuaciones

>
—~
<
+
—_
~—
I
s
—
=
—~
<
~
<
~—
I

h(y) - (y +1).

Usando este par de ecuaciones, podemos proceder a calcular los valores de la
funcion h:

h(0) =m =1

h(1) = g(h(0),0) = g(1,0) =1
h(2) = g(h(1),1) = g(1,1) =2
h(3) = g(h(2),2) = g(2,2) = 6
h(4) = g(h(3),3) = 9(6,3) = 24

Etcétera. Para calcular h(4), primero necesitamos saber h(3), y encontrar
que necesitamos h(2), y asi sucesivamente. La funcién h en este ejemplo es,
por supuesto, mas conocida como funcién factorial, h(x) = z!.

Deberia quedar bastante claro que dado cualquier niimero m y cualquier
funciéon g de aridad dos, existe una funciéon tnica h obtenida por recursion
primitiva de g usando m. Es la funcion A la que calculamos como en el ejemplo
anterior. De manera similar, dada una funcién f de aridad k£ y una funciéon g
de aridad (k + 2), existe una funcién h unica de aridad (k+ 1) que se obtiene
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mediante recursion primitiva de f y g. Es decir, h es la funciéon dada por el
par de ecuaciones

h(z,0) = f(Z)
h(f7y + 1) = g(h(fv y)7fv y)

Ademas, si f y g son funciones totales, entonces h también serd total.

Ejemplo 2.1.2 Considere la funcién de suma h(z,y) = z+y. Para cualquier
x fija, su valor en y + 1 (es decir, x + y + 1) se puede obtener a partir de su
valor en y (es decir, x + y) con el simple paso de sumar uno:

r+0=u
r+@y+1)=(r+y)+1

Este par de ecuaciones muestra que la suma se obtiene mediante recursividad
primitiva a partir de las funciones f(z) = =z y g(w,x,y) = w + 1. Estas
funciones f y g son recursivas primitivas; f es la funcién de proyeccién I}
y g se obtiene por composicién de la funcién sucesor y I7. Al juntar estas
observaciones, podemos formar un arbol que muestra cémo se construye la
suma a partir de las funciones iniciales mediante composicién y recursividad

primitiva:
h(x,y) =x+y
I% () = x gw, x, «:):){J)mpz w+1
Sx)=x+1 I%(w,x,y):w

De manera mas general, para cualquier funcién recursiva primitiva h,
podemos usar un arbol etiquetado (“4rbol de construccién”) para ilustrar
exactamente como se construye h, como en el ejemplo de la suma. En el
vértice superior (raiz), colocamos h. En cada vértice minimal (una hoja),
tenemos una funcién inicial: la funcién sucesora, una funciéon cero o una
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funcion de proyeccién. En cada uno de los demés vértices, mostramos una
aplicacion de composicion o una aplicacion de recursividad primitiva.
Una aplicacion de composicién.

W) = f(91(Z), -, ga(T))

se puede ilustrar en un arbol mediante un vértice con (n + 1) ramificaciones:

h
comp
f g1 v &n
Aqui f debe ser una funcién de aridad n y g1, ..., g, todas deben tener

la misma aridad que h.
Una aplicacion de recursividad primitiva para obtener una funcién h de

aridad (k + 1)

h(fu O) = f(jj
h(f7y + 1) = g(h(fa y)a:a y)

Puede ser ilustrada por un vértice con ramificacién binaria:

Tenga en cuenta que si f es de aridad k entoces g debe tener aridad (k+2)
y h tendrd aridad (k + 1), como ya se habia mencionado (por ejemplo, si h
es una funcién de aridad dos, entonces g debe ser una funcién de aridad tres
y f debe ser una funcién de aridad uno).

El caso £ = 0, donde una funciéon h de aridad uno se obtiene mediante
recursividad primitiva a partir de una funcién g de aridad dos usando el
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numero m

h(m) =m
Wz +1) = g(h(z), ),

Puede ser ilustrado por un vértice con ramificacion unaria.

h

rec(m)

g

En ambas formas de recursividad primitiva (k > 0y k& = 0), la carac-
teristica clave es que el valor de la funciéon en un nimero t + 1 se puede
obtener de alguna manera a partir de su valor en ¢. El papel de g es explicar
cOHmo.

Toda funcion recursiva primitiva es total. Podemos ver esto por “induc-
cién estructural”. Para la base, todas las funciones iniciales (las funciones
cero, la funcién sucesor y las funciones de proyeccién) son totales. Para los
dos pasos inductivos, observamos que la composiciéon de funciones totales
produce una funcién total, y la recursiéon primitiva aplicada a funciones to-
tales produce una funcién total. Entonces, para cualquier funcién recursiva
primitiva, podemos avanzar hasta su arbol de construccién. En las hojas del
arbol tenemos funciones totales. Y cada vez que nos movemos a un vértice
superior, todavia tenemos una funcién total. Finalmente, llegamos a la raiz
superior y concluimos que la funcion que se esta construyendo es total.

A continuacién queremos crear un catalogo de funciones recursivas pri-
mitivas basicas. Estos elementos del catdlogo se pueden utilizar luego como
piezas listas para usar para la posterior creacién de otras funciones recursivas
primitivas.

1. Ya se ha demostrado que la suma < x,y >— x + y es recursiva primi-
tiva. El simbolo “—” se lee “se mapea a”. El simbolo nos brinda una
forma muy conveniente de nombrar funciones. Por ejemplo, la funcion
de elevar al cuadrado puede denominarse mediante la frase larga “la
funcién que dado un numero, lo eleva al cuadrado”. Es matemaética-
mente conveniente utilizar una letra (como z o t). Esto nos lleva a los
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nombres “la funcién cuyo valor en z es 22 7 o “la funcién cuyo valor

en t es t27. De manera més compacta, estos nombres se pueden escribir
en simbolos como “x — 27 0 “t — t?”. La letra = o t es una variable
ficticia; podemos usar cualquier letra aqui.

2. Cualquier funcién constante ¥ — k se puede obtener aplicando com-
posicion k veces a la funcién sucesora y a la funcion cero & — 0. Por
ejemplo, la funcion de aridad tres que constantemente toma el valor 2
se puede construir mediante el siguiente arbol:

h(x, Yy, Z) = 2
/COIIIP \
Suw) =u+1 gx,y,2) =1
comp
S(u)=u+1 f(-’C,y,Z)z()

3. Para la multiplicacién < z,y >— x X y, primero observamos que

rx0=0
rx (y+1)=(xxy)+x.

Esto muestra que la multiplicacién se obtiene mediante recursién pri-
mitiva de las funciones x — 0y < w,x,y >— w + x. Esta dltima
funcién se obtiene mediante composicion aplicada a funciones de suma
y proyeccion.

Ahora podemos concluir que cualquier funcién polinomial con coefi-
cientes positivos es recursiva primitiva. Por ejemplo, podemos ver que
la funcién p(x,y) = x%y + dzy + 3y> es recursiva primitiva al aplicar
repetidamente 1, 2 y 3.

4. La exponenciacién < x,y >— ¥ es similar:
20 =1

29 = Y x 1.
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5. La exponenciacion < z,y >— y* se obtiene de la funcién anterior
mediante composicién con funciones de proyeccién. (Las funciones de
los puntos 4 y 5 son funciones diferentes; asignan valores diferentes a
< 2,3 >. El hecho de que coincidan en < 2,4 > es un accidente).
Deberiamos generalizar esta observacion. Por ejemplo, si f es recursiva
primitiva y g estd definido por la ecuacién

9(z,y,2) = f(y,3,2,7)

entonces g también es recursiva primitiva, y se obtiene por composicion
a partir de f y funciones de proyeccion y constantes. Diremos en esta
situacion que g se obtiene de f mediante transformacion explicita. La
transformacién explicita permite cambiar variables, repetir variables,
omitir variables y sustituir constantes.

6. La funcién factorial z! satisface el par de ecuaciones recursivas

0l=1
(x+ D) =z!x (z+1).

De este par de ecuaciones se deduce que la funcién factorial se obtiene
mediante recursividad primitiva (usando 1) de la funcién g(w,z) =
w - (z + 1). (Vea el ejemplo al comienzo de este capitulo).

7. La funcién predecesor pred(x) = x — 1 (excepto que pred(0) = 0) se
obtiene mediante recursién primitiva de I3

pred(0) =0
pred(z + 1) = .

Este par de ecuaciones conduce al arbol:

pred

rec(0)

I%(w, X)=x
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8. Defina la funcion de resta propia x — y mediante la ecuacién x — y =
max(xz —y,0). Esta funcién es recursiva primitiva:

r=-0==zx
= (y+1)=pred(x~y)

Este par de ecuaciones de recursividad produce el siguiente arbol de

construccion:
h(x, y) =x—=
Hx) =x g(w, x,y) = pred(w)
/ comp
pred(w) \
rec(0) Bw,x,y) =w
I% w,x) =x

Por cierto, el simbolo — a veces se lee como “monus”.

9. Supongamos que f es recursiva primitiva y defina las funciones s y p
mediante las ecuaciones

=2 f@ v p@y =[]r@0

t<y t<y

(sujeto a las convenciones estandar para la suma vacia Y, _, f(#,t) = 0
y el producto vacio [[,_, f(#,t) = 1). Entonces tanto s como p son
recursivas primitivas. Para p, tenemos el par de ecuaciones:

p(7,0) =
p(@,y+1) =p(Z,y) - f(Z,y)

10. Defina la funcién z mediante la ecuacion.

z(x)z{l s%xz()

0 sixz>0.
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11.

Es decir, la funcién z busca si su entrada es cero y devuelve Si (es decir,
1) si es cero; de lo contrario, devuelve No (es decir, 0). La funcién z es
recursiva primitiva. Podemos ver esto en la ecuacién z(x) = 0. Maés
directamente, podemos verlo en la ecuacién z(x) = 1 = z. Y ain més
directamente, podemos verlo en las ecuaciones de recursividad.

2(0) =1
2(x+1)=0

mostrando que z se obtiene mediante recursividad primitiva (usando
1) de la funcién g(w, z) = 0.

Z
rec(l)

gw,x) =0

De manera similar, la funcién A que verifica sus dos entradas x y y para
ver siono x <y

1 siz<y
h(z,y) =

0 en caso contrario

es recursiva primitiva porque h(x,y) = z(x = y).

Los items 10 y 11 pueden reformularse en términos de relaciones (en
lugar de funciones). Supongamos que R es una relacién de aridad k
sobre los niimeros naturales, es decir, R es algiin conjunto de tuplas-k de
ntmeros naturales: R < N*. Definimos R como una relacién recursiva
primitiva si su funcién caracteristica

1 si(xy,...,74)€R
Cr(xy,...,21) = , ’
R( 1y ’ ’“) 0 en caso contrario

es una funcién recursiva primitiva. Por ejemplo, el item 11 establece que
la relacién de ordenamiento {< x,y > |x < y} es una relacién binaria
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recursiva primitiva. Y el item 10 establece que {0} es una relacién unaria
recursiva primitiva.

De la composicion derivamos la regla de sustitucion: si () es una relacion
recursiva primitiva de aridad n, y ¢1,..., g, son funciones recursivas
primitivas de aridada k, entonces la relacion de aridad k.

{Z191(7), .., g (7))}

es recursiva primitiva porque su funcién caracteristica se obtiene de Cy
Y g1, -, Jn POr composicion.

De una relacién @, podemos formar su complemento Q:
Q@ = {#|7 no estd en Q}.

A partir de dos relaciones @ y R de aridad k (para el mismo k), podemos
formar su interseccion,

QN R= {7 ambos € Qy Te R}

y su union
QuUR={¥ oZeQ o€ R oambos}

Podemos simplificar ligeramente la notaciéon escribiendo, en lugar de
Z € @, simplemente Q (). En esta notacion,

Q = {z] no Q(@)},
Q ~ R = {7] ambos Q(7) y R(D)},
Q U R ={Z] o Q(¥) o R(Z) o ambos}.

El siguiente teorema nos asegura que estas construcciones preservan la
recursividad primitiva. Es decir, cuando se aplican a relaciones recursi-
vas primitivas, producen relaciones recursivas primitivas. Este teorema
sera util para ampliar nuestro catalogo de relaciones y funciones recur-
sivas primitivas.

Teorema Supongamos que () y R son relaciones recursivas primitivas
de aridad k. Entonces las siguientes relaciones también son recursivas
primitivas.
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(a) El complemento Q de Q-
Q = {7 no Q(7)}
(b) La interseccion Q A R de Q y R:
Q N R = {z] ambos Q(7) y R(%)}
(¢) La union Q U R de Q y R-
QU R = {#] 0 Q(Z) o R(Z) o ambos}

Prueba:

(a)
Cq(T) = 2(Co(7))
donde z es la funcién del item 10. Es decir, C se obtiene por
composicién de funciones que se sabe que son recursivas primiti-
vas. Las demas partes se prueban de manera similar; necesitamos
hacer la funcién caracteristica a partir de partes recursivas primi-
tivas.

(b)
Canr(T) = Co(7) - Cr(T)

()
Cqur(T) = pos[Cq(7) + Cr(7)]

donde pos es la funcion del Ejercicio 5 de este capitulo. —

Por ejemplo, podemos aplicar este teorema para concluir que > y =
son relaciones recursivas primitivas:

12. La relacién {< z,y > |r > y} es recursiva primitiva porque es el
complemento de la relacion < del item 11.

13. La relacién {< =,y > |r = y} es recursiva primitiva porque es la
interseccion de las relaciones < y >, y > se obtiene de < mediante
transformacion explicita. Del item 13 y de la regla de sustitucion se
deduce que para cualquier funcién recursiva primitiva f, su grafica

{<Z,y>|f(%) =y}
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es una relacion recursiva primitiva.

Definicién por casos: Supongamos que Q) es una relacion recursiva
primitiva de aridad k, y que f y g son funciones recursivas primitivas
de aridad k. Entonces la funcion h definida por la ecuacion

también es recursiva primitiva.
Prueba: h(7) = f(7) - Co(T) + g(T) - Cg(Z). =

Este resultado puede extenderse a mas de dos casos; vea el Ejercicio
12 de este capitulo. Por ejemplo, es posible que deseemos manejar una
ecuacion de la forma

fi(@) sl Q(E) y R(Z)
) L 2@ 5 Q@) y o RiE)

f3(Z) si R(Z) y no Q()

f4(Z) sini Q(Z) ni R(Z)

o una de la forma

fi(T) s Qu(T)
f2(7) st Qa(T)

-

8y

fg(ff) Sl Qg(l_")

L /10 (Z) sininguna de las anteriores se cumple

en una situacion en la que se sabe que no hay dos de @1, ..., Q9 que
puedan cumplirse simultaneamente.

Ademas, a partir de una relacién () de aridad k, podemos formar
{<zy,...,21,y > | paratodo t <y,< xq,...,T5_1,t > € Q}
que se puede escribir en mejor notaciéon como

{<Zy>](vi<y) QT 1)}
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donde el simbolo V se lee “para todos”. Con el mismo espiritu, podemos
formar

{<zy,...,251,y > | paraalgin t <y, < xy,...,T5_1,t > € Q}
que esta mejor escrito como

{<Zy>| (3t <y) QT 1)}
donde el simbolo 3 se lee como “existe ...tal que”.

Nuevamente, estas construcciones preservan la recursividad primitiva:
Teorema: Supongamos que ) es una relacion recursiva primitiva de
aridad (k+1). Entonces las siguientes relaciones también son recursivas
primaitivas:

(a)

{<Z,y>](Vt <y) Q7,1)}

(b)

{<Zy>|(Et<y) Q 1)}
Prueba:

(a) El valor de la funcién caracteristica en < &,y > es
[[Ca@t)
t<y

Aplicar el item 9.

(b) El valor de la funcién caracteristica en < &,y > es

> Co(&, t)]

t<y

pos

donde pos es la funcion del ejercicio 5. Esta es primitiva recursiva
en virtud del item 9 y del Ejercicio 5.

_|

Por ejemplo, podemos aplicar estos resultados para demostrar que la
relacion

{<z,y>|(Fg<y+1)[z-q=yl}
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14.

es recursiva primitiva. Hacemos esto observando la forma en que esta
escrita la linea anterior y luego completando los detalles. En primer
lugar, la relacién ternaria

Ri(z,y,q) = x-q=y

se obtiene de la relacion de igualdad sustituyendo las siguientes fun-
ciones < x,y,q >— x-qy I3. En segundo lugar, una aplicacién del
teorema anterior muestra que la relacion ternaria

Ry(x,y,2) <= (¢ < 2)[xz - q = y]
es recursiva primitiva. Finalmente aplicamos sustitucién:
Fg<y+ Dz g=yl = Rao(z,y,y+1)

En resumen, podemos demostrar que esta relacion es recursiva primitiva
examinando la forma sintactica de su definicién y verificando que se
ha construido utilizando sélo piezas que se sabe que son recursivas
primitivas.

La relacién de divisibilidad x|y, es decir, la relacién
{< z,y > | x divide y con resto 0},

es recursiva primitiva. (Aqui adoptamos la convencién de que 0 se divide
a si mismo, pero no divide a ningin entero positivo). Esto se debe a
que

x|y <= para algin cociente ¢, tenemos que = - q =y
= (Jg<y)z-q¢=y]
— (Jg<y+ [z -qg=y]

Es decir, jla relacion que examinamos en el Ejemplo anterior no es méas
que la relacion de divisibilidad!

En efecto, estamos construyendo un determinado lenguaje de tal ma-
nera que se garantiza que cualquier funcién o relacién definible en el
lenguaje sera recursiva primitiva. (Para la divisibilidad, el hecho cru-
cial fue que la expresién “(3¢ < y + 1)[z - ¢ = y]” pertenecia a este
lenguaje). Este lenguaje incluye lo siguiente:
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15.

2.1.1.

Variables: Las funciones de proyeccion son recursivas primitivas.

Constantes (numerales): Las funciones constantes son recursivas
primitivas.

Simbolos de funcién: Podemos usar simbolos para cualquier fun-
cion recursiva primitiva en la lista que se estd acumulando, de
acuerdo a las convenciones usuales (4, x, =~ ... y habrd mas por
venir).

Combinaciones: »;, _,,[],.,, y habrd mas por venir.

Simbolos de relaciéon: Podemos usar simbolos para cualquier re-
lacién recursiva primitiva en la lista que estamos construyendo
(<,=,],..., con més por venir).

13 2 (1)) (APl

Mas combinaciones: “no”, “y”, “0” se pueden aplicar a las rela-
ciones.

“Cuantificadores” acotados: Vo <y y 3z < y. (Aqui se necesita el
limite superior y).

Tenemos teoremas que nos aseguran que las funciones o relaciones ex-
presables en este lenguaje seguramente seran recursivas primitivas.

Por ejemplo, a continuacion agregamos el conjunto de ntimeros primos

(como una relacién unaria) a nuestra lista:

El conjunto {2,3,5,...} de nimeros naturales primos (como relacién
unaria sobre N) es recursivo primitivo. Para ver esto, observe que

zesprimo < 1<zy (Yu<z)(Vv<z)|uw + x|,

y el lado derecho esta escrito en el lenguaje disponible para nosotros.

Biusqueda acotada

El operador de busqueda (a menudo llamado minimizacién u operador
i) proporciona una forma t1til de definir una funcién en términos de una
“bisqueda” para la primera vez que se cumple una condicién dada.

Definicién 2.1.1 Para una relaciéon P de aridad (k + 1), el nimero (ut <
y)P(Z,t) se define mediante la ecuacién:

(ut < y)P(T,t) =

el minimo ¢ tal que t < y y P(Z,t), si existe

y si no existe tal ¢
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Por ejemplo, si definimos

f(z,y) = pt < y[t es primo y = < t]
entonces f(6,4) =4y f(6,8) = f(6,800) = 7.

Teorema 2.1.1 Si P es una relacién primitiva recursiva, entonces la funcién

f(@y) = (ut < y)P(Z1)
es una funciéon recursiva primitiva.

Prueba: Aplicaremos la recursividad primitiva. Trivialmente f(Z,0) = 0, por
lo que aqui no hay problema. El problema es ver como f(Z,y + 1) (lldmelo
b) depende de f(Z,y) (llamelo a):

» Sia <y, entonces b = a. (La bisqueda para niimeros menores que y
tuvo éxito).

» Sia=yy P(Z,y), entonces b = y.
= En caso contrario, b = y + 1.

Asi, si definimos

a sia <y
9(a,7,y) =y sia€yy P(7,y)
y+1 siafyyno P(Z,y),

entonces f se obtiene por recursion primitiva de las funciones & — 0 y g.
Como P es una relacion recursiva primitiva, se deduce que g es recursiva pri-
mitiva (por definicién, por casos) y, por tanto, f es recursiva primitiva. {Hay
otra prueba de este teorema, que se basa en la siguiente notable ecuacién:

(ut < y)P(5,0) = 3 [ Cplit)

u<y t<u

Un operador de busqueda relacionado es una maximizacion acotada. De-
fina el operador 1z de la siguiente manera:

el nimero ¢ més grande tal que ¢t < y y P(Z,t), si lo hay

0 sino existe tal t

(it < y)P(Z,t) = {
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Teorema 2.1.2 Si P es una relacién recursiva primitiva, entonces la funcién
f(@y) = (at <y)P(Z,t)

es una funcion recursiva primitiva.
Prueba:

(it <y)P(Z,t) =y = (us < y)P(T,y = s).

Esta ecuacién capta la idea de buscar hacia abajo a partir de y. —

Euclides observé que el conjunto de los niimeros primos es ilimitado. Por
tanto, la funcién

h(z) = el menor nimero primo mayor que x
es total. También es primitiva recursiva porque
h(z) = ut < (z!' + 2)[t es primo y = < t].

El limite superior x! 4+ 2 es suficiente porque para cualquier factor primo p
de z!'+ 1, tenemos =z < p < x! 4+ 1. Asi que cualquier busqueda de un nimero
primo mayor que x no necesita ir mas alla de z! + 1.

Digresion: Aqui hay un resultado interesante en la teoria de nimeros. El
“postulado de Bertrand” establece que para cualquier x > 3, siempre habra
un numero primo p con x < p < 2z — 2. (El postulado de Bertrand im-
plica que en el parrafo anterior basta con usar simplemente h(z) = ut <
(22 — 2)[t es primo y x < t].) En 1845, el matemdtico francés Joseph Ber-
trand, usando tablas de niimeros primos, verificd esta afirmacion para x por
debajo de tres millones.

Luego, en 1850, el ruso P.L. Chebyshev (Tchebychef) demostré el resul-
tado en general. En 1932, el hingaro Paul Erdés dio una prueba mejor, que
ahora se puede encontrar en los libros de texto universitarios de teoria de
numeros. El origen de

Chebyshev lo dijo

Asi que lo diré de nuevo
Siempre hay un primo
Entre N and 2N

se desconoce, lo cual puede ser mejor.
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Defina p, como el (x 4+ 1) primer nimero primo, de modo que

Po=2,p1 =3,p2 = 5,p3 =T,ps = 11,

etcétera. En otras palabras, p, es el z-ésimo primo impar, excepto que py = 2.
(El teorema de los nimeros primos nos dice que p, crece a una velocidad
similar a z Inx, pero eso no viene al caso).

16. La funcién x — p, es recursiva primitiva porque tenemos las ecuaciones
de recursion

Po =2
Pz+1 = h(pac)a

donde h es la funcién anterior que encuentra el siguiente primo.

Es facil ver que siempre tenemos x + 1 < p,; una prueba formal puede
utilizar la induccion.

Necesitaremos métodos para codificar una cadena de ntimeros median-
te un solo nuimero. Un método que es conceptualmente simple utiliza
potencias de nimeros primos. Definimos la “notacion entre corchetes”
de la siguiente manera.

z+1

z+13y+1

—
8
<

—_—
I

N NN

a:+13y+15z+1

_ 2270+131’1+1 . _pzk-i-l

[z0, 21, ..., Tk] W

Por ejemplo, [2,1] = 72 y [2,1,0] = 360. Claramente, para cualquier
valor de k, la funcién

< XQ, X1y, T > [T, T1, .., Tk

es una funcién recursiva primitiva de aridad (k + 1). Pero codificar es
initil, a menos que podamos decodificarlo. (El “teorema fundamental
de la aritmética” es la afirmacion de que todo ntimero entero positivo
tiene una factorizaciéon en nimeros primos, tinica excepto por el orden.
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Para decodificar, estamos explotando implicitamente la unicidad de
la factorizacién de nimeros primos). El item 17 dard una funcién de
decodificacion recursiva primitiva.

Digresion: usar potencias de nimeros primos no es de ninguna manera
la tnica forma de codificar una cadena de nimeros. Es un método
muy conveniente para nuestros propésitos actuales, pero existen otros
métodos. Aqui hay un enfoque muy diferente:

< X9, T1,...,T, >—>100---0100---QL------ 100---0
—_— —— —
xo x1 Tk
Es decir, una secuencia de longitud n puede codificarse mediante el
nimero cuya representacion binaria tiene n unos. El niimero de ceros

que siguen al i-ésimo 1 en la representacién corresponde al i-ésimo
componente de la secuencia.

Aqui hay unos ejemplos:

<0,3,2 >+~ 11000100 = 196
<2,1,0 > — 100101 = 37
<>—0=0
< 7>~ 10000000 = 128
<0,0,0,0 >~ 1111 =15
Estos valores se pueden comparar con los valores arrojados por la nota-
cién entre corchetes: [0, 3, 2] = 2'-31.53 = 20,250, [2,1,0] = 23-3%-5! =
360, [] = 1, [7] = 28 = 256, [0,0,0,0] =2-3-5-7 = 210.
En particular, supongamos que queremos codificar una secuencia de
dos numeros. Este método produce
<m,n > 100---0100---0 = 2™+ 4 2" = 2 (2m*! 4 1),
N~

m n

La notacién entre corchetes produce simplemente [m,n] = 2m+1. 3n+1,
Ambas “funciones de emparejamiento” tienen la caracteristica de que
crecen exponencialmente a medida que m y n aumentan.

Curiosamente, existen funciones de emparejamiento polinomial, y aqui
hay una:

J(m,n) = %((m +n)? +3m +n).
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17.

La funcién J es uno a uno, por lo que el par < m,n > es recuperable
a partir del valor J(m,n). De hecho, la funcién J asigna N x N uno a
uno a N.

.Y de dénde viene J? Aqui hay una pista. Calcule J(m,n) para todos
los valores pequenos de m y n, digamos m + n < 4. Luego haga una
grafica en el plano, colocando el nimero J(m,n) en el punto del plano
con coordenadas < m,n >. Compruebe si estd surgiendo un patrén.

Existe una funcién primitiva recursiva de “decodificacién” de aridad
dos, cuyo valor en < x,y > se escribe (z),, con la propiedad de que
siempre que y < k,

([$0,$1, Ce ,a:k])y = .CEy.

Esto es

(c6digo para una secuencia), = el (y + 1)-ésimo término de la secuencia.

Por ejemplo, (72)g =2y (72); = 1 porque 72 = [2, 1].

Primero, observe que el exponente de un primo ¢ en la factorizacion de
un entero positivo x es

pe (¢ 1),

la e méas pequena para la cual e + 1 seria demasiado. Podemos acotar
la bisqueda en = porque si ¢° | =, entonces e < ¢¢ < z. Es decir, el
exponente de ¢ en la factorizacién de z es

(ne <) (¢t ).

Ahora supongamos que el primo ¢ es p,. Definimos

(2)} = (e < x) (b 1 2)

asi que (2)* es el exponente de p, en la factorizacién prima de z.
y y

En segundo lugar, para nuestra funcion de decodificacion, necesitamos
uno menos que el exponente del primo p, en la factorizaciéon del cédigo
de secuencia. En consecuencia, definimos

(2)y = (2) = 1 = (e < 2) (" ) = 1.
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18.

19.

20.

El lado derecho de esta ecuacion estd escrito en nuestro lenguaje, por
lo que la funcién es recursiva primitiva. La funciéon prueba potencias
de p, hasta que encuentra la mds grande en la factorizacién de z, y
luego retrocede en 1. Si p, no divide a z, entonces (z), = 0, lo cual es
bastante inofensivo. También (0), = 0, pero por una razén diferente.

Digamos que y es un nimero de secuenciasiy = [| oy = [xg, 1, ..., xk]
para algun k y algunos zg, x1, ..., zr. Por ejemplo, 1 es un nimero de
secuencia pero 50 no lo es.

El conjunto de niimeros de secuencia es recursivo primitivo; consulte

el ejercicio 14. El conjunto de niimeros de secuencia comienza como
{1,2,4,6,8,12,...}.

Existe una funcién recursiva primitiva lh tal que
Ih[zg, x1,..., 26 =k + 1.

Por ejemplo, 1h(360) = 3. Aqui “lh”significa “longitud”. Definimos
ln(z) = (uk < ) (i 7).

Asi, por ejemplo, 1h(50) = 1.

De su definicién se desprende que esta funcién es recursiva primitiva.
El limite superior de la busqueda p es adecuado porque si px_1 | =,
entonces (k—1) +1 <pp_1 <.

Si s es un numero de secuencia de longitud positiva, entonces
(S)lh(s)q
serd el ultimo componente de la secuencia.

Existe una funciéon recursiva primitiva de aridad dos cuyo valor en
< x,y > se llama restriccion de x a y, escrita x | y, con la propiedad
de que siempre que y < k + 1 entonces

[.1'0,5[;1, s 7$k] f Yy = [x07x15 s 7xy71]-

Es decir, la restriccion de x a y nos da los primeros y componentes de
la secuencia.
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21.

22.

Definimos .
zly=[]p"
<y
Por ejemplo, si s es un nimero de secuencia, entonces s | (lh(s) = 1)
codificara el resultado de eliminar el ultimo elemento de la secuencia,
si lo hubiera.

Existe una funciéon recursiva primitiva de aridad dos cuyo valor en
< x,y > se llama concatenacion de x y y, escrita x =y, con la propiedad
de que siempre que x y y sean numeros de secuencia, entonces x =y es
el nimero de secuencia de longitud lh(z) + lh(y) cuyos componentes
son primero los componentes de x y luego los componentes de y.

W)y
Ty =2T: H Ditin(a):
i<Ih(y)

Por ejemplo, 72 * 72 = [2,1,2,1] = 441,000. Si s es un ndmero de
secuencia, entonces s * [x]| codificard el resultado de unir x al final de
la secuencia.

Definimos

También podemos definir una operacién “asterisco mayusculo”. Sea
KicyQr = Qo * Q1 * -+ * Ay

(agrupados a la izquierda). Si f es una funcién recursiva primitiva de
aridad (k+ 1), entonces también lo es la funcién cuyo valor en < Z,y >
es ki<, f(Z, 1), como se puede ver en el par de ecuaciones recursivas:

*t<0f(fu
>kt<y-i—1f('fa

Para cualquier funcién f de aridad (k + 1), definimos ]; mediante la
ecuacion

f (fay) = [f(if,()),f(.’f,l),,f(f,y— 1)]
de modo que el nimero f(Z,y) codifica y valores de f, es decir, los
valores f(Z,t) para todo t < y. Por ejemplo, f(Z,0) =[] = 1, codifica
0 valores. Y f(Z,2) = [f(#,0), f(#,1)]. Claramente, f(Z,y) es siempre
un nimero de secuencia de longitud y.
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23.

24.

Si f es recursiva primitiva, entonces f también lo es porque
£ 7,i)+1
f(@y) =] ol
<y

Ahora supongamos que tenemos una funcién g de aridad (k + 2). En-
tonces existe una funcién tunica f de aridad (k + 1) que satisface la
ecuacion

f(#y) = g(f (&,y), 7, y)

para todo  y y. Por ejemplo,

,0), f(7,1)],7,2)

etcétera. La funcion f se determina de forma recursiva; podemos en-
contrar f(#,y) después de conocer f(Z,t) para todo t < y.

Supongamos que g es una funcién recursiva primitiva de aridad (k+2),
y sea f la unica funcién de aridad (k + 1) para la cual

f(@y) = g(f (Z,y),7.y)
para todo ¥ y y. Entonces f también es recursiva primitiva.

Para ver que f es recursiva primitiva, primero examinamos f. tenemos
el par de ecuaciones de recursion

}(f7y + 1) :.]_C (fv y) * [g(.]_C (fv y)afa y)]

de lo cual vemos que f es recursiva primitiva. En segundo lugar, la
recursividad primitiva de f se deriva de la ecuacion

f(@y) = g(f (&), 2, y)

una vez que sabemos que f es recursiva primitiva.
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La definicién de recursividad primitiva implicé definir el valor de una
funcién en términos de su valor inmediatamente anterior. El item 24
muestra que obtenemos una ventaja adicional: el valor de una funciéon
se puede definir en términos de todos sus valores anteriores.

Hasta ahora hemos visto que muchas de las funciones cotidianas de los
nimeros naturales son recursivas primitivas. Pero la clase de funciones
recursivas primitivas no incluye todas las funciones sobre N que uno
consideraria efectivamente calculables.

W. Ackermann mostré como construir una funcion efectivamente calcu-
lable que crezca mas rapido que cualquier funcién recursiva primitiva.
Ademas, podemos “diagonalizar” las funciones recursivas primitivas.
A grandes rasgos, asi es como funcionaria: cualquier funcién recursi-
va primitiva esta determinada por un arbol, lo que muestra cémo se
construye a partir de funcioes iniciales usando composicién y recursion
primitiva.

Podemos, con algo de esfuerzo, codificar estos arboles mediante niime-
ros naturales. La funcién “universal”

f(z) siy codifica un arbol para una funcién recursiva
U(z,y) = primitiva de aridad uno

0 en otro caso

es efectivamente calculable (y total). Pero U(z,2)+1y 1= ¥(z, ) son
funciones totales efectivamente calculables que no pueden ser recursivas
primitivas.

2.2. Operacion de busqueda
Obtenemos la clase de funciones parciales recursivas generales al permitir
que las funciones se construyan mediante el uso de la buisqueda (ademés de la

composicion y la recursividad primitiva). La busqueda (también llamada mi-
nimizacién) corresponde a un operador-y ilimitado. Para una funcién parcial
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g de aridad (k + 1), definimos

el menor nimero y tal que g(7,y) = 0 y para todo ¢
menor que y, el valor g(Z,t) estd definido y es distinto
de cero, si existe tal y

indefinido, si no existe tal y.

Esta cantidad puede no estar definida para algunos (o todos) los valores de
Z, incluso si g resulta ser una funcién total.

Ejemplo: Supongamos que conocemos la siguiente informacion sobre la
funcion g:

g(0,0) =7 9(0,1) =0
9(170): 1 9(171):0

Entonces py[g(0,y) = 0] es 1 v py[g(1,y) = 0] estd indefinida.
Se dice que una funcién parcial h de aridad k se obtiene a partir de g
mediante busqueda si la ecuacion

h(%) = pylg(Z,y) = 0]

se cumple para todo Z, con el entendimiento habitual de que para que una
ecuacion se cumpla, ambos lados no estan definidos o ambos lados estan
definidos y son iguales.

Luego decimos que una funcién parcial es recursiva general si se puede
construir a partir de las funciones cero, sucesor y proyeccién, donde se nos
permite usar composicion, recursividad primitiva y busqueda.

La coleccion de funciones parciales recursivas generales incluye todas las
funciones recursivas primitivas (que son todas totales) y mas. Como ejemplo
extremo, la funcién vacia de aridad uno (es decir, la funcién con dominio
vacio) es una funcién parcial recursiva general; se obtiene mediante bisqueda
a partir de la funcién constante g(z,y) = 3.

9A. Si f es una funcion parcial recursiva general, entonces también lo son
las funciones s y p:

s(Zy) = D FED vy pEy) =] @0

t<y t<y

Para cualquier ¥ particular, estas funciones se definen para todo y o
para un segmento inicial finito de los nimeros naturales.
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Definimos una relaciéon R como una relacion recursiva general si su fun-
cién caracteristica C'r (que por definicién es siempre total) es una funcién
recursiva general. Como caso especial de busqueda, siempre que R es una
relacién recursiva general de aridad (k + 1), entonces la funcién h de aridad
k definida por la ecuacion

h(Z) = pyR(Z,y)

es una funcion parcial recursiva general.

Nuevamente tenemos una regla de sustitucién: siempre que () sea una
relacion recursiva general de aridad n y ¢1, ..., g, sean funciones recursivas
generales totales de aridad k, entonces la relaciéon de aridad k

{T1<91(),.. -, 90(7) > € Q}

es recursiva general porque su funcién caracteristica se obtiene de Cg y
J1,---,9n por composicién. Pero esto no es necesariamente cierto si las fun-
ciones g; no son totales. En ese caso, la composiciéon no nos da Cg completo,
sino una subfuncion no total del mismo.

Por ejemplo, para cualquier funcién recursiva general total f, su gréfica

{Zy | [(T) = v}

es una relacién recursiva general. (De manera similar, la grafica de cualquier
funcién recursiva primitiva serd una relacién recursiva primitiva). Veremos
mas adelante que esto puede fallar en el caso de una funcién no total.
Teorema:

(d) Si @ y R son relaciones recursivas generales de aridad k, entonces tam-
biénloson Q, Q" Ry Q u R.

(e) SiQ esuna relacion recursiva general de aridad (k+1), entonces también
lo son las relaciones

{<Zy>(Vt<y)Q@ 1)} v {<Zy>[(Et<yQ 1)}
La prueba no ha cambiado.

La definicién por casos sigue siendo valida, pero debemos ser mas cuidadosos
con su demostracién. Supongamos que g es una funcién parcial recursiva
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general de aridad k£ y que () es una relaciéon recursiva general de aridad k.
Defina ¢% por la ecuacién

o [9@ s
9@ {O si no Q(7)

Entonces g9 también es una funcién parcial recursiva general. Pero no pode-
mos escribir simplemente g?(7) = g(¥)-Cq(Z) porque puede haber algunas #
que no estén en el dominio de g (por lo que el lado derecho no estard definido)
y no en @ (por lo que el lado izquierdo serd 0). En cambio, primero podemos
usar la recursividad primitiva para construir la funcion.

G(7,0) = 0
G(7,y+1) = g(7)

que es como ¢ excepto que tiene un “interruptor de encendido y apagado”.
Entonces tenemos la ecuacion

9°(%) = G(7. Co(7)).

mostrando que ¢% es una funcién parcial recursiva general.
Ahora, si también tenemos otra funcién parcial recursiva general f de
aridad k y definimos

entonces h es una funcién parcial recursiva general porque h(r) = f9(7) +

g99(E).

24A. Asuma que g es una funcién parcial recursiva general de aridad (k +2)
y sea [ la unica funcién de aridad (k + 1) para la cual

f(fvy) = g(f(fwy)af7y)

para todo 7 y y. (Si g no es total, entonces es posible que para algunos
valores de ¥, la cantidad f(Z,y) se defina sélo para un nimero finito
de ys.) Entonces f también es una funcién parcial recursiva general.

La prueba es como antes.
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Anteriormente se argumenté que la coleccién de funciones recursivas pri-
mitivas no puede contener todas las funciones totales efectivamente calcula-
bles. Pero la tesis de Church implica que la coleccién de funciones parciales
recursivas generales las contiene todas, asi como las funciones no totales
efectivamente calculables. Como se ha indicado informalmente, no es posible
“diagonalizar” la coleccion de funciones parciales recursivas generales.

2.2.1. Ejercicios

1. ;Entiendes la recursividad primitiva? ;Eres positivo? Si eres positivo,
ve al Ejercicio 2.

2. Resta 1. Ve al ejercicio 1.
3. Dé un arbol de construccién completo para la multiplicacién (item 3).

4. Demuestre que la funcién que eleva al cuadrado f(r) = 22 es recursi-
va primitiva proporcionando un arbol de construcciéon que muestre en
detalle como se puede construir a partir de funciones iniciales median-
te el uso de composicién y recursividad primitiva. (En las hojas del
arbol, debes tener sélo funciones iniciales; por ejemplo, si quieres usar
la suma, debes construirla).

5. Demuestre que la funcion

1 siz>0

pos(z) = .
0 siz=0
es recursiva primitiva dando un arbol de construccién.

6. Demuestre que la funcién de paridad

1 six esimpar
Coad(r) =

0 sixespar
es recursiva primitiva dando un arbol de construccién.
7. Demuestre que la funcién < z,y >— |z — y| es recursiva primitiva.

8. Demuestre que la funciéon < z,y >— max < x,y > es recursiva primi-
tiva.
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9. Demuestre que la funciéon < z,y >— min < z,y > es recursiva primi-
tiva.

10. Utilice el postulado de Bertrand para demostrar (por induccién) que
P < 2771y que la igualdad se cumple sélo para x = 0.
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Capitulo 3

Programas y maquinas

En este capitulo nos centramos en otra forma de formalizar el concepto
de calculabilidad efectiva: los programas de maquinas de registros. Nuestro
primer objetivo es mostrar que todas las funciones parciales recursivas gene-
rales también son computables mediante maquinas de registros. Este hecho
nos permitira aplicar nuestro trabajo en el Capitulo [2| para ver que muchas
funciones cotidianas son computables por méquinas de registros. Usando es-
to, podremos construir un programa universal, es decir, un programa para
calcular la funcién parcial ®(w,z) = el resultado de aplicar el programa
codificado por w a la entrada x.

3.1. Maquinas de registros

Recuerde del Capitulo |1 que un programa de méquina de registros es una
secuencia finita de instrucciones de los siguientes tipos:

» “Incrementa r”, I r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién
es aumentar el contenido del registro r en 1. Luego, la maquina pasa a
la siguiente instruccién del programa (si corresponde).

» “Decrementa 7, D r (donde 0 < r < K): El efecto de esta instruccién
depende del contenido del registro r. Si ese nimero es distinto de cero,
se decrementa en 1 y la maquina no pasa a la siguiente instruccion, sino
a la siguiente de la siguiente. Pero si el niimero en el registro r es cero,
la maquina simplemente pasa a la siguiente instruccion. En resumen,
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la maquina intenta disminuir el registro r y, si tiene éxito, se salta una
instruccion.

» “Jump ¢”, J ¢ (donde ¢ es un nimero entero: positivo, negativo o ce-
ro): todos los registros se dejan sin cambios. La maquina toma como
siguiente instrucciéon la g—ésima instrucciéon que sigue a ésta en el pro-
grama (si ¢ = 0), o la |¢|—ésima instruccién que precede a ésta (si
g < 0). La maquina se detiene si no existe tal instruccién en el pro-
grama. La instruccién J 0 da como resultado un bucle, en el que la
maquina ejecuta esta instruccién una y otra vez.

Ahora supongamos que f es una funciéon parcial de aridad n sobre N.
Posiblemente habra un programa P tal que si iniciamos una maquina de
registros (que tiene todos los registros a los que P se refiere) con xy,. .., x,
en los registros 1,...,n y 0 en los demés registros, y aplicamos el programa
P, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

» Si f(xy,...,2,) estd definida, entonces el cdlculo finalmente termina
con f(xy,...,x,) en el registro 0. Ademas, el célculo termina buscando
la (p + 1)—ésima instruccién, donde p es la longitud de P.

» Si f(xy,...,2,) no estd definida, entonces el célculo nunca termina.

Si existe tal programa P, decimos que P calcula f. (Observe que cuando
iniciamos la ejecucién de un programa, hay tres posibilidades: (1) podria
ejecutarse para siempre; (1I) podria detenerse “bien”, al buscar la primera
instruccién que no estd alli; (111) podria detenerse “mal”, ya sea intentando
saltar a algin lugar antes del inicio del programa o intentando avanzar a
una instruccion, inexistente, después de la tltima instruccion del programa.
En nuestra definicién de “P calcula f”, hemos elegido descartar paradas
incorrectas. Esto serd conveniente para ejecutar programas de principio a
fin).

Por ejemplo, la funcién de suma z + y se calcula mediante un programa
de méquina de registros dado en el Capitulo [, Ademads, en el Capitulo [T}
vimos algunas subrutinas basicas:

CLEAR r Borra el registro 7.
MOVE from r to s Se borra el registro 7.

COPY from r to s using t El registro r no cambia.
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Estas subrutinas tienen longitud 3, 7 y 15, respectivamente.

Para un ejemplo trivial, la funcién constante cero de aridad n se calcula
mediante el programa vacio y por nuestro programa de tres lineas para borrar
el registro 0:

[ D 0 Try to decrement 0.

I 2
I =2 ] Go back and repeat.
Halt.

(Las flechas son para ayudarnos a ver lo que hace el programa). Ademaés,
al agregar algunos instrucciones de incremento, podemos ver que cualquier
funcién constante total se calcula mediante algiin programa de registros.

La funcién sucesora de aridad uno S(z) = x + 1 es calculada por el
programa que mueve el contenido del registro 1 (llame a este nimero [1]) al
registro 0 y luego incrementa el nimero:

D 1 Take 1 from [1].
J 3 Exit when zero.
I 0 Add 1 to [0].

J =3 Repeat.

1 0 Add 1 to [0].

La funcién de proyeccién I¥ es calculada por el programa de siete lineas
que mueve el contenido del registro n al registro 0.

A continuacién, queremos mostrar que la clase de funciones parciales
calculadas por programas de méaquinas de registros esta cerrada bajo com-
posicién. Es decir, queremos saber que siempre que tengamos programas de
maquinas de registros que calculen f,g1,...,9, v

h(f) = f(gl(f>v s 7gn(f))>

entonces podemos producir un programa para h. Esto implica encadenar
varios programas. Pero se debe tener cuidado para asegurarse de que un
programa no tropiece con la basura dejada por un programa anterior y que
no borre los datos necesarios para un programa posterior.

Sabemos lo que significa que P calcule f: cuando le proporcionamos a P
las condiciones ideales (la entrada en los registros 1, ..., k, los otros registros
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estan vacios), entonces P regresara (en el registro 0) el valor de la funcidn,
si estd definido.

Pero necesitamos un programa que sea menos complicado. ;jQué pasa
si las condiciones no son ideales? Supongamos que la entrada esta en los
registros ri, ..., 7y, donde estos son k niumeros distintos (no necesariamente
consecutivos y no necesariamente en orden creciente). Y supongamos que no
queremos prometer que los demas registros estén vacios. Ademas, queremos
un programa que no borra ni altera el contenido de los primeros s registros,
para algin numero grande s queremos que la informacién de esos registros
se mantenga segura.

Esto es lo que queremos, formulado como una definicion:

Definicién: Supongamos que f es una funcién parcial de aridad k, Q es
un programa, 7, ..., son numeros naturales distintos, y s y £ son nimeros
naturales. Entonces decimos que Q calcula f a partir de los registros rq, ..., rg
en t preservando s si cada vez que iniciamos una maquina de registros (con
suficientes registros) con el programa Q y con ay,...,a; en los registros
r1,...,T, entonces no importa lo que haya inicialmente en los otros registros,
tenemos los siguientes resultados finales:

» Si f(a,...,ax) estd definida, entonces el célculo finalmente se detie-
ne (es decir, se detiene buscando la primera instruccién inexistente,
la (¢ + 1)-ésima instruccién, donde ¢ es la longitud de Q), con el va-
lor f(ay,...,ax) en t. Ademads, los primeros s registros, los registros
0,1,...,s — 1, contienen los mismos nimeros que tenian inicialmente,
excepto posiblemente el de .

» Si f(ay,...,a) no esta definida, entonces el calculo nunca se detiene.

Como caso especial, podemos decir que si Q calcula f a partirde 1,...,k
en 0 preservando 0, entonces Q calcula f (en el sentido definido originalmen-
te). Lo contrario no es del todo cierto debido a la cuestion de si los registros
estan inicialmente vacios.

El siguiente lema dice que podemos tener lo que pide la definicion anterior.
Lema: Supongamos que el programa P calcula la funcién parcial f de aridad

k. Sean ry,...,r, numeros naturales distintos. Sean ¢ y s niimeros natura-
les. Entonces podemos encontrar un programa Q que calcule f a partir de
r1,...,T, en t preservando s.

Prueba: Sea M la direccion méas grande en P (es decir, el niimero més grande
tal que alguna instrucciéon de incremento o decremento en P direcciona el
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registro M). Probablemente M > k; si no luego aumente M para que sea

k + 1. Sea j el mayor de los nimeros s, 71, ..., 7. Aqui esta el programa Q:

COPY 7y toj+ 1 usando j + 2

COPY 19 toj+ 2 usando j + 3

COPY rptoj+kusando j+k+1
CLEAR j
CLEAR j+k+1
CLEAR j+k+2
CLEAR j+ M

P reubicado por j
MOVE dejat (sij#t)

Aqui, “reubicado por j” significa que j se agrega a la direccion de todas las
instrucciones de incremento y decremento. Por tanto, el programa reubicado

opera en los registros j,7 + 1,...,7 + M exactamente como P operd en los
registros 0,1,..., M. Dado que P calcula f, el programa reubicado dejara
flay, ... ag), si esta definido, en el registro j. El programa Q entonces mue-
ve j al registro t. Exceptuando al registro t, el programa deja los registros
0,1,...,7 — 1 sin alterar. El siguiente mapa ilustra como Q usa los registros:

registro 0 intacto

registro 1 intacto

registro j—1 intacto

registro J salida

registro j+1 entrada

registro j+k entrada

registro J+k+1 espacio de trabajo

registro

J+M
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El lema sera una herramienta til siempre que necesitemos unir diferentes
programas. Como nuestra primera aplicacion de este lema, podemos demos-
trar que la clase de funciones parciales computables por méquinas de registros
es cerrada bajo composicion.

Teorema: La clase de funciones parciales computables por maquinas de re-
gistros es cerrada bajo composicion. Es decir, siempre que tengamos progra-
mas de maquinas de registros que calculen funciones parciales f, g1, ..., g, de
las cuales se obtiene h por composicion, entonces podemos hacer un programa
que calcula la funcién parcial h.

Prueba: Supongamos que la funcién parcial h de aridad k se obtiene por
composicion de f y g1,. .., Gn:

WME) = f(g1(2), - - -, 9n(T)).

Supongamos ademas que tenemos programas que calculan f, g1, ..., g,. que-
remos hacer un programa que calcule h. El cual es el siguiente:

Calcule ¢g; a partirde 1,...,k a k + 1, conservando k + 1.
Calcule g, a partir de 1,...,k a k + 2, conservando k + 2.

Calcule g, a partir de 1,...,k a k + n, conservando k + n.

Calcule f a partirde £+ 1,...,k+n a0, conservando 0.

Aqui, nos basamos en el lema para proporcionar los componentes del pro-
grama. Observe que para que el programa se detenga, necesitamos que las
funciones ¢1(Z), ..., g.(%) estén definidas y necesitamos que f esté definida
en ¢1(%), ..., gn(%). —

Por ejemplo, supongamos que h esta dada por la ecuacién h(z,y,z) =
f(g(z,9),7,x) y tenemos programas de registros para f y g. Del teorema
anterior se deduce que h es computable por alguna maquina de registros.
Podemos escribir

ha,y,z) = flg(L(x,y, 2), I3 (x,y, 2)), K7 (2,y, 2), I} (2,9, 2))

(donde K7 es una funcién constante) y aplicar el teorema dos veces, primero
para obtener g(I3(x,y, z), I3(x,y, 2)) y luego para obtener h. La moraleja de
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este ejemplo es que podemos poner libremente las variables donde queramos y
aplicar composicién con funciones de proyeccién para justificar lo que hemos
hecho. En particular, si

h([L’l, To, ... ,[L‘m) = f(,,,, ey ey ,,,),

donde cada espacio en blanco se llena con algin z; o alguna constante, en-
tonces a partir de un programa para f podemos obtener un programa para
h.

Atun asi, este capitulo ain no ha producido un programa para una sola
funcién “interesante”. Para eso, necesitamos un resultado de cerradura mas:
cerradura bajo recursividad primitiva. Es decir, queremos saber que si h se
obtiene de f y g mediante recursividad primitiva

h(Z,0) = f(Z)
h(f>y + 1) = g(h(fa y)afa y)

y tenemos programas de registros para f y g, entonces podemos obtener un
programa para h. O en el caso de que ¥ esté vacio

h(0) =m
h(y +1) = g(h(y),y)

(para algun nimero m) y tenemos un programa para ¢, entonces queremos
saber si podemos obtener un programa para h.

De ello se deducird que todas las funciones recursivas primitivas (en par-
ticular, las del Capitulo [2)) son computables por maquinas de registros. Y
finalmente, veremos que la clase de funciones computables de maquinas de
registros incluye mucho mas que los ejemplos simplistas con los que comen-
Zamos.

Teorema: La clase de funciones parciales computables por médquinas de
registros es cerrada bajo recursividad primitiva.

Prueba: Supongamos que h es la funcién parcial de aridad (n + 1) obtenida
por recursion primitiva a partir de las funciones parciales f y g:

h(Z,0) = f(7)
h(@?/ + 1) = g(h(fa y)afa y)

Supongamos que tenemos programas de registros para f y g. Necesitamos
hacer un programa para h.
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El programa comenzard con 1, ..., x,,y en los registros 1,2,...,n,n+ 1.
El programa pondrd h(Z,t) en el registro 0 primero para ¢t = 0, luego para
t = 1, y asi sucesivamente hasta t = y. El niimero ¢ se mantiene en el registro
n + 2, que inicialmente contiene 0. El siguiente mapa ilustra este uso:

registro 0 h(Z,t)
registro 1 1
registro n Tn

registro n+1 y—1
registro n+2 t

registro n+3 espacio de trabajo

Aqui esta el programa:

Calculate f from 1,..., nto O, preserving n + 3

D n+1 Begin loop.
J *+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 1,...,|n, n 4+ 2 to 0, preserving n + 3
I n+2 t:=t+1
I —(+3) Repeat loop.
Halt.

Aqui * es la longitud del programa que se utiliza para g.

Para ver la correccién de este programa, establecemos lo siguiente:

Afirmacion: Cada vez que llegamos a la instruccién D n + 1 (al comienzo
del ciclo), después de ejecutar el ciclo k veces,

= el registro 0 contiene h(Z, k),

» el registro n + 1 contiene y — k,

= el registro n + 2 contiene k.

La afirmacién de que existen “invariantes de ciclo” se demuestra por in-

duccién (como es habitual en programas con ciclos) sobre k.
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Para k = 0, cuando lleguemos a D n + 1 sin haber ejecutado el bucle en
absoluto, el registro 0 contiene f(Z), que es h(x,0), el registro n + 1 no se
modifica, por lo que todavia contiene y, y el registro n + 2 sigue siendo 0.

Ahora vamos al paso inductivo. En el (k + 1)-ésimo paso por el ciclo,
decrementamos el registro n + 1 (segin la hipdtesis inductiva, anteriormente
contenia y — k, por lo que ahora es y — (k + 1)), incrementamos el registro
n + 2 (anteriormente contenia k, por lo que ahora es (k + 1), y en el registro
0 ponemos g(h(Z, k), Z, k), que de hecho es h(Z, k + 1).

Entonces, por induccion, la afirmacién se cumple cada vez que iniciamos
el ciclo. El programa se detiene cuando iniciamos el ciclo con 0 en el registro
n + 1. En este punto, hemos hecho el ciclo y veces (por la afirmacién), y el
registro 0 contiene h(Z,y), como se deseaba.

El programa se modifica facilmente para el caso en que ¥ sea vacio. Que-
remos usar los registros de la siguiente manera:

registro 0 h(t)
registro 1 y—t
registro 2 t
registro 3 espacio de trabajo
Aqui esta el programa:
I 0
e (m times)
I 0
D 1 Begin loop.
I x+3 Halt when done.
Calculate g from 0, 2 to 0,/ preserving 3
I 2 t:=t+1
]  —x+3) Repeat loop.
Halt.
El argumento de la correccién sigue siendo aplicable con n = 0. —

Reuniendo los resultados hasta el momento, llegamos a la siguiente con-
clusién.
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Teorema: Toda funcion recursiva primitiva es computable por maquinas de
registros.

Este teorema promete programas de méaquinas de registros para todas
las funciones recursivas primitivas del capitulo anterior. Pero, por supuesto,
podemos hacerlo mejor:

Teorema: Toda funcion parcial recursiva general es computable por maqui-
nas de registros.
Prueba: Necesitamos agregar el operador-u

h(%) = pylg(Z,y) = 0].

Usamos el programa obvio:

Calculate g from 1,...,n,0ton + 1, preserving n + 2

D n+1 Are we there yet?
I 3 Halt.
I 0 y=y+1
I —(*x+3) Try again.
Halt.

El programa utiliza los registros de la siguiente manera:

registro 0 Y
registro 1 1
registro n Ty

registro n+1 9(Z,y)

registro n+ 2 espacio de trabajo

Por supuesto, es posible que este programa nunca se detenga. —

Este teorema da la mitad de un hecho significativo, formalizar el concep-
to de calculabilidad efectiva mediante recursividad general y formalizar el
concepto de calculabilidad efectiva mediante maquinas de registros conduce
a exactamente la misma clase de funciones parciales. Pronto llegaremos a la
otra mitad. En particular, el teorema ilustra que las maquinas de registros
son capaces de hacer mucho mas de lo que podria, inicialmente, a partir de
su muy simple definicién.
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3.2. Un programa Universal
En el Capitulo |1} se argumenté que la funcién parcial “universal”

®(e,x) = el resultado de aplicar el programa

codificado mediante e a la entrada x

deberia ser una funcion parcial computable. Ahora planeamos verificar este
hecho en el caso de programas de méquinas de registros.
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