1 BASES MATEMATICAS

Agregamos, por dltimo, que la induccién puede realizarse con mds
de una variable, cuando queremos demostrar afirmaciones del estilo
A(n,m), (n,m € N). Nuevamente, podemos hacer uso de un pred-
icado adicional para convertir lo anterior al planteamiento original
del PIM. La base de la induccién es A(1,1). Se consideran ahora
dos pasos de induccién, en el primero definimos: B(n) = A(n, 1)
para probar que B(n) — B(n + 1). En el segundo paso el predica-
do adicional es €(m) = (Vn)A(n,m), y debe demostrarse C(m) —
C(m + 1).
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1.2. Limites

Uno de nuestros objetivos es caracterizar un algoritmo como una
funcién. Es importante, entonces, saber analizar una funcién y
poder compararla con otras, de este modo decidir cual algoritmo
es mejor. La funcién que representa a un algoritmo dependerd del
tamafio de los datos de entrada. Y aunque sabemos que este tamafio
siempre serd finito interesa, con fines de clasificacién, conocer su
comportamiento asintdtico, es decir su tendencia cuando el tamaiio
de la entrada de datos crece indefinidamente. Estos aspectos se ex-
pondréan con precisién en la seccién 3, por ahora prepararemos las
condiciones que permitan llevar a cabo el andlisis mencionado.
Para n > 1 tenemos que n < n2. Asimismo, 0 < % < 1. Cuando n

crece, cada vez % es mas pequeio pero nunca es cero; éste es llama-

do su limite. En general, se espera que siempre que “encerremos”
el limite de una funcién f con una circunferencia de radio €, en-
tonces todos los valores de f estardn dentro de esta circunferencia,
excepto quizd algunos cuantos. Mds formalmente, sea f : N —» R
una funcién, se dice que f converge a £, o que £ es el limite de f
cuando n tiende a infinito sii para toda € > 0, existe Ne € N tal que
si m > N, entonces |f(n) — £| < e. Simbélicamente nleréof(n) =4
Alternativamente, f no tiene limite cuando no es posible “encerrar”
un valor con una circunferencia de radio arbitrario y que todos los
valores de la funcién estén dentro, excepto algunos. Esto sucede,
por ejemplo, cuando f crece (decrece) indefinidamente, lo que tam-
bién se simboliza con nlgréof(n) = o0 (nll,néof(") = —00), aunque
f mas bien diverja. En este caso se define: f : N — R tiende a oo
sii para todo M € N existe Nys € N tal que f(n) > M para toda
n > Njs. En forma semejante se define que f tiende a —oo. Note-
mos que la definicién de divergencia al infinito puede transformarse
en afirmar que: si f(n) > g(n), paran > ng y nlgréog(n) = o en-

tonces lim f(n) = oco. Debe tenerse presente que también se habla
n— oo

de divergencia si f “oscila”, ejemplo de ello es f(n) = (—1)".

Observacion 3

1. Para f(n) = % intuimos que su limite era 0. Segtn la defini-
cién, debe cumplirse que si n > N¢ entonces |% —0| = % < €,
para toda €. Debemos entonces elegir N. dependiendo de €
para verificar la implicacién. Esto lo hacemos apoydndonos
en la desigualdad que deseamos cumplir: % < €, equivalente-

mente n > % Lo dltimo nos conduce a tomar N, = L%J para
lograr nuestro objetivo. Ya que si n > N, entonces n > %,
1
esto es - <.
2. Conociendo algunos limites bésicos es posible calcular otros
de manera sencilla. A continuacién se enuncian algunas op-

eraciones bdsicas. Sean f,g : N — R dos funciones tales que
lim f(n) =ay lim g(n) = b, entonces:
n— oo n—oo

a) lim f(n)+g(n) =a+b.

b) lim f(n)g(n) = ab.

¢) lim f(n)/g(n) =a/b,sib+ 0y g(n) # 0 paran > no.
d) a<b,sif(n)<g(n), paran > no.

3. Es facil obtener los limites de muchas funciones, como es el

_ n2+2n73

caso de ¢g(n) = 32— 72 Y& que podemos cambiar la forma

de la expresién sin alterarla:

142 -
T3-Lly
luego, como el denominador no es cero, y tanto éste como el

numerador estdn compuestos de funciones que tienen limite,
aplicamos las operaciones del inciso anterior para obtener

i -1
que nli)mooq(n) =3

q(n)

)

S |=(3
:t\:|" ::o‘w

Ejercicio 9

1. Demuestre con base en la definicién que lim =1.
n— 00

n
n+1
2. Diga por qué se cumplen las siguientes igualdades:

a) lim L =o.
n

b) lim L =0, kKeN

3. Diga cudl es el limite cuando n tiende a infinito de
penf +pp_nF 1+ .+ pin+po
gGnd +gi—ini~1+...+q@an+q
considerando tres casos: k > j, k=jy k< j.

4. Demuestre que si una funcién es creciente entonces diverge.

Nos interesa, en particular, conocer la convergencia de cocientes. Es

por ello que analizaremos algunos casos observando la convergencia

de las partes de una fraccién. Dada h(n) = f(n)/g(n), podemos

jet i i = li = % h -

conjeturar que si nl)néof(n) ay anmg(n) 00, entonces h con:

verge a cero. También, para este caso lim g(n)/f(n) = co. Esto se
n—roo

expresa en la siguiente proposicién.
P a2 i —o0si I - .
roposicién 5 nl)rréof(n)/g(n) 0 sii nl)rréog(n)/f(n) 00

Obsérvese que puede ser que lim f(n) = co y lim g(n) = oo,
n—r 00 n—r00

sin embargo f(n)/g(n) converja. Un ejemplo de esto es ﬁ_l La

proposicién que sigue es una observacién como la mencionada.

Proposicién 6 Sea f tal que li)m f(n+1)/f(n) = a.
n o o]
1. Sila| < 1, entonces nll,néof(") =0.
2. Sia>1y f(n)> 0 entonces nll}moof(n) = 0.

El teorema de [’Hépital, que se demuestra a continuacién, es una
herramienta mas que ayuda a obtener limites.

Teorema 5 Supongamos que lim f(n) =0y lim g(n) =0, o bi-
n— oo _ n—roo
g — £ — { ! i j—
en nlgréof(n) =00y nlgréog(n) =00,y zh_{r(l)of (z)/9'(z) = ¢, donde

fﬁy g son las correspondientes extensiones de f y g a los reales
(f,g: R — R). Entonces

f(n)

lim —= =
Ejercicio 10
1. Dé dos funciones f,g : N — R tales que f y g no converjan
pero f + g si lo haga.

2. Calcule los limites:

a) lim p™ con p € R.
n—oo

b) lgnnpcc"conp>0ya:€]R.
n o0
c) lgnnpw”conp<0yw€R.
n o0
d) lim &n
n—oco "
e) lfm logn,
n—oo V1
) nli,néol%gpﬂ con p > 0.
p
q) nli)n(;%,conp>0.
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