1 BASES MATEMATICAS
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Lo anterior refiere a la tabla de certeza de una fbc. Por ejemplo:
para la fbc (p V ¢) — r (cada valuacién es un renglén):
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Ademads, se dice que una fbc A es una tautologia si para toda val-
uacién v, v(A) = V, y que una fbc A es una contradiccidn si para
toda valuacién v, v(A) = F.

Ejercicio 3 Comprobar si las siguientes fbc son tautologias:
1. =—=p—=p
2. p—-p
3. (p—=q) —(~g—p)
4 (-p——q) = (¢—p)
5 (p—q) — ((p——q) = —p)

Observacién 1

1. Aunque las fbc anteriores usan solamente proposiciones el
resultado obtenido puede generalizarse. Esto es, p — ——p
no cambiaria su valor de certeza al sustituir por p cualquier
otra fbc, digamos A, A — ——A. Esto es debido a que en
la tabla, finalmente A s6lo podra, como p, tomar uno de dos
valores, V o F', y obtener el resultado final al igual que con p.
Asi las fbe del ejercicio 3 se cumplen en general: - —A — A,
A — ——A, etc.

2. Algunas fbc pueden ser reescritas en virtud del teorema de
la deduccidn. Por ejemplo: (p — ¢) — (—g — —p), como
(p = q) E (g — —p): a partir de (p — ¢) podemos inferir
-¢ — —p. O bien, (p — ¢),—¢g F —p: si contamos con las
premisas (p — q) y —¢, podemos inferir —p.

La tultima fbc del ejercicio 3 expresa el esquema conocido como re-
duccion al absurdo: Si a partir de p obtenemos ¢, pero también —g,
entonces concluimos —p, esto es si suponemos p y llegamos a que ¢
y no g entonces p es falso. Esta es justamente la primera técnica de
demostracién que vamos a presentar.

1.1.1. Contradicciéon

Para ilustrar esta técnica de demostracién haremos antes algunas
definiciones. Un nimero ¢ se llama racional si hay un multiplo en-
tero de €l que es entero: 3a € Z,a # 0: ag = b € Z, es decir ¢ = b/a
es una fraccién. En caso contrario se dice que q es irracional. Clara-
mente tenemos muchos enteros que cumplen con la definicién de
racional: si b = ga entonces mb = gma, ma, mb € Z. Convenimos
en tomar el multiplo menor de ¢ que satisfaga la condicién ante-
dicha. También se dice que los enteros que definen el racional no
tienen factores comunes diferentes a 1 o -1. El siguiente es un ejem-
plo enunciado por Euclides (hacia 330 a.n.e.).

Teorema 1 \/§ es irracional.

Demostracién. Supongamos que v/2 es racional. Esto significa
V2 = b/a con a,b € Z sin factores comunes. Entonces, podemos
escribir 2 = b2/a%, 2a2 = b2, y b debe ser par. De esta forma,
b = 2¢? y, por tanto, 2a% = 4¢?, a® = 2¢?. Luego, a y b son pares,
lo cual es una contradiccién. O

En la demostracién anterior hemos usado la tautologia de reduc-

cién al absurdo: (p — q), (p — —¢) F —p, tomando como p ="v/2 es
racional”, ¢ =”v/2 = b/a con a y b sin factores comunes”, —q ="a
y b son pares”, y -p ="+/2 es irracional”.

Antes de ver otro ejemplo recordaremos algunas definiciones. Un
nimero es llamado primo si tiene exactamente dos divisores. Para
un primo p los divisores aludidos son p y 1, y dicha propiedad se
escribe: p|p y 1|p. Observe que 1 no es primo. Con la relacién de
divisibilidad entre dos enteros a y b, alb estamos indicando que b
mod a = 0. Esta relacién tiene las siguientes propiedades: i) si a|b
v alc entonces a|(b+¢) y a|(b— ¢), ii) si a|b y b|c entonces alc.

Teorema 2 Hay una cantidad infinita de nimeros primos.

Demostracién. Supongamos que los primos son P =
{2,3,5,...,pr}. Claramente el nimero n = (2+... pg) +1 > pg
y, por tanto, debe ser divisible por algin z > 1y ¢ < n (de lo
contrario n serfa primo y tendriamos una contradiccién) . Sea m el
menor numero tal que m|n. m debe ser primo (de no serlo, habria
un p < m que divide a m y, por tanto, m no seria el menor divisor
de n). Como m € P, m|(n — 1), pero esto es imposible puesto que
m|n. O

La demostracién anterior se hace por contradiccién y ademds dentro
de ella se hace una construcciéon que se justifica también por con-
tradiccion, las demostraciones referidas aparecen entre paréntesis.

Ejercicio 4 Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. Para todo niimero primo mayor que dos su antecesor es par.
2. Sic¢® =5 entonces c es irracional.

3. El cubo de el mayor de tres enteros consecutivos no puede
ser igual a la suma del cubo de los otros dos.

4. La suma de los cuadrados de tres enteros consecutivos no
puede tener residuo -1 al ser dividida por 12.

1.1.2. Induccién

El Principio de Induccidn Matemdtica (PIM) es una caracteristica
de los ntimeros naturales. Esta surge en la construccién intuitiva de
tales numeros, al aprender a contar: ”la numeraciéon empieza con
1z ”siempre podemos obtener un nimero mayor sumando 1 al que
tenemos”. Mds formalmente se dice que el conjunto de ndmeros
naturales cumple la propiedad A si 1 la cumple, y si cualquier
n cumple A también lo hace n + 1: A(1), y [A(n) — A(n + 1)].
Cuando deseamos probar que una propiedad es cumplida por todos
los elementos de N, basta demostrar dos cosas: (base:) 1 satisface
dicha propiedad y, (paso inductivo:) suponiendo que n € N la satis-
face (hipdtesis de induccion), n + 1 también satisface la propiedad.
Aclaremos lo anterior con un ejemplo.

Proposicién 1 Para todo natural se cumple logn < n.

Demostrscién. Por induccién. Base: logl =0 < 1.

Induccién: Debe demostrarse que si logn < n entonces log(n+1) <
n + 1. Puesto que log es una funcién creciente al igual que su inver-
sa: n < 2™, por tanto, (n + 1) < 2™ + 1, pero es también cierto que
2" + 1 < 2™ + 27, Resumiendo: (n + 1) < 2"*+! lo cual equivale a
decir que log(n +1) <n+1. 0

Es comin establecer la validez de una propiedad A solamente para
una parte de los nimeros naturales, esto es: A(n) para todo n > no,
lo cual es equivalente a decir que la propiedad B(n) se cumple para
todo n € N, donde B(n) = A(n + ng — 1). Asi debe demostrarse
que A(ng) (base) y A(n) — A(n + 1) para n > ng (induccién). El
siguiente ejemplo muestra la utilidad de esta forma del PIM.

Proposicién 2 Para todo n > 5, 2™ > n2.

Demostracién. Base: 32 > 25. Induccién: La hipdtesis de in-
duccién es A(n — 1) = 2771 > (n — 1)2. Parte de A(n) es:
27 = 2.27~1 Por hipétesis de induccién 271 > n? — 2n + 1,
de aqui 2" > 2n2 —4n+2=n%2+(n—2)2 -2 > n?, paran > 5.0

Ejercicio 5

1. Diga para qué valores no se cumple 2" < n3.
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