3 CLASES DE FUNCIONES
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Como seguramente ha sido observado, la definicién de la clase de
funciones acotadas superiormente por otra guarda cierta semejanza
con la definicién de limite. En efecto, la regla que a continuacién se
enuncia establece esta relacién.

Proposicién 10 (Regla del Limite) Sean f1 y fo dos funciones
de comportamiento.

L Si lim fi(n)/f2(n) =
f2(n) ¢ O(f1(n)).

2. Si lim fi(n)/f2(n) =
fi(n) & O(f2(n)).

3. Si lim fi(n)/fa(n) >
F2(n) € O(f1(n)).

La demostracién de esta proposicién es directa a partir de las defini-

0 entonces fi(n) € O(f2(n)) y

oo entonces fa(n) € O(fi(n)) y

0 entonces fi(n) € O(f2(n)) y

ciones. Por ejemplo: J1(n) < 6 para toda n > N;s conduce a
J fa(n

fi(n) < dfa(n), i.e. fi(n) € O(f2(n)). Ademds suponiendo que ex-

istieran ¢ > 0y N € N tales que fa(n) < cf1(n) entonces ;;EZ; > %,

para toda n > N, lo cual contradiria que ll')m fi(n)/f2(n) = 0.
n o o]

Observacion 6

Lo ;1
1. De acuerdo con el ejercicio 10.2, lim 282
n—oo0 V7

concluir que logn € O(y/n) y v/n ¢ O(logn).
2. Partiendo de que n € O(2llogn)y y allogn] ¢ O(n) podria
suponerse que lgn 2llogn] /m converge, pero no es asi: cada
n o o]

= 0, podemos

vez que m es una potencia de dos se cumple 2108 7] /m=1
pero cuando n crece 211°87] /n oscila. En conclusién, el
reciproco de la regla del limite no es cierto en general.

Ejercicio 19

1. Use la proposicién 5 para demostrar el segundo inciso de la
regla del limite.

Demuestre que n € O(2l1087l) y ollognl ¢ O(n).

;,Cudl algoritmo seria mds rédpido, uno con comportamiento
f(n) = (loglogn)? u otro con comportamiento g(n) = logn?
Justifique su respuesta.

3.2. Cota inferior

Asi como se establecié que un algoritmo no puede ser mas tarda-
do que otro, podemos hacer algo para decidir que un algoritmo no
puede ser mas veloz que otro, lo cual parece sencillo pues esta idea
maneja la negacién de lo que antes hemos visto. La clase de fun-
ciones que estan acotadas inferiormente por f es:

Qf(n)) ={g:N—=>R|(EFd > 0,N € N)(Vn > N)(g(n) = df(n))}.

La relacién entre O y €2 estd dada por la proposicién que sigue.

Proposicién 11 (Regla de la Dualidad) Sean fi; y f» fun-
ciones de comportamiento, entonces fa(n) € Q(f1(n)) sii fi(n) €

O(f2(n))-

Ejercicio 20
1. Demuestre la regla de la dualidad.
2. Demuestre o refute las siguientes afirmaciones:
a) ndeQn?).
b) 2ntl e Q(2n).
c) nleQ((n+1)h).
3. Tome en cuenta la observacién 5 para demostrar que la

relacién de pertenencia a Q(f(n)) es una relacién de orden
parcial.

La interpretaciéon de Q contrasta con la de O: Cuando f2 mide
el peor comportamiento y fa € O(fi1(n)), entonces en cualquier
ejemplar fo serd a lo mas tan lento como f;. En tanto, afirmar
f2 € Q(f1(n)) significa que f2 no puede mejorar a f1 (en el caso
peor), pero es posible que haya ejemplares en los que f2 mejore a
f1 (casos mejores).

3.3.

Recordemos que el principio de invarianza establece que cualesquier
implantaciones de un mismo algoritmo con comportamientos f1(n)
y fa(n) satisfacen que fi(n) < cfa(n) y dfa(n) < fi(n) para
ciertas constantes ¢,d > 0 y para toda n > N. Desde entonces
hemos considerado que los comportamientos “equivalentes” satis-
facen las desigualdades mencionadas. Este hecho aclara el uso de
g(n) € O(f(n)) y g(n) € Q(f(n)), al afirmar que g(n) no puede ser
mas lenta que f(n) y g(n) no puede ser més rapida que f(n), la
equivalencia de comportamientos es entonces cuando g(n) no puede
ser mas lenta ni mas répida que f(n). Tenemos asi que la clase de
funciones equivalentes a f es:

O(f(n)) = O(f(n)) N AF(n)).
O bien ©(f(n)) = {g(n) (Fe,d > O,N € N)(¥n > N)(df(n) <
g(n) < cf(n))}

Clase de equivalencia

Observacién 7

1. Anélogas a las reglas del umbral y el méaximo para O, son
validas para ©:

Regla del Umbral para O: Sea f estrictamente positiva.
g(n) € ©(f(n)) si y sélo si existen ¢,d > 0 tal que
df(n) < g(n) < cf(n), para toda n € N.

Regla del Méaximo para O: O(fi(n) + fa(n)) =
O(méx{f1(n), fa(n)}).

2. Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite
para ©:

Regla del Limite para ©: Sea ILm fi(n)/f2(n) = a,
n oo

a) sia >0 entonces f1(n) € O(fa(n)).

b) si a = 0 entonces fi(n) € O(fa(n)) y fi(n) ¢
O(f2(n)).

¢) Sia = oo entonces fi(n) € Q(f2(n)) y fi(n) ¢
O(f2(n)).

Como esperariamos © divide el conjunto de funciones en clases las
cuales corresponden a los puntos de la “escala de funciones”. Es-
pecificamente tenemos la proposicién que sigue.

Proposicién 12 La relacién entre funciones de comportamiento
f(n) ~ g(n) sii f(n) € ©(g(n)) es una relacién de equivalencia.

Tal y como hemos planteado intuitivamente en una seccién anteri-
or podemos concebir una escala que permita dar respuesta a una
pregunta fundamental del andlisis de algoritmos jcudl algoritmo
es mejor? Se ha dicho que la respuesta es relativa a la situacién
en la que serd aplicado. Dentro del enfoque asitético la respuesta
estd dada por comparar las funciones. En virtud de la observacién
5 y la proposicién 12 distinguimos a las funciones constantes ©(1),
funciones logaritmicas ©(logn), funciones lineales ©(n), funciones
cuadraticas @(n2), etc. como los puntos de la escala. Por otro lado,
la relacién f(n) < g(n) sii f(n) € O(g(n)) es una relacién de orden y
podriamos decir que un algoritmo con funcién de comportamiento
f(n) seria mejor que otro con funcién g(n) si f(n) < g(n)) donde
f(n) € 8(f(n)) y g(n) € ©(§(n)). Finalmente, hemos de precisar
que la escala no es tal pues la relacién < es parcial. Esto es, no es
cierto que cualesquier par de funciones sea comparable. Tenemos,
mas bien, una jerarquia de clases de funciones, y la escala es sola-
mente una aproximacién ttil a esta estructura.

Ejercicio 21
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