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Capitulo 1

Introduccion

El 10 de Agosto de 2002 murié E.W. Dijkstra, un fisico dedicado a la
computacién hace mas de cuarenta anos. El propuso el algoritmo de camino
minimo para recorrer un mapa, el sistema operativo de multiprogramacion
"THE”, las bases de la programacion estructurada, y participé en la defini-
cién del lenguaje de programacion ALGOL, entre otras contribuciones.

El hecho es significativo no sélo por la pérdida humana sino por el coin-
cidente fin del liderazgo de la Ciencia de la Computacién en el manejo de la
informacion, tal como J. Denning dio a entender en febrero de 2001: es una
ironia que quien dio vida a la computacion pase a ser una parte mas de lo
que hoy se llama la Tecnologia de la Informacién (TT).

Asi, ha terminado el ciclo del establecimiento de los principios fundamen-
tales de una ciencia. La tecnologia que ésta ha generado no sélo avanza con
mas rapidez, sino que impone la linea de desarrollo. Los profesionistas de la
TT se apoyan indiscutiblemente en las bases desarrolladas por los cientificos
de la computacién, aquéllos usan los sistemas operativos, protocolos de co-
municacién, lenguajes de programacion, sistemas de bases de datos, sistemas
de ayuda al diseno, etc, para muy diversos fines que la sociedad deman-
da, muy probablemente sin conocer detalles fundamentales que garantizan el
funcionamiento de los sistemas construidos.

Es un hecho, al igual que la Ingenieria Hidrdulica se apoya en la Fisica,
la TT se apoya en la Ciencia de la Computacion, aun la tltima con su nicleo
en la Teoria de la Computacion.

En el inicio de la Computacién la TI era parte de la primera, sin di-
ferenciar todavia la explosién de areas que fueron surgiendo. Bien que la
Matematica ha dado la pauta para la soluciéon de problemas de muy diversas



disciplinas, en muchas aplicaciones habia que desarrollar el algoritmo pues
éste no existia.

Con el tiempo se reunié una cantidad considerable de algoritmos que
abarcan las mas variadas aplicaciones, o que pueden ser adaptados con fa-
cilidad. Al mismo tiempo se fueron planteando preguntas fundamentales de
la Ciencia de la Computacion como el asegurar que un programa termine
(decidibilidad). O bien, si sabemos que en ciertas condiciones el algoritmo
encontrara un resultado deseariamos saber si éste se obtiene en un tiempo
razonable (tratabilidad).

Y, aunque pueda ser razonable el tiempo en que un algoritmo termine,
nos preguntamos si ese tiempo puede ser reducido (ubicarlo en una clase de
complejidad menor). Estas son cuestiones eminentemente de la Ciencia de la
Computacién pero, como dijimos, al proporcionar més piezas de diferentes
caracteristicas (algoritmos) podemos armar muy sofisticados e insospecha-
dos rompecabezas (sistemas), lo cual, con base en que una computadora es
un sistema que habilita el funcionamiento de otros sistemas (maquina uni-
versal), este proceso demandé herramientas que ayudaran a la tarea de no
unicamente ensamblar rompecabezas, ademas, acercandose a las preguntas
fundamentales, se concibié asegurar que el rompecabezas construido funcio-
nara como era esperado.

Lo anterior refiere a procesos de ingenieria, que, como sabemos, en compu-
tacién se llama Ingenieria de Software. Particularmente, de la garantia de que
un programa funcione se ocupa, con un fuerte sesgo teérico, la Especificacion
Formal.

Asi como la Légica Matematica cre6 PROLOG, fueron propuestos, para
la Ingenieria de Software, lenguajes que permitieran especificar sistemas for-
malmente. Con este ejemplo tenemos una muestra del tejido entre Ciencias
de la Computacién y la T1.

Al parecer el Anélisis y Diseno de Algoritmos estaria condenado a la
extincién pues ya hay muchos algoritmos, e incluso cédigo en clases para los
lenguajes orientados a objetos, sin embargo cada dia se reafirma la idea de
C. Babbage que se puede expresar como: siempre habra necesidad de crear
un algoritmo mas veloz para una nueva maquina.

Esto es, un cientifico de la Computacion no puede prescindir de saber
como se analiza un algoritmo, o como se adapta o se disena uno para nue-
vas condiciones, ya que una de sus tareas es crear algoritmos. La sentencia
de Babbage no pierde vigencia pues no debe olvidarse que aun cuando en
el término de un ano pueda triplicarse, con el Hardware, la velocidad de
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

computo el descenso de la complejidad de un algoritmo puede representar
una mejora no en multiplos de velocidad sino en 6rdenes de magnitud. Pre-
cisemos esto un poco mas.

El aumento de velocidad de una computadora afecta a todos los progra-
mas que ésta ejecute, mientras que el mejoramiento “real” de un algoritmo
solamente afecta a los programas que lo usen. Aclarado lo anterior, nos per-
mitimos hacer la siguiente comparacién: puede decirse que en 4 anos la velo-
cidad de cémputo aumenta por un factor de cuatro, en tanto puede afirmarse
que como fruto del estudio de algunos algoritmos “sencillos” en cinco anos
la velocidad aumenta por un factor de cien.

Pero, a diferencia del aumento de la velocidad ganada por una nueva
computadora (que es un miltiplo de la velocidad previa), la velocidad mejo-
rada por un algoritmo no se debe a un factor fijo sino a uno variable o mejor
dicho a una funcién. Esto es, si aumentamos nuestros datos de entrada al
algoritmo diez veces mas entonces, tendremos un factor de velocidad de mil
y no de cien. Supuesto que cada vez se demanda el procesamiento de mas
datos.

En conclusion, el Analisis y Diseno de Algoritmos puede verse como una
forma de mejorar parte del de la maquina con una “tecnologia” que se de-
sarrolla potencialmente en una pequena fraccién del tiempo que requiere el
desarrollo de las nuevas computadoras (para nuestro ejemplo, el Hardware
necesitaria aproximadamente 250 anos para lograr la velocidad de un algo-
ritmo mejorado).

Empecemos entonces a estudiar un tema que esta en la frontera de la
Ciencia Computacional y muchas areas de la TT.

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



Capitulo 2

Bases matematicas

Siempre una necesidad ha sido asegurar, bajo ciertas condiciones, un su-
ceso. Este principio ha guiado el desarrollo de la ciencia, y también de otros
sistemas. En términos préacticos debe asugurarse, por ejemplo, que un puente
no se caiga, que no haya corrupcion, que un programa obtenga resultados en
cierto periodo de tiempo, etc.

Aunque estamos acostumbrados a vivir en un mundo “causa-efecto”, es
decir que para conseguir algo sabemos qué debe hacerse, no ha sido asi todo el
tiempo. Estas reglas han sido decubiertas o convenidas a lo largo de muchas
experiencias.

En los mundos “desconocidos” debemos, antes de resolver problemas,
experimentar y aprender. Para este propodsito suele ser tutil la experiencia
ganada en problemas semejantes.

La matemaética ha sido lo comin en la soluciéon de muchos problemas. A
través de los modelos, la matematica ha proporcionado una forma de ver el
problema y predecir su comportamiento en ciertas condiciones.

La modelacién nos permite aplicar un método a un problema que satisface
ciertas condiciones. Suficiente para muchos problemas resulta aplicar algin
método matematico. Sin embargo, tendra que conocerse, al menos, el funda-
mento de dicho método para aplicarlo a nuevas situaciones. Esto conlleva a
ejercer el razonamiento matematico.

El razonamiento matematico es una vivencia de convencimiento sobre
abstracciones. El ejercitador matematico no sélo asiente sus expresiones, tiene
argumentos, que se basan en las convenciones establecidas, para sostenerlas.

Esta explicacion del “por qué” se afirma algo se llama demostracién.
El lector de matematicas habra de consentir igualmente la explicacién del



escritor o, en su caso, refutarla en el mismo sistema de convenciones.

Estableceremos un modelo que represente el comportamiento de un algo-
ritmo para llevar a cabo su analisis. Esto lo haremos en la seccion dos, por lo
pronto presentaremos las herramientas necesarias que permiten llevar a cabo
el razonamiento matemaético en el modelo que vamos a proponer.

Un conjunto se representa extensionalmente, por ejemplo {3,6,9,12} o
intensionalmente, {z|z es un multiplo de 3 menor que 15}. Es comun el em-
pleo de los conjuntos de numeros: naturales, enteros, racionales y reales,
denotados por N, Z, Q y R, respectivamente.

Dados dos conjuntos A y B, el conjunto de elementos comunes a Ay B o
interseccién, se expresa por ANB. Empleando la relacion de pertenencia ”€”,
entre un elemento a y un conjunto B, a € B, ANB se escribe {z|xr € Ay z €
B}. Asimismo, se llama unién de A y B al conjunto {z|x € Aox € B}y
producto de A por B, a A x B = {(x,y)|lr € Ay y € B}.

Se dice que el conjunto A esta contenido en el conjunto B si todo elemento
de A estd en B: A C B. Algunas definiciones vienen a complementar lo
anterior.

Sea P un conjunto. Una relacion binaria R definida en P es un subcon-
junto de P x P. Asi, x,y € P se dicen relacionados por R, zRy, si (x,y) € R.
Con mas generalidad podemos concebir una relaciéon R de aridad m > 0
definida en una coleccién de m conjuntos {F;}; como un subconjunto del
unwerso U = 111" P, = Py X ... X P,,. Sim = 1 suele llamarse a R propiedad.

Es también usual que una relacién binaria vista como un subconjunto
de P x @) sea llamada correspondencia. Particularmente, cuando una corres-
pondencia R C P x () es tal que para cada x € P existe un unico elemen-
to y € @ tal que xRy, tenemos una funcion P — (). Dada una funcion
f: P — Q,a P selellama dominio, a QQ imagen, y a f(P) = {y € Qly =
f(z), para algun = € P} el rango. Si f(P) = @, f se llama suprayectiva, y
si para cualesquier x1, 9 € P,y # x9 se cumple que f(z1) # f(z2) a f se le
llama inyectiva. Si f : P — @Q es biyectiva (inyectiva y suprayectiva) existe
una funcién f~!': Q — P que se llama la inversa de f, i.e. f71(f(z)) ==
para toda x € P.

Sean P un conjunto, R una relacién en Py x,y, z cualesquier elementos
de P. R es una relacion: refleriva si xRx, simétrica si xRy implica yRx,
transitiva si xRy y yRz implica xRz, antisimétrica si xRy y yRx implica
x=y.

Sean P un conjunto y R una relacién definida en P: R es de equivalencia
si es reflexiva, simétrica y transitiva, R es de orden (mds precisamente, orden
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CAPITULO 2. BASES MATEMATICAS 11

parcial) si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si para toda pareja x,y € P
sucede que xRy o yRz, se dice que R es un orden total.

2.1. Técnicas de demostracion

En esencia requerimos de definiciones y propiedades para explicar algin
hecho dentro de la matematica.

Por ejemplo: afirmamos que el producto de dos impares es impar, pues si
observamos cualesquier pareja de impares, digamos a =2i+ 1y b =25 + 1,
expresamos su producto: ab = 4ij +2i +2j +1=2(2ij + i+ j) + 1, esto es
un impar.

Observemos que la afirmacién es en general, y que esto esta considera-
do al dar a y b cualesquiera, solamente partiendo de la definicién de impar.
Luego usamos las propiedades de la multiplicaciéon para nuevamente obser-
var el resultado. Normalmente, partir de las definiciones y escribir lo que
se esta afirmando constituye la pauta de la demostracién, si no es que la
demostracion misma.

Con una demostracién logramos asegurar que la afirmacién conjeturada
adquiera un rango de verdad siempre que se satisfagan las premisas emplea-
das.

Estaremos enunciando, en lo que sigue, propiedades de los niimeros ente-
ros o reales, y realizaremos algunas demostraciones.

Recordemos que para los niimeros reales se cumple bVT% = b?-b™. Se define
log,x = y si y sélo si (sii) x = b, es igual decir que log,(z) es la funcién
inversa de bV: y = log, x = log, b¥. Demostremos que log, (zy) = log, z+log, y:

Usamos la definicién en la parte izquierda de lo que deseamos demostrar:
bloes(*y) = x4 v obervamos qué sucede en la parte derecha de la igualdad:
blogs*+logvy 5 esta tiltima aplicamos la propiedad enunciada de las potencias:
blogs® . plossy v aplicando nuevamente la definicién a esta férmula, tenemos
que plogy +logyy — xy.

Es decir, se cumple la igualdad. Usaremos simplemente log para indicar
log, v In para log, (logaritmo natural).

Ejercicio 1 Demuestre que:
1. log, ¥ = ylog, x

_ logyz
2. log,r = oz, a

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

3_ xlOgby — yIOngJ

Veamos otro ejemplo. Se define para x € R, |z], el suelo de x, como
el mayor entero que no es mayor que x (p.e. [32,7] = 32, |-0,2] = —1),
asimismo [z] como el menor entero que no es menor que x, el techo de x.
Intuitivamente, podemos conjeturar que se cumple: z —1 < |z] <z < [z] <
xz+ 1.

Para asegurar que asi es, debe demostrarse cada una de las desigualdades
de la expresién anterior. Abordaremos las primeras dos. Observemos que, por
definicién, el suelo de un real x nunca estard a una distancia de |z ] mayor
que uno (el caso extremo es cuando z es entero), en férmulas: x — |z] < 1,
luego  — 1 < |x|. La segunda desigualdad se cumple por definicién.

El suelo es util en las siguientes definiciones: dados dos enteros a, b el
cociente de dividir a por b se denota a/b, y el cociente entero a +b = |a/b],
ademéds a mddulo b es a méd b=a —b x (a+b).

Ejercicio 2 Demuestre que
L. z<fz]<z+1
2. a < bllosval < gp,
3. Para cualesquier a,b € Z, b > a, es cierto que b méd a < b/2.

La préctica de demostraciones se ha sistematizado al grado de llegar a
establecer un conjunto de reglas para llevar a cabo demostraciones con mayor
alcance. La légica ofrece sistemas para expresar variadas formas de concebir
la veracidad de una expresion.

Frecuentemente usamos férmulas logicas como - A, A — B, AVB, ANB
y A < B, donde se tienen los conectivos negacién, implicacion, disyuncion,
conjuncion, y equivalencia, con A y B, cualesquier férmula o, en su caso méas
simple, una proposicién p; (p.e. “11 < 37, “WTC es el edificio més alto”,
etc.) aquellas que no pueden ser descompuestas.

Aunque también conviene referirse a predicados, que generalizan las pro-
posiciones por permitir el uso de variables. Las férmulas se constituyen ahora
con cuantificadores: VxA y JzA.

Para las tdltimas tenemos una relacion: si decimos que para todo x se
cumple A, estamos afirmando que no existe x que no cumpla con A: VzA
equivale a m3x—A. También participan en el lenguaje de la légica simbolos
auxiliares como la coma y los paréntesis.

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 2. BASES MATEMATICAS 13

Deben distinguirse dentro de las expresiones que pueden formarse con este
lenguaje aquellas que estan bien construidas o fbe. Para la buena formacion
de expresiones se siguen los patrones que presentaron a los conectivos, unas
lineas arriba.

Esto es A no estd bien formada, tampoco AB, pero si (BVA) <> By
(B—B)— (-ANC), etc.

Diremos un poco mas sobre las férmulas compuestas por proposiciones.
Como una fbc se forma de acuerdo con los patrones antes vistos, y la vera-
cidad de una fbc depende de la veracidad de sus componentes (composicio-
nalidad), tendremos que conocer la veracidad de los elementos mas simples:
las proposiciones.

Implicitamente estamos considerando conocimiento de la forma en que
se evaltan los conectivos. Mas formalmente, una valuacion es una funcion v
cuyo dominio es el conjunto de las fbes y cuyo rango es el conjunto {V, F'},
tal que para cualesquier fbes A y B:

1. v(A) # v(=A),

2. v(A — B) = Fsiiv(A) =V y vu(B) = F.
3. v(AVB) = Fsii v(A) = F y u(B) = F.
4 v(AAB) =V siiv(A) =V y u(B) = V.
5. v(A < B) = V sii v(A) = v(B).

Lo anterior refiere a la tabla de certeza de una fbc. Por ejemplo: para la fbe
(pV q) — r (cada valuacién es un renglén):

d

5
=
5

<

S IESes Hhes Hies BN EA SR SHR SRS
SIS N R
SIS ISR RS R
IS SIS
S<STmS<TmaTm s
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2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

Ademas, se dice que una fbc A es una tautologia si para toda valuacion
v, v(A) =V, y que una fbc A es una contradiccion si para toda valuacién v,
v(A) = F.

Ejercicio 3 Comprobar si las siguientes fbc son tautologias:
1. =—p—=0p
2. p——-p

3. (p—=4q) = (g = —p)

4. (=p— —q) = (¢ = p)

5. (p—=q) = ((p——q) = )
Observacion 1

1. Aunque las fbc anteriores usan solamente proposiciones el resultado
obtenido puede generalizarse. Esto es, p — ——p no cambiaria su valor
de certeza al sustituir por p cualquier otra fbe, digamos A, A — —~—A.
Esto es debido a que en la tabla, finalmente A sélo podra, como p,
tomar uno de dos valores, V o F, y obtener el resultado final al igual
que con p. Asi las fbe del ejercicio 3| se cumplen en general: =——A — A,
A — A, etc.

2. Algunas fbc pueden ser reescritas en virtud del teorema de la deduccion.
Por ejemplo: (p — ¢) — (—¢ — —p), como (p — q) E (g — —p): a
partir de (p — ¢) podemos inferir =g — —p. O bien, (p — q), 7q E —p:
si contamos con las premisas (p — q) y —¢, podemos inferir —p.

La ultima fbc del ejercicio |3| expresa el esquema conocido como reduc-
cion al absurdo: Si a partir de p obtenemos ¢, pero también —q, entonces
concluimos —p, esto es si suponemos p y llegamos a que ¢ y no ¢ entonces p
es falso. Esta es justamente la primera técnica de demostracion que vamos a
presentar.

Andlisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 2. BASES MATEMATICAS 15

Contradiccién

Para ilustrar esta técnica de demostracion haremos antes algunas defini-
ciones. Un nimero ¢ se llama racional si hay un multiplo entero de él que
es entero: Ja € Z,a # 0: aq = b € 7Z, es decir ¢ = b/a es una fraccién. En
caso contrario se dice que ¢ es irracional. Claramente tenemos muchos ente-
ros que cumplen con la definiciéon de racional: si b = ga entonces mb = gma,
ma, mb € Z.

Convenimos en tomar el multiplo menor de g que satisfaga la condicién
antedicha. También se dice que los enteros que definen el racional no tienen
factores comunes diferentes a 1 o -1. El siguiente es un ejemplo enunciado
por Euclides (hacia 330 a.n.e.).

Teorema 1 /2 es irracional.

Demostracién. Supongamos que v/2 es racional. Esto significa v/2 = b/a
con a,b € 7Z sin factores comunes. Entonces, podemos escribir 2 = b%/a?,
2a% = b%, y b debe ser par. De esta forma, b = 2¢ y, por tanto, 2a® = 4c?,
a’? = 2¢?. Luego, a y b son pares, lo cual es una contradiccién. [

En la demostracién anterior hemos usado la tautologia de reduccion al
absurdo: (p — q), (p = —¢) E —p, tomando como p = “v/2 es racional”, ¢ =
“W2 = b/a con a y b sin factores comunes”, -q = “a y b son pares”, y —p =
“\/2 es irracional” .

Antes de ver otro ejemplo recordaremos algunas definiciones. Un nimero
es llamado primo si tiene exactamente dos divisores. Para un primo p los
divisores aludidos son p y 1, y dicha propiedad se escribe: p|p y 1|p. Observe
que 1 no es primo. Con la relacién de divisibilidad entre dos enteros a y b,
a|b estamos indicando que b méd a = 0. Esta relacién tiene las siguientes
propiedades: 1) si a|b y a|c entonces a|(b+c) y a|(b—c), ii) si a|by b|c entonces
alc.

Teorema 2 Hay una cantidad infinita de niimeros primos.

Demostracién. Supongamos que los primos son P = {2,3,5,...,px}.
Claramente el nimero n = (2-...-pg) + 1 > pg vy, por tanto, debe ser
divisible por algiin z > 1y x < n (de lo contrario n serfa primo y tendriamos
una contradiccion) . Sea m el menor nimero tal que m|n. m debe ser primo
(de no serlo, habria un p < m que divide a m y, por tanto, m no serfa el
menor divisor de n). Como m € P, m|(n — 1), pero esto es imposible puesto
que m|n. O

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

La demostracién anterior se hace por contradiccion y ademas dentro de
ella se hace una construccion que se justifica también por contradiccion, las
demostraciones referidas aparecen entre paréntesis.

Ejercicio 4 Demostrar las siguientes afirmaciones:
1. Para todo ntimero primo mayor que dos su antecesor es par.
2. Si ¢® = 5 entonces c es irracional.

3. El cubo de el mayor de tres enteros consecutivos no puede ser igual a
la suma del cubo de los otros dos.

4. La suma de los cuadrados de tres enteros consecutivos no puede tener
residuo -1 al ser dividida por 12.

Induccién

El Principio de Induccion Matemdtica (PIM) es una caracteristica de los
nimeros naturales. Esta surge en la construccién intuitiva de tales nimeros,
al aprender a contar: ”la numeraciéon empieza con 1z ”siempre podemos obte-
ner un nimero mayor sumando 1 al que tenemos”. Mas formalmente se dice
que el conjunto de niimeros naturales cumple la propiedad A si 1 la cumple,
y si cualquier n cumple A también lo hace n+ 1: A(1), y [A(n) — A(n+1)].

Cuando deseamos probar que una propiedad es cumplida por todos los
elementos de N, basta demostrar dos cosas: (base:) 1 satisface dicha pro-
piedad y, (paso inductivo:) suponiendo que n € N la satisface (hipdtesis de
induccion), n + 1 también satisface la propiedad. Aclaremos lo anterior con
un ejemplo.

Proposiciéon 1 Para todo natural se cumple logn < n.

Demostracion. Por induccion. Base: log1l =0 < 1.
Induccién: Debe demostrarse que si logn < n entonces log(n + 1) < n + 1.
Puesto que log es una funcién creciente al igual que su inversa: n < 27,
por tanto, (n + 1) < 2™ 4 1, pero es también cierto que 2" + 1 < 2" + 2"
Resumiendo: (n + 1) < 2" 1o cual equivale a decir que log(n + 1) < n + 1.
O

Es comin establecer la validez de una propiedad A solamente para una
parte de los nimeros naturales, esto es: A(n) para todo n > ng, lo cual
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CAPITULO 2. BASES MATEMATICAS 17

es equivalente a decir que la propiedad B(n) se cumple para todo n € N,
donde B(n) = A(n + ny — 1). Asi debe demostrarse que A(ng) (base) y
A(n) = A(n + 1) para n > ng (induccién). El siguiente ejemplo muestra la
utilidad de esta forma del PIM.

Proposicién 2 Para todo n > 5, 2" > n?,

Demostracion. Base: 32 > 25. Induccion: La hipdtesis de induccion es
A(n—1)=2""1> (n—1)% Parte de A(n) es: 2" = 2-2""!. Por hipétesis de
induccién 27! > n?—2n+1, de aqui 2" > 2n?—4n+2 = n?+(n—2)2—2 > n?,
paran > 5. [

Ejercicio 5

1. Diga para qué valores no se cumple 2" < n?.
2. Diga qué valores satisfacen la relacién 86400n? < n3.
3. Determine el valor de ¢ para que se cumpla la desigualdad:

a) n®—3n?—n—8 < cnd.
b) cn® <n®—3n*—n—_8.

c) n*+n®+nlogn < cnd.

En lo que sigue sera empleada notacion adicional como sumatorias y
productos, conveniente para expresar formulas importantes que se apoyan
en la induccion. Es comun escribir los términos de una suma ”largacomo
ai + as + ...+ a,, donde se supone conocido los términos a;, y los puntos
suspensivos abrevian solo la escritura.

La suma anterior se representa con » ., a;, donde identificamos el simbo-
lo de suma ()_), el indice (i), y los limites inferior y superior del indice (en
este caso 1 y n, respectivamente). Es claro que si todos los términos de
una sumatoria son iguales, entonces se tiene el producto del nimero de ele-
mentos sumados por el término que se suma, por definicién de producto:
Yor,a=n-a.

Igualmente podemos explicar otras operaciones en esta notacién, como:
Somybea;=b->" a;iy > a;+b; =" a;+ Y ., b, la primera por
distributividad del producto sobre la suma y, la segunda, por la asociatividad
de la suma.
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2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

Ejercicio 6 Justifique las siguientes igualdades:

1.
n n
E a; = E ag.
i=1 k=1
2.
n n—1
g a; = g Qjt1-
i=1 i=0
3.
n—1 n
E a; = E An—i
i=0 i=1
4.
n n—1
E a; = g a; + a,
i=1 =1
5.
n m n m
O a)D b)) =Y ab;
i=1 j=1 i=1 j=1
Una operacion semejante es el producto de n términos: a; - as - ... a, =

[I;-, ai- En particular, se define el factorial de un natural n como: n! =
[1;-, ¢ El factorial puede ser entendido como las posibles permutaciones de
n objetos. Expliquémoslo més. Debemos tener presente que dado un conjunto
A de k objetos, tendriamos k posibles elecciones de un objeto.

Si, en cambio, deseamos formar parejas del conjunto A tendremos k? de
éstas, cuando permitimos la repeticién, pero solamente k(k — 1) si no permi-
timos la repeticion de objetos al formar las parejas de A. Es facil encontrar
expresiones para formar ternas, cuartetos u otras tuplas de objetos.

En el razonamiento anterior estamos haciendo uso de una regla del con-
teo llamada “del producto”: multiplicamos el nimero de posibilidades del
conjunto que interviene en cada eleccion.

Una permutacion es una manera de disponer en orden n objetos. Para
determinar una permutacion procedemos eligiendo uno por uno de los obje-
tos: si tenemos n objetos iniciales: para elegir el primero hay n posibilidades,
para elegir el segundo sélo habrda n — 1 etcétera, para el dltimo habra una
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CAPITULO 2. BASES MATEMATICAS 19

posibilidad. Asi, por la regla del producto, la cantidad de posibles permuta-
ciones de n objetos es n!. También es util referirnos a las combinaciones de
un conjunto de n objetos.

La diferencia con las permutaciones es que en una combinacion no importa
el orden de los objetos, lo cual tiene sentido cuando se combinan k£ objetos a
partir de n; ya que combinar n a partir de n sélo tenemos una combinacién.
Por el argumento expuesto para determinar la cantidad de permutaciones,
una combinacion de k objetos tomada de n, denotado por (Z), se forma en
primer lugar de n.- (n —1)-...- (n — k4 1) = [[/2F"" i formas,

Estos k objetos pueden a su vez ser dispuestos en k! maneras, como se ha
visto. Por tanto, si despreciamos el orden de las Hn_kHi formas obtenidas

i=n
?:_fﬂ i/k!. La expresion (”) se lee binomial k de n.

tendremos que (7) =[] .

Observacion 2

1. Partiendo de la definicién de combinacién, veamos algunos valores del
binomial:

a) No tomar ningin elemento de n es una forma de elecciéon: (”) =1

0

1

)
b) Al tomar uno, de un total de n, hay n formas de hacerlo: (") =n.
¢) Para tomar todos sélo hay un modo: (7) =1

)

d) Tomar n — 1 de n equivale a quitar uno de ellos, los cuales son n

posibles: (nﬁl) =n

Como serd visto adelante, el nombre binomial proviene del empleo de
este valor en la potencia de un binomio.

2. En (Z) k es menor o igual a n, de manera que si construimos una tabla
variando n y k obtendremos un triangulo. Tomemos en cada renglén
un valor de n y en cada columna uno de k.

Lo singular de este tridngulo es que: (i) en la diagonal y la primera
columna solamente hay unos, ya que (8) =1y (Z) =1, (ii) los demas
valores se determinan observando que cada uno es la suma del que
esta arriba de él con el que esta arriba a la izquierda de él: (”) =

k
(ngl) + (Zj) Esta tabla es conocida como Triangulo de Pascal.
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2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

Partiendo de la regularidad observada en las potencias de (1 + z) (1 +
2z +2% 1+3z+32%+23, ...) puede conjeturarse la identidad conocida como
Binomio de Newton demostrada a continuacién.

Teorema 3 Para todan >0

(1+z)" = k; (Z)x’f

Demostracion. Por induccion sobre n.
Base: >, (1)7" = ())2° + (Dt = (1 + 2)".
Induccién: Suponemos que

(1+2)" = En: (Z) z*.

Debemos demostrar que

n+1
1
(1 —|—$)n+1 _ Z (n;‘ )xk

Por hipotesis

Agrupando términos en la tltima expresién:

n\ o, N~ (" n k T\ n+1
(o)) (e ()

(" o, N~ (L nt+ 1y

()2 () ()
n+1

n+1\ ;.

= . O
> (")
k=0

Es importante conocer ademds algunas formulas que relacionan sumas de

sucesiones. A menudo usada es la que presenta la siguiente proposicion.
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Proposicion 3 Paran € N:

3

1
k= én(n +1).
k=1

Demostracién. Debe demostrarse que Y351 k = 3(n + 1)(n + 2).
Base: 1 =3, k = 1(1+1) =2
Induccion: Tenemos la hipotesis

- 1
> k= g +1).
k=1

Asi:
n+1 1
Zk:an(n+1)+(n+1)
k=1
1)+2(n+1) 1
_nm+1)+2(n+ ):—(n2—|—3n+2)
2 2
1
=—(n+1)(n+2). O

2

Otras sucesiones pueden ser demostradas similarmente a la anterior, como
la suma de los cuadrados de los primeros n naturales.

Ejercicio 7

1. Diga por qué

()=

2. Demuestre las identidades:

a)
> k= %n(n +1)(2n+1).

Y kekl=(n+1) -1
k=1
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2.1. TECNICAS DE DEMOSTRACION

1 n+1
[[a-5)= :
k 2n
k=2
Conviene asimismo utilizar un lenguaje mas flexible para las sucesiones.
Esto es la definicion por recurrencia o, mas frecuente en el lenguaje compu-
tacional, por recursién. Por ejemplo, el factorial puede ser definido en forma
recurrente como:
{ 1 sin=20
n! =

nx(n—1)"! sin>0
Es decir, el n-ésimo valor esta definido en términos de los anteriores. Un
caso muy importante es:
0 sin=0
F,=<¢1 sin=1 |
Fo1+F, 5 sin>2
la sucesion de Fibonacci (S. XIII), una recurrencia de la que pueden de-
rivarse otras expresiones, por ejemplo: F,, = Fj,.1 — F,, 1y Foq = 2F,1 +
F,,_5. Las propiedades de la serie de Fibonacci son realmente sorprendentes,
ademas se tienen diversas aplicaciones, en particular el diseno de algunas
estructuras de datos.
A la fecha continua la investigacién sobre las propiedades de esta recu-
rrencia. En la siguiente proposicién se enuncia una propiedad basica.

Proposicion 4 Los términos de la sucesién de Fibonacci satisfacen la si-
guiente relacion:

znj F? = FyFop1.
=1

Demostracién. Por induccién sobre n. Base: Y | F2 =12y FiF, =1-1.
Induccién: Suponemos 37, F? = F,F,; (HI). Debe demostrarse que > /1! F? =
F, 1 1F, 5. Usando HI desarrollamos el lado izquierdo de la ultima igualdad:

n+1

ZFEZZFi2+F3+1
i=1 i=1
:FnFn-i-l“’Fg-i-l

- n—l—l(Fn—i-l + Fn)
= n+1Fn+2- O
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Ya hemos dicho que el PIM puede tener variantes como que el caso base
corresponda a un valor diferente a 1. También puede establecerse un pre-
dicado B(n) = A(1) AN A(2) A ... NA(n), de tal forma que el paso de in-
duccion utilice todos los casos previos y no solamente el anterior, esto es:
A1) = A(n+ 1), para i < n.

En términos de B queda como originalmente se planteé: B(n) — B(n+1).
Esta forma del PIM se conoce como principio de inducciéon generalizada del
cual el teorema siguiente es un ejemplo.

Uno de los mas famosos resultados sobre la sucesién de Fibonacci es la
formula de Moivre. Por medio de esta formula es posible calcular el n-ésimo
término de la sucesiéon sin utilizar la definicion recurrente.

Aunque podra observarse que no ahorra de modo alguno el calculo, debido
a las operaciones implicadas y a la necesidad de una precisiéon tan grande
como los valores en juego.

La prueba del teorema siguiente es por induccion generalizada pero es-
ta demostracion no puede considerarse dentro de los ejemplos vistos, pues
contiene un elemento procedente de los métodos desarrollados para resolver
recurrencias, lo cual sera presentado en detalle mas adelante.

Teorema 4 El n-ésimo término de la sucesion de Fibonacci es:
a — ﬁn

\/3 )
donde v = (1 +V5) y 8= 1(1—V5).

Demostracién. Observemos primero que « y 8 son raices de la ecuacién
1 + x = 2% Claramente obtenemos Fy = 0 y I} = 1. Demostremos que

F, = %(a” — (™) dado que [, = \/Lg(am - g™) para todo m < n (HI).
Como siempre, desarrollamos parte de la tesis usando HI:

F, =

Fn:anl—i_anQ

1
a/n—l_ n—1 + an—2_ n—2
(@7t = 7 + et = )

(an—l 4 an—Q o Bn—l . 51@—2)

(a"*(1+a) = " (1 + ),

Sl-&l-&l-

puesto que 1 + o = ao? y 1 + 3 = 32, entonces F), = \/ig(a” —p"). O
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Ejercicio 8
1. Demostrar que la sucesién

o — 1 sit=1
Ul 24 —1 sii>1 7
satisface que ¢, = n? paran > 1.

2. Demostrar que los términos de la sucesiéon de Fibonacci satisfacen las
siguientes relaciones:

CL) Z?:l Fl = Fn+2 — 1.
b) FiFy + FoF3 + ...+ Fy, 1 Fy, = F3.
¢) FoyFoy1 = F?+ (=1)" paran > 2.

Agregamos, por tltimo, que la induccién puede realizarse con més de una
variable, cuando queremos demostrar afirmaciones del estilo A(n, m), (n,m €
N). Nuevamente, podemos hacer uso de un predicado adicional para convertir
lo anterior al planteamiento original del PIM.

La base de la induccién es A(1,1). Se consideran ahora dos pasos de
induccién, en el primero definimos: B(n) = A(n, 1) para probar que B(n) —
B(n+1). En el segundo paso el predicado adicional es C(m) = (Vn)A(n,m),
y debe demostrarse C(m) — C(m + 1).

2.2. Limites

Uno de nuestros objetivos es caracterizar un algoritmo como una funcién.
Es importante, entonces, saber analizar una funciéon y poder compararla con
otras, de este modo decidir cudl algoritmo es mejor. La funcién que representa
a un algoritmo dependera del tamano de los datos de entrada.

Y aunque sabemos que este tamano siempre serd finito interesa, con fines
de clasificacion, conocer su comportamiento asintotico, es decir su tendencia
cuando el tamano de la entrada de datos crece indefinidamente.

Estos aspectos se expondran con precision en la secciéon 3, por ahora pre-
pararemos las condiciones que permitan llevar a cabo el analisis mencionado.

Para n > 1 tenemos que n < n?. Asimismo, 0 < % < 1. Cuando n crece,

cada vez % es mas pequeno pero nunca es cero; éste es llamado su limite.
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En general, se espera que siempre que “encerremos” el limite de una funcion
f con una circunferencia de radio €, entonces todos los valores de f estaran
dentro de esta circunferencia, excepto quiza algunos cuantos.

Mas formalmente, sea f : N — R una funcién, se dice que f converge a
l, 0 que £ es el limite de f cuando n tiende a infinito sii para toda € > 0,
existe N, € N tal que si n > N, entonces |f(n) — ¢| < e. Simbdlicamente
lim f(n) = ¢.

n—oo

Alternativamente, f no tiene limite cuando no es posible “encerrar” un
valor con una circunferencia de radio arbitrario y que todos los valores de la
funcion estén dentro, excepto algunos.

Esto sucede, por ejemplo, cuando f crece (decrece) indefinidamente, lo
que también se simboliza con lim f(n) = oo (lim f(n) = —o0), aunque f

n—oo n—oo
mas bien diverja. En este caso se define: f : N — R tiende a oo sii para todo
M € N existe Ny € N tal que f(n) > M para toda n > Ny,.

En forma semejante se define que f tiende a —oco. Notemos que la de-
finiciéon de divergencia al infinito puede transformarse en afirmar que: si
f(n) > g(n), para n > ng y lim g(n) = oo entonces lim f(n) = oo. Debe

n—00 n—00
tenerse presente que también se habla de divergencia si f “oscila”’, ejemplo

de ello es f(n) = (—1)"™
Observacién 3

1. Para f(n) = % intuimos que su limite era 0. Segun la definicién, debe
cumplirse que si n > N, entonces ]% —0| = % < €, para toda e. Debemos
entonces elegir N, dependiendo de e para verificar la implicacién. Esto lo
hacemos apoydndonos en la desigualdad que deseamos cumplir: % < €,
equivalentemente n > % Lo tultimo nos conduce a tomar N, = L%J para
lograr nuestro objetivo. Ya que si n > N, entonces n > %, esto es % < €.

2. Conociendo algunos limites basicos es posible calcular otros de manera
sencilla. A continuacién se enuncian algunas operaciones basicas. Sean
f,g : N — R dos funciones tales que lim f(n) = a y limg(n) = b,

n—oo n—oo
entonces:

a) lim f(n) 4+ g(n) =a+b.

n—oQ

b) lim f(n)g(n) = ab.

n—o0

c) JL%Of(n)/g(n) =a/b,sib#0y g(n)# 0 para n > ng.
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d) a <b,si f(n) <g(n), para n > ny.

3. Es facil obtener los limites de muchas funciones, como es el caso de

q(n) = 32;32137 ya que podemos cambiar la forma de la expresién sin
alterarla: . s
1+2-3
a(n) = 31
T T2

luego, como el denominador no es cero, y tanto éste como el nume-

rador estan compuestos de funciones que tienen limite, aplicamos las

operaciones del inciso anterior para obtener que lim g(n) = 3.
n—oo

Ejercicio 9

1. Demuestre con base en la definicion que lim —*- = 1.
n—oont1

2. Diga por qué se cumplen las siguientes igualdades:

a) lim 2 =0.
n—oo™

b) lim & =0, keN,

n—00

3. Diga cudl es el limite cuando n tiende a infinito de

prn® + pr_nF T 4 L+ pin+ po
g + gt qant g

considerando tres casos: k> j, k=7y k <.
4. Demuestre que si una funcion es creciente entonces diverge.

Nos interesa, en particular, conocer la convergencia de cocientes. Es por
ello que analizaremos algunos casos observando la convergencia de las par-
tes de una fracciéon. Dada h(n) = f(n)/g(n), podemos conjeturar que si
lim f(n) =ay lim g(n) = oo, entonces h converge a cero.

n—oo n—oo
También, para este caso lim g(n)/f(n) = oco. Esto se expresa en la si-
n—oo

guiente proposicién.

Proposicién 5 lim f(n)/g(n) =0sii lim g(n)/f(n) = oco.
n—00 n—oo
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Obsérvese que puede ser que lim f(n) = ooy lim g(n) = oo, sin embargo
n—oo n—oo

f(n)/g(n) converja. Un ejemplo de esto es —2=. La proposicién que sigue es

una observaciéon como la mencionada. "
Proposicién 6 Sea f tal que nh_}rilof(n +1)/f(n) =a.
1. Si |a| < 1, entonces T}Lrglof(n) =0.
2. Sia>1y f(n) >0 entonces lim f(n) = co.

n—o0

El teorema de [’Hopital, que se demuestra a continuacion, es una herra-
mienta mas que ayuda a obtener limites.

Teorema 5 Supongamos que lim f(n) =0y lim g(n) = 0, 0 bien lim f(n) =
n—oo n—oo n—oo

p— % —
ooy limg(n) = oo, y lim f'(z)/g'(z) = ¢, donde f y g son las correspon-
n— oo T—00 _
dientes extensiones de f y g a los reales (f,g: R — R). Entonces
lim m =/
n—oo g(n)

Ejercicio 10

1. Dé dos funciones f,g: N — R tales que f y g no converjan pero f + g
si lo haga.

2. Calcule los limites:

a) limp" con p € R.
n—o0
b) limnPz™ conp >0y z € R.
n—oo
¢) limnPz" conp <0y z€R.
n—oo
d) lim 5"
n—oo ™
{m logn
¢)
f) T}Lrglol‘fp” con p > 0.
9) lim LR con p > 0,
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Series

Hemos expresado algunas sumas “largas” haciendo uso del PIM. Conside-
raremos ahora sumas infinitas. Si tenemos una secuencia dada por los valores
de a; para cada i € N, se define la n-ésima suma como:

n
Sp = E g,
i=1

entonces la suma de todos los elementos de a; es > ;- a; = lim s,,.
n—oo

El resultado que presenta la proposicién [7| es muy tutil y ademas facil de
demostrar.

Proposicién 7 Siparai € N, g; = (i—1)dybyj=r"1conde Ry r #1,
entonces

> = gn<n+1> v ;bi: S

Con base en esta proposicién, puede ahora calcularse la suma Y ., b;,
esto es calcular el limite lim :="". Aplicando la respuesta de un problema

n—oo 177
del ejer[10] tenemos que

00 . 1
§:T1:1—f

i=1

cuando |r| < 1. Esto significa que, por ejemplo

1 1 1 1
I+ -4-F=—F... +—+...=2

2748 9i

A pesar de que el resultado encontrado aparenta ser aplicado a la suma
H,=1+ % + % + ... %, llamada serie armonica, ésta no converge cuando n
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tiende a infinito. Consideremos la siguiente agrupacién de la suma:

1

1> =

-2

+1>1

272

+1+1>1

3 4 2

n +1+1+1 1
5 6 7 872
+ ! +...+ ! >1
24+ 1 2i+1 — 9

.. . i1
Lo cual indica que para n = 27!, H, > Z;io %, entonces H, > bngH‘ Y

lentl — oo, luego H,, diverge.

evidentemente lim 5

n—oo
Ejercicio 11

1. Pruebe la prop. [7}

2. Explique por qué Y 07 ri7l = L.

1—r

3. Existe una prueba alternativa de que la serie arménica diverge. Usando
integrales se obtiene que log(n + 1) < H,, < 1 + log(n). Proporcione
una explicacion de este planteamiento.

2.3. Probabilidad

El caracter indeterministico de los fenémenos naturales no ha impedido
el desarrollo de planteamientos que nos lleven a garantizar la obtencién de
estados sujetos a ciertas premisas.

Por el contrario, la modelacién de los fenémenos ha incorporado el inde-
terminismo como un elemento mas de las formulaciones matematicas. Este
componente por tradicién se ha basado en la teoria de las probabilidades, de
lo cual expondremos sélo lo necesario para nuestro trabajo en el andlisis de
los algoritmos.
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2.3. PROBABILIDAD

Supongamos que deseamos ejecutar un programa en un sistema con cuatro
procesadores, y que es necesario para iniciar la ejecucion tener disponibles
tres procesadores. En un momento determinado, el sistema tiene una carga
especifica y es natural preguntarnos en qué momento empezara a ejecutarse
el programa.

Podemos simplificar la anterior pregunta diciendo ;jcudl es la probabilidad
de que tres procesadores estén libres?

Para dar respuesta a lo anterior debemos precisar algunas ideas como
cuédles son los posibles estados del sistema. Se dice que la observacién del
sistema es un experimento que puede tener diferentes estados o resultados.

Al conjunto de todos los posibles estados se le conoce como espacio mues-
tral, U. Denotemos con pi, po, p3 ¥V ps a los procesadores de nuestro ejemplo.
Sabemos que cada uno puede estar libre u ocupado. Asi, el resultado de ob-
servar el sistema puede representarse como una cadena binaria x1xsr324, con
x; = 0 si p; estd libre y x; = 1 si p; estd ocupado.

Notemos que las cadenas 0100, 1000 y 0001 satisfacen nuestro requisito
para ejecutar el programa, pero aun no podemos dar respuesta a nuestra
pregunta sobre los procesadores desocupados.

Observemos, en primer lugar, que el requisito no es un estado particular
mas bien es un conjunto de estados especificos, lo cual es llamado evento.
Un evento es entonces cualquier subconjunto de U. En nuestro ejemplo, U =
{z1292374|7; = 0,1}, esto es:

0000 0001 0010 0011
0100 0101 0110 O111
1000 1001 1010 1011
1100 1101 1110 1111

El evento que deseamos describir es “al menos tres procesadores desocu-
pados”. Intuitivamente, necesitamos saber cudl es el tamano del evento de
interés, para referirnos a su probabilidad. Por ejemplo, si nuestro evento es
que “un procesador esté ocupado o desocupado”, claramente todos los esta-
dos de U lo satisfacen, en otras palabras, la probabilidad de este evento es
segura.

Lo contrario sucede cuando el evento es que “ningin procesador esté
libre u ocupado”, su probabilidad es imposible, ningtin estado lo satisface.
Aunque éstos son dos eventos extremos exhiben la idea de que la probabilidad
puede enfocarse desde un punto de vista frecuentista: convenimos que la
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probabilidad de un evento sea proporcional al tamano del subconjunto que
lo representa.

Con mas generalidad se habla de una medida. Dado un espacio muestral
U, se define una medida de probabilidad Pr : 2% — [0, 1], que asigna un valor
a cada subconjunto de U, y satisface:

1. Pr(U) = 1.
2. Pr(AUB) =Pr(A) +Pr(B),si AN B = 0.

Observacién 4 Con las propiedades de Pr pueden derivarse otras que re-
sultan también utiles para los cédlculos como:

1. Pr(A¢) =1—Pr(A).
2. Pr(0) = 0.
3. Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(AN B).

Cada una de éstas puede ser demostrada con facilidad. La ltima expresion
surge de la identidad de conjuntos A = ANU= AN (BU B°).

La medida frecuentista antes aludida se define para un evento, A C U,

como
#A
=
la fraccién de estados favorables respecto de U. Lo cual cumple con las pro-
piedades de medida de probabilidad, por ejemplo Pr(U) = % =1.

Esto nos conduce como lo habiamos senalado a contar los elementos de
los subconjuntos de U. Regresando a nuestro ejemplo, calculemos con esta
medida algunos eventos. Sean los eventos e; =“al menos un procesador libre”
e = “tres procesadores libres” y e3 =“al menos tres procesadores libres”. En
el primer caso podemos hacer uso del complemento e{ =“todos ocupados”
para el cual sélo hay un estado, por tanto Pr(e;) =1 — Pr(e§) = 1 — 1/16.

El evento e, es equivalente a insertar un uno en una cadena de tres ceros
para lo cual hay cuatro posibilidaes, luego Pr(es) = 1/4. Finalmente, resol-
vamos el problema originalmente planteado. e puede verse como “tres libres
o cuatro libres”, si e, =“cuatro libres”, tendremos e3 = e; U e4 ademas ey y
eq son excluyentes (ex Ney = (), de este modo Pr(es) = Pr(es) + Pr(eys) =
1/4+1/16.

Pr(A)
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Supongamos ahora que deseamos conocer la probabilidad de que e5 =“p;
y p4 estén libres”. Trataremos de descomponer el problema para simplificarlo.
Por un lado, que p; esté libre tiene probabilidad 1/2, ya que en las cadenas
que representan los estados fijamos una componente a 0 (la primera), las
restantes, entonces, tienen ocho posibilidades. Igual podriamos hacer con p4.

Si nuestros procesadores no siguen una politica de maestro-esclavo o al-
go semejante, podemos decir que el evento dado por {0zyx3x4} es inde-
pendiente del evento {z;x2x30}: ninguno de ellos de forma alguna impli-
ca al otro. Se tiene, también, que A y B son eventos independientes sii
Pr(AN B) = Pr(A) Pr(B). Por tanto Pr(es) = Pr({0xexszs} N{z120230}) =

Pr({0zoxswa}) Pr({zza230}) = 5 - 3.

Ejercicio 12
1. Demostrar las igualdades de la obs. [4]

2. Para el problema de sistema de cuatro procesadores, calcular la proba-
bilidad de los siguientes eventos:

a) Dos procesadores libres.
b) p1, ps libres y py ocupado.

¢) Dos procesadores libres y uno ocupado.

3. Diga por qué dos eventos excluyentes no son independientes (excepto
si alguno tiene probabilidad cero).

Para simplificar la descripcién de eventos de interés, en un espacio U,
se emplea una funcién que tome como un valor relacionado con los eventos
considerados. Esta funcién, con dominio U, se llama wvariable aleatoria. Por
ejemplo, si nos interesa el nimero de procesadores libres, X="“numero de
procesadores libres”. Recordando los ejemplo anteriores, e; =“al menos un
procesador libre”, Pr(e;) = Pr(X > 1). Observemos que los posibles valores
de X son {0,1,2,3,4}, y que Pr(X =0)+Pr(X =1)+Pr(X =2)+Pr(X =
3)+Pr(X=4)=1/16+4/164+6/16 +4/16 + 1/16 = 1. Como lo muestra
la anterior suma, la probabilidad mas alta es para X = 2. Esta idea esta
relacionada con la pregunta ;Cudl es el valor méas probable de X? El valor
aludido también se llama wvalor esperado o esperanza de X y esta definida
para una variable aleatoria X como

E[X] = Zx Pr(X = z;).
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Es importante notar que hemos supuesto, en nuestro ejemplo de los pro-
cesadores, que todos los estados son igualmente probables, es decir la proba-
bilidad del estado 0000 es la misma que la de 0101, etc. se dice que los estado
tienen una distribucion uniforme. Esta es una suposiciéon pero no tiene que
cumplirse siempre, de hecho nos pareceria mas adecuado que la probabili-
dad de que todos los procesadores estuvieran libres fuera menor que la de
los demas estados. Sera comun trabajar con la distribuciéon uniforme. Por
ejemplo: sea S, un arreglo de 7 — 1 fichas ordenadas por su valor. Dada una
nueva ficha C,, la probabilidad de que C, ocupe el lugar k en el arreglo S,
es %, esto es puede tenerse C, < Ci 0 (C; <, <(Cy0...C_ o< C, < (4
o C;_1 < Cy, que son todos los posibles estados y son igualmente probables.

Ejercicio 13

1. Calcule la esperanza de X cuando X representa el niimero de procesa-
dores ocupados.

2. Para el ejemplo de las fichas antes descrito, sea Y la variable aleatoria
que representa el nimero fichas que deben observarse en orden antes
de elegir el lugar que le corresponde a C,. Calcule E[Y].
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Capitulo 3

Introduccién a la algoritmia

En este capitulo empezaremos nuestro estudio detallado de algoritmos.
Primero definiremos algunos términos: veremos que un problema, tal como
multiplicar dos enteros positivos, normalmente tendra infinitos ejemplares,
tal como multiplicar los enteros 981 y 1234. Un algoritmo debe trabajar
correctamente con todo ejemplar del problema que dice resolver.

Después explicamos lo que entendemos por la eficiencia de un algoritmo y
discutimos formas diferentes para elegir el algoritmo mas eficiente en caso de
que existan varios algoritmos para solucionar un mismo problema. Veremos
que es crucial saber como cambia la eficiencia de un algoritmo en la medida
que los ejemplares de un problema se hacen més grandes y son (usualmente)
por tanto mas dificiles de resolver.

También distinguiremos entre la eficiencia promedio de un algoritmo
cuando es usado sobre muchos ejemplares de un problema y su eficiencia
en el peor caso posible. El estimado pesimista del peor caso frecuentemente
es apropiado cuando tenemos que estar seguros de resolver un problema en
una cantidad limitada de tiempo.

Una vez que hayamos definido lo que entendemos por eficiencia, podemos
empezar a investigar los métodos usados para analizar algoritmos. Nuestra
linea de ataque es tratar de contar el nimero de operaciones elementales,
tales como las sumas y productos que ejecuta un algoritmo.

No obstante, veremos que los calculos no son tan directos ya que aun
estas operaciones tan comunes se hacen mas lentas conforme el tamano de
sus operandos se hace mas grande. También tratamos de convenir alguna
nocion sobre la diferencia practica entre un algoritmo bueno y uno malo en
términos de tiempo de célculo.



3.1. PROBLEMAS Y EJEMPLARES

3.1. Problemas y ejemplares

Existen varios algoritmos para resolver el problema de multiplicar dos
enteros positivos, un ejemplar de este problema es multiplicar 981 por 1234.
No obstante, dichos algoritmos no sélo proveen una forma de multiplicar
estos dos nimeros en particular. En efecto, ellos dan una soluciéon general
al problema de multiplicar dos enteros positivos. Decimos que (981, 1234) es
un ejemplar de este problema. Multiplicar 789 por 9742 es otro ejemplar del
mismo problema y lo podemos expresar como (789, 9742).

Pero multiplicar -12 por 83.7 no es un ejemplar del problema, por dos
razones: la primera es que -12 no es positivo y la segunda es que 83.7 no
es un entero. (Por supuesto, (-12, 83.7) es un ejemplar de otro problema de
multiplicacién mas general) La mayoria de los problemas interesantes tienen
una coleccién infinita de ejemplares. No obstante, hay excepciones.

Hablando estrictamente, el problema de jugar un juego perfecto de ajedrez
tiene sélo un ejemplar, ya que existe solamente una tinica posicion inicial. Mas
aun existe s6lo un nimero finito de subejemplares (las posiciones intermedias
legales). Sin embargo esto no significa que el problema carezca de interés
algoritmico.

Un algoritmo debe trabajar correctamente sobre todo ejemplar del pro-
blema que resuelve. Para mostrar que un algoritmo es incorrecto, sélo ne-
cesitamos encontrar un ejemplar del problema para el cual es incapaz de
encontrar una respuesta correcta.

Tal como un teorema propuesto se puede desaprobar con un simple con-
traejemplo, un algoritmo se puede rechazar sobre la base de un solo resul-
tado incorrecto. Por otro lado, asi como puede ser dificil probar un teorema
es usualmente dificil probar la correccion de un algoritmo. Para hacer esto
posible, cuando se especifica un problema es importante definir su dominio
de definicion, esto es, el conjunto de ejemplares a ser considerados.

Asi, los algoritmos mencionados para multiplicar enteros positivos no fun-
cionaran con operandos negativos o fraccionales, al menos no sin alguna
modificacién. Por supuesto, esto no significa que los algoritmos sean invali-
dos: porque ejemplares de multiplicacién involucrando niimeros negativos o
fracciones no estan en el dominio de definicién que elegimos al enunciar el
problema.

Cualquier dispositivo real de calculo tiene un limite en el tamano de
los ejemplares que puede manejar, ya sea porque los nimeros involucrados
son muy grandes o porque desbordamos el espacio de almacenamiento. No
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obstante, este limite no se le puede atribuir al algoritmo que elegimos usar.
Maquinas distintas tienen limites distintos y ain programas distintos que
implementan el mismo algoritmo sobre la misma maquina pudieran imponer
distintas restricciones.
En este curso nos conformaremos con probar que nuestros algoritmos
son correctos en abstracto, ignorando las limitaciones practicas presentes en
cualquier programa concreto que los implemente.

3.2. La eficiencia de los algoritmos

Cuando tenemos que resolver un problema, podriamos tener disponibles
varios algoritmos. Obviamente nos gustaria elegir el mejor. Esto plantea la
pregunta de como decidir cudl de esos algoritmos es preferible.

Si s6lo tenemos uno o dos ejemplares por resolver, de un problema muy
simple, podriamos no preocuparnos demasiado por cudl algoritmo usar: en
este caso simplemente podriamos elegir al que sea mas facil de programar, o
aquel para el que ya existe un programa, sin preocuparnos sobre sus propie-
dades tedricas.

Pero si tenemos gran cantidad de ejemplares por resolver o si el problema
es muy dificil de resolver, tendriamos que elegir mas cuidadosamente.

El enfoque empirico (o a posteriori) para elegir un algoritmo consiste en
programar los algoritmos en competencia y probarlos con ejemplares distintos
y la ayuda de una computadora.

El enfoque tedrico (o a priori), el cual favoreceremos en este curso, con-
siste en determinar matematicamente la cantidad de recursos que necesita
cada algoritmo como una funcion del tamano de los ejemplares considerados.

Los recursos de mayor interés son el tiempo de céalculo y el espacio para
almacenamiento, usualmente el primero es el mas critico, en este curso com-
pararemos usualmente algoritmos sobre las bases de su tiempo de ejecucién y
cuando hablemos de la eficiencia de un algoritmo simplemente estaremos di-
ciendo que tan rapido se ejecuta. Sélo ocasionalmente estaremos interesados
en los requerimientos de almacenamiento de un algoritmo.

El tamano de un ejemplar formalmente corresponde al niimero de bits
necesarios para representar al ejemplar en una computadora, usando algin
esquema de codificaciéon definido precisamente y razonablemente compacto.
No obstante, para ser mas claro nuestro analisis, usualmente seremos menos
formales y cuando usemos la palabra tamano entenderemos cualquier entero
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que de alguna manera mide el nimero de componentes en un ejemplar.

Por ejemplo, cuando hablamos sobre ordenamiento, usualmente medire-
mos el tamano de un ejemplar por el nimero de articulos que se han de or-
denar, ignorando el hecho de que cada uno de estos articulos necesitaria mas
de un bit para representarse sobre una computadora. Similarmente, cuando
hablamos sobre grafos, usualmente mediremos el tamano de un ejemplar por
el nimero de nodos o vértices (o ambos) involucrados.

Cuando hablemos de problemas que involucren enteros nos apartaremos
de esta regla general y algunas veces daremos la eficiencia de nuestros algo-
ritmos en términos del wvalor del ejemplar considerado y no de su tamano
(el cual serfa el nimero de bits necesarios para representar dicho valor en
binario).

La ventaja del enfoque tedrico es que no depende de la computadora que
se use, ni del lenguaje de programacién, ni de la habilidad del programador.
Ahorra, tanto el tiempo que se gastaria innecesariamente al programar un
algoritmo ineficiente, como el tiempo de maquina que se gastaria probandolo.

Mas significativo, es que nos permite estudiar la eficiencia de un algoritmo
cuando se usa sobre ejemplares de cualquier tamano. Frecuentemente éste no
es el caso con el enfoque empirico, donde consideraciones practicas podrian
forzarnos a probar nuestros algoritmos sélo sobre un nimero pequeno de
ejemplares elegidos arbitrariamente y de tamano moderado.

Es usual que, un algoritmo descubierto recientemente, empieza a mostrar
que tiene un mejor desempeno que sus predecesores sélo cuando es usado
sobre ejemplares grandes, éste es un punto muy importante por el cual se
prefiere el enfoque a priori.

También es posible analizar algoritmos usando un enfoque hibrido, donde
la forma de la funciéon que describe la eficiencia del algoritmo se determi-
na tedéricamente y luego los parametros numéricos requeridos se determinan
empiricamente para un programa y una maquina particular, al usar este en-
foque podemos predecir el tiempo que una implementacion real tomara para
solucionar un ejemplar mucho mas grande que los usados en las pruebas.

Debemos ser cuidadosos al hacer tales extrapolaciones solamente sobre
las bases de un nimero pequeno de muestras empiricas ignorando todas las
consideraciones tedricas. Las predicciones que se hacen sin soporte tedrico es
probable que sean muy imprecisas, sino es que totalmente equivocas.

Si queremos medir la cantidad de almacenamiento que usa un algoritmo
en funcién del tamano de los ejemplares, tenemos disponible una unidad
natural para nosotros y se llama bit.
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Sin importar la maquina que se use la nociéon de un bit estd bien defi-
nida. Si por otro lado, como en la mayoria de los casos, queremos medir la
eficiencia de un algoritmo en términos del tiempo que toma para producir
una respuesta, entonces no hay una eleccion tan obvia.

Claramente no podriamos expresar esta eficiencia por ejemplo en segun-
dos, ya que no tenemos una computadora estandar a la cual pudieran hacer
referencia todas las mediciones.

Una respuesta a este problema esta dada por el principio de invarianza,
el cual enuncia que dos implementaciones diferentes del mismo algoritmo no
diferirdn en eficiencia por mas de alguna constante multiplicativa.

Si esta constante resulta ser 5, por ejemplo, entonces sabremos que si la
primera implementacion toma un segundo para resolver ejemplares de cierto
tamario, entonces la segunda implementacion (pudiera estar sobre una maqui-
na distinta o escrita en un lenguaje de programacién distinto) no tomard mas
de 5 segundos para resolver los mismos ejemplares.

Mas precisamente, si dos implementaciones del mismo algoritmo toman
respectivamente t1(n) y ta(n) segundos para resolver un ejemplar de tamano
n, entonces siempre existen constantes positivas ¢y d tales que t1(n) < cta(n)
y ta(n) < dti(n) siempre que n sea suficientemente grande.

En otras palabras, el tiempo de ejecucién de cualquiera de las dos imple-
mentaciones esta acotado por un multiplo constante del tiempo de ejecucién
de la otra; por lo tanto es irrelevante a cual implementacion le llamaremos
primera y a cual segunda.

La condiciéon de que n sea suficientemente grande no es realmente ne-
cesaria, como veremos posteriormente al analizar la regla del umbral. No
obstante, al considerarla podemos encontrar frecuentemente constantes ¢y d
mas pequenas.

Esto es 1util si tratamos de calcular buenas cotas sobre el tiempo de eje-
cucion de una implementacion cuando conocemos el tiempo de ejecucion de
la otra.

Este principio no es algo que podamos probar: simplemente enuncia un
hecho que puede ser confirmado mediante observacién. M&s ain tiene una
amplia aplicacién.

El principio se mantiene cierto sin importar cual computadora se usa pa-
ra implementar un algoritmo (siempre y cuando la computadora tenga un
disefio convencional), sin importar el lenguaje de programacién y el compi-
lador empleado, es més, sin importar la habilidad del programador (siempre
y cuando él o ella no modifique realmente el algoritmo).
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Asf un cambio de maquina podria permitirnos resolver un problema 10 o
100 veces mas rapido lo cual nos incrementa la rapidez en un factor constante.
Por otro lado, un cambio de algoritmo y sélo un cambio de algoritmo podria
darnos una mejora que seria mas y mas marcada conforme aumenta el tamano
de los ejemplares.

Regresando a la pregunta de qué unidad sera usada para expresar la
eficiencia tedrica de un algoritmo, el pricipio de invarianza nos permite decidir
que no es necesaria tal unidad. En su lugar, sélo expresamos el tiempo que
toma un algoritmo salvo una constante multiplicativa.

Decimos que un algoritmo para algin problema toma un tiempo en el
orden de t(n), para una funcién dada t, si existe una constante positiva ¢ y
una implementacién del algoritmo capaz de resolver todo ejemplar de tamano
n en no mas que ct(n) segundos. (Para problemas numéricos, como senalamos
anteriormente, n algunas veces puede ser el valor mas que el tamano del
ejemplar).

El uso de segundos en esta definicion es obviamente arbitrario: sélo ne-
cesitamos cambiar la constante para acotar el tiempo por at(n) anos o bt(n)
microsegundos. Por el principio de invarianza, si cualquiera de las imple-
mentaciones del algoritmo tiene la propiedad requerida, entonces también la
tendran todos los demés, no obstante la constante multiplicativa cambiaria
de una implementacion a la otra.

En la siguiente secciéon daremos un tratamiento més riguroso de este con-
cepto importante conocido como la notacion asintotica. A partir de la defini-
cion formal serd claro porque decimos en el orden de en lugar del mas usual
del orden de.

Ciertos ordenes ocurren tan frecuentemente que vale la pena darles un
nombre. Por ejemplo, suponga que el tiempo que toma un algoritmo para
resolver un ejemplar de tamano n nunca es mayor a cn segundos donde c es
una constante apropiada. Entonces decimos que el algoritmo toma un tiempo
en el orden de n, o mas simplemente que toma tiempo lineal.

En este caso también hablamos de un algoritmo lineal. Si un algoritmo
nunca toma mas de cn? segundos para resolver un ejemplar de tamaiio n,
entonces decimos que toma tiempo en el orden de n?, o tiempo cuadrdtico, y
le llamaremos un algoritmo cuadrdtico.

Similarmente un algoritmo es ciubico, polinomial o exponencial si toma
un tiempo en el orden de n3, n* o ¢, respectivamente, donde k y ¢ son
constantes adecuadas.

No caiga en la trampa de olvidar completamente a las constantes ocultas,
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como son llamadas las constantes multiplicativas usadas en estas definiciones.
Comunmente ignoraremos los valores exactos de estas constantes y asumire-
mos que todas ellas tienen el mismo orden de magnitud.

Esto nos permitira decir, por ejemplo, que un algoritmo lineal es mas rapi-
do que uno cuadratico sin preocuparnos si nuestra afirmacién es verdadera en
todos los casos. Sin embargo, algunas veces es necesario ser mas cuidadoso.

Considere por ejemplo dos algoritmos cuyas implementaciones sobre una
maquina dada toman respectivamente n? dias y n? segundos para resolver un
ejemplar de tamano n, solamente para jejemplares que requieren mas
de 20 millones de anos en ser resueltos! es que el algoritmo cuadrético
llega a ser mas rapido que el algoritmo ctibico.

Desde un punto de vista tedrico, el primero es asintoéticamente mejor
que el segundo; es decir, su desempeno es mejor sobre todos los ejempla-
res suficientemente grandes. Desde un punto de vista practico ciertamente
preferiremos al algoritmo cibico.

No obstante el algoritmo cuadratico puede ser asintéticamente mejor,
su constante oculta es tan grande que lo descarta para considerarlo sobre
ejemplares de tamano normal.

3.3. Analisis del peor caso y del caso prome-
dio

El tiempo que consume un algoritmo o el espacio de almacenamiento
que usa, puede variar considerablemente entre dos ejemplares distintos del
mismo tamano. Para ilustrar esto, considere dos algoritmos de ordenamiento
(ascendente) elementales: ordenamiento por insercion y ordenamiento por
seleccion.
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procedure SELECT(T[1...n])

procedure INSERT(T'[1...n|) 1 fori+—1ton—1
1 fori+2ton 2 do minj <1
2 do z + TJi 3 minx < T[]
3 j—i1—1 4 for j<i+1ton
4 while j >0 and z <T/[j] 5 do if T[j] < minx
5 do T[j + 1] <+ Tj] 6 then minj < j
6 j—j—1 7 minz < Tj]
7 Tij+1) =z 8 Tminj] < TVi]
9

Ejercicio 14

T[i] + minz

1. Simule la operacién de los algoritmos de ordenamiento sobre algunos
arreglos pequenos, para asegurarse que entiende como trabajan.

Simule los algoritmos de ordenamiento por insercién y por seleccién so-

bre los siguientes dos arreglos: U = [1,2,3,4,5,6] y V = [6,5,4, 3,2, 1]
iSobre cudl de los arreglos U o V' se ejecuta més rapido ordenamiento
por insercién?. La misma pregunta pero ahora considerando ordena-
miento por seleccion. Justifique sus respuestas.

Suponga que trata de “ordenar” el arreglo W = [1,1,1,1,1,1] cuyos

elementos son iguales, usando: (a) ordenamiento por insercién y (b) or-
denamiento por seleccion. ; Como se compara esto a ordenar los arreglos

U y V del ejercicio [14}|2["

El ciclo principal en ordenaminto por insercion, busca sucesivamente cada
elemento del arreglo desde el segundo hasta el n—ésimo y lo inserta apro-
piadamente entre sus predecesores en el arreglo. Ordenamiento por seleccion
trabaja tomando al elemento mas pequeno en el arreglo y llevandolo al inicio;
luego toma al siguiente mas pequeno y lo pone en la segunda posicion en el
arreglo y asi sucesivamente.
Sean U y V dos arreglos de n elementos, tales que U esta ordenado ascen-
dentemente y V esta ordenado descendentemente. Si resolvié bien el ejercicio
habra notado que ambos algoritmos consumen mas tiempo sobre V' que
sobre U. En efecto, el arreglo V' representa el peor caso posible para estos
dos algoritmos: ningun arreglo de n elementos requiere mas trabajo.
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Sin embargo, el tiempo requerido por el algoritmo de ordenamiento por
seleccion no es muy sensible al orden original del arreglo que ha de ordenarse:
la prueba “if T[j| < minz”se ejecuta exactamente el mismo nimero de veces
en cada caso. La variacién en tiempo de ejecucion, es debida solamente al
nimero de veces que son ejecutadas las asignaciones en la parte then de
dicha prueba.

Si se programa este algoritmo y se ejecuta sobre una méaquina, encon-
trara que el tiempo requerido para ordenar un cierto nimero de elementos
no variard mas del 15% cualquiera que sea el orden inicial de los elmen-
tos a ordenar. Como se mostrard en la seccién [5.2], el tiempo requerido por
select(T) es cuddratico, sin importar el orden inicial de los elementos.

La situacion es diferente si comparamos los tiempos que toma el algoritmo
de ordenamiento por insercién sobre los dos arreglos. Ya que la condicion que
controla el ciclo while es falsa siempre desde el principio, insert(U) es muy
rapido y consume tiempo lineal.

Por otro lado, insert(V') consume tiempo cudratico porque el ciclo while
se ejecuta i — 1 veces para cada valor de 7, nuevamente refiérase a la seccion
para mas detalle. La variacion en tiempo entre estos dos ejemplares es por
lo tanto considerable. Mas atin, esta variacion aumenta conforme aumenta el
nimero de elementos a ordenar.

En alguna implementacion del algoritmo de ordenamiento por insercion,
se encontré que consume menos de un quinto de segundo para ordenar un
arreglo de 5000 elementos que originalmente estaban en orden ascendente,
pero consumié tres y medio minutos en ordenar un arreglo con la misma
cantidad de elementos, pero inicialmente en orden descendente, es decir, mil
veces mas.

Si pueden ocurrir variaciones tan grandes, ;Como podemos hablar del
tiempo que consume un algoritmo solamente en términos del tamano del
ejemplar a resolver? La respuesta es que usualmente consideraremos el peor
caso del algoritmo, esto es, para cada tamano de ejemplar sélo consideraremos
aquellos ejemplares sobre los que el algoritmo requiere mas tiempo.

Esto es por lo que dijimos en la secciéon anterior que un algoritmo debe ser
capaz de resolver todo ejemplar de tamafno n en no mas de ct(n) segundos,
para una constante apropiada ¢ que depende de la implementacion, si decimos
que un algoritmo se ejecuta en un tiempo en el orden de ¢(n): implicitamente
tenemos en mente el peor caso.

El anélisis del peor caso es apropiado para un algoritmo cuyo tiempo de
respuesta es critico. Por ejemplo, si se trata de controlar una planta de energia
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nuclear, es crucial conocer un limite superior sobre el tiempo de respuesta
del sistema, no importando el ejemplar particular que se resolvera.

Por otro lado, si un algoritmo sera usado varias veces sobre muchos ejem-
plares distintos, pudiera ser mas importante conocer el tiempo de ejecucién
promedio sobre instancias de tamano n. Vimos que el tiempo que consume
el algoritmo de ordenamiento por insercién varfa entre n y n?.

Si podemos calcular el tiempo promedio que consume el algoritmo, sobre
las n! formas distintas de ordenar inicialmente n elementos distintos, tendre-
mos una idea del tiempo probable que consumira para ordenar un arreglo en
orden aleatorio.

Si n! permutaciones iniciales son igualmente probables, entonces su tiem-
po promedio estd también el orden de n?. Asi, el algoritmo de ordenamiento
por insercion consume tiempo cuadratico tanto en el peor caso, como en el
caso promedio, no obstante que para algunos ejemplares puede ser mucho
mas rapido.

Existe otro algoritmo de ordenamiento (quicksort) que también consume
tiempo cuadratico en el peor de los casos, pero que sélo requiere un tiempo
en el orden de nlogn en el caso promedio.

Aunque este algoritmo tiene un peor caso malo, ya que el desempeno
cuadratico es malo para un algoritmo de ordenamiento, en su caso promedio
probablemente es el algoritmo conocido més rapido, al menos de entre los
algoritmos que usan la técnica de ordenamiento en el lugar, es decir, aquellos
que no requieren espacio de almacenamiento adicional.

Usualmente es mas dificil analizar el comportamiento promedio de un al-
goritmo que analizar su comportamiento en el peor caso. Peor atin, el andlisis
del comportamiento promedio puede ser enganoso, cuando los ejemplares a
resolver no son elegidos aleatoriamente, en el momento que el algoritmo es
usado en la practica.

Por ejemplo, hemos enunciado que ordenamiento por inserciéon toma tiem-
po cuadratico en promedio, cuando todos los n! ordenamientos iniciales po-
sibles son igualmente probables.

Pero en muchas aplicaciones esta condicion puede no ser real. Por ejemplo,
si un programa de ordenamiento es usado para actualizar un archivo, podria
la mayoria de las veces enfrentarse con datos que estan muy cerca del orden
deseado, es decir, con sélo unos pocos elementos fuera de su lugar.

En este caso su comportamiento promedio calculado, bajo la hipdtesis
de que los ejemplares son elegidos aleatoriamente, serd una guia pobre con
respecto a su desempeno real.
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Por lo tanto, para que sea 1til el andlisis del comportamiento promedio de
un algoritmo, se requiere tener algin conocimiento a priori de la distribucion
de los ejemplares que seran resueltos. Esto normalmente es un requerimiento
no realista.

Especialmente cuando un algoritmo se usa como un procedimiento in-
terno en algin algoritmo méas complejo, podria ser impractico estimar cuales
ejemplares son mas probables de encontrar y cuales sélo ocurrirdn rara vez.
Afortunadamente existen algoritmos que pueden “desordenar”los datos para
que queden con cierta distribucién.

En lo que sigue estaremos interesados sélo en el analisis del peor caso al
menos que enunciemos lo contrario.

3.4. Operacion elemental

Una operacion elemental es aquella cuyo tiempo de ejecucion se puede
acotar superiormente por una constante, que sélo depende de la implemen-
tacion que en particular use una maquina, un lenguaje de programaciéon y
asi sucesivamente. Asi la constante no depende ni del tamano, ni de los otros
parametros del ejemplar que se esta considerando.

Dado que nos interesa el tiempo de ejecuciéon de algoritmos que estan por
debajo de una constante multiplicativa, lo inico que importa en el andlisis
es el nimero de operaciones elementales ejecutadas, no el tiempo exacto que
requiere cada uno de ellos.

Por ejemplo, suponga que cuando analizamos un algoritmo, encontramos
que para resolver un ejemplar de un cierto tamano se requieren ejecutar a
adiciones, m multiplicaciones y s instrucciones de asignamiento.

Suponga que también sabemos que una adicién nunca consume mas de
t, microsegundos, una multiplicaciéon nunca mas de t,, microsegundos y un
asignamiento nunca mas de t; microsegundos, donde t,, t,, v ts son constantes
que dependen de la maquina usada.

Por tanto, adicién, multiplicacion y asignamiento pueden ser consideradas
operaciones elementales. El tiempo total ¢ que requiere nuestro algoritmo
puede acotarse mediante

t <at, +mt,, + st
< méx(ty, tm, ts) X (a+m+ s),
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esto es, t esta acotado por un multiplo constante del niimero de operaciones
elementales que son ejecutadas.

Ya que no es importante el tiempo requerido por cada operacion ele-
mental, simplificaremos diciendo que las operaciones elementales se pueden
ejecutar con costo unitario.

En la descripcion de un algoritmo, una sola linea de cédigo puede corres-
ponder a un numero variable de operaciones elementales. Por ejemplo, si T
es un arreglo de n elementos (n > 0), el tiempo requerido para calcular

x <+ min{7T[i]|1 <i<n}
incrementa con n ya que es una abreviacion para

function MIN(TT1...n])

1 x+ T[]

2 fori<2ton

3 doif T[i| <z

4 then = < T7i]
5 return x

Similarmente, algunas operaciones matematicas son tan complejas que
no se pueden considerar elementales. Si nos permitiéramos contar con costo
unitario las operaciones calcular un factorial y prueba por divisibilidad, sin
considerar el tamano de los operandos, entonces por el teorema de Wilson
(el cual enuncia que el entero n divide a (n — 1)! 4+ 1 si y sélo si n es primo
para todo n > 1) podriamos probar la primalidad de un entero con eficiencia
sorprendente.

function WILSON(n)

1 if n divide exactamente a (n — 1)! 4+ 1
2 then return true

3 else return false

El ejemplo al inicio de esta subseccion sugiere que podemos considerar
como de costo unitario a las operaciones adiciéon y multiplicacion, ya que se
asume que el tiempo requerido por estas operaciones se puede acotar median-
te una constante. En teoria, no obstante, estas operaciones no son elementales
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ya que el tiempo necesario para ejecutarlas incrementa con el tamano de los
operandos.

En la practica, por otro lado, pudiera ser adecuado considerarlas como
operaciones elementales, siempre y cuando los operandos involucrados sean
de un tamano razonable en los ejemplares que esperamos encontrar. Dos
ejemplos ilustraran lo que queremos decir.

function F1BONACCI(n)
function SuM(n) 1 i+1

1 sum<+0 2 5+0
2 fori<1ton 3 fork<+<1ton
3 do sum < sum +1i 4 doj+1+y
4 return sum ) 147 —1

6 return j

En el algoritmo llamado SuM el valor de sum permanece razonable para
todos los ejemplares que en la practica se esperan. Si estamos usando una
maquina con palabras de 32 bits, todas las adiciones pueden ser ejecutadas
directamente siempre y cuando n no sea mayor a 65535. No obstante, en
teoria, el algoritmo debe trabajar para todos los valores posibles de n.

Ninguna maquina real en efecto puede ejecutar estas adiciones con costo
unitario si n es elegido suficientemente grande. El analisis del algoritmo por
tanto debe depender del dominio previsto de la aplicacién (no del dominio
del problema).

La situacion es diferente en el caso de FIBONACCI. Aqui es suficiente to-
mar n = 47 para que la ultima adicion “j <— ¢ + 57 cause desbordamiento
aritmético sobre una maquina de 32 bits. Para guardar el resultado que co-
rresponde a n = 65535 necesitariamos 45496 bits, o mas de 1420 palabras de
computadora. Por la tanto, como un aspecto practico no es realista considerar
que estas operaciones pueden ejecutarse con costo unitario.

Mas bien, debemos atribuirles un costo proporcional a la longitud de los
operandos involucrados. En la subseccion [5.1.2]se mostrara que este algoritmo
consume tiempo cuadratico, aunque a primera vista su tiempo de ejecucion
parece ser lineal.

En el caso de la multiplicacién atin podria ser razonable considerarla
una operacion elemental para operandos suficientemente pequenos. Desafor-
tunadamente, es mas facil producir operandos grandes por multiplicaciones
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repetidas que por adiciones, por lo tanto es muy importante asegurar que las
operaciones aritméticas no se desborden.

Atn mas, el tiempo requerido para efectuar una adicién crece linealmente
con respecto al tamano de los operandos, pero el tiempo requerido para
efectuar una multiplicacién se cree que crece mas rapido que eso.

Un problema similar puede ocurrir cuando analizamos algoritmos que
involucran numeros reales si la precision requerida aumenta con el tamano
de los ejemplares a resolver. Un ejemplo tipico de este fenémeno es cuando
se usa la formula de de Moivre para calcular los valores de la secuencia de
fibonacci.

Esta férmula nos dice que f,, el n—ésimo término en la secuencia, es apro-
ximadamente igual a ¢"/v/5 donde ¢ = (1 +/5)/2 es la proporcion dorada.
La aproximacién es tan suficientemente buena, que en principio podemos
obtener el valor exacto de f,, tomando simplemente el entero mas

cercano. No obstante, vimos que se necesitan alrededor de 45496 bits
para representar exactamente a fgss35. Esto significa que tendriamos que
calcular la aproximacion con el mismo grado de exactitud que el requerido
para obtener al nimero exacto. La aritmética de punto flotante de precisién
simple o doble, usando una o dos palabras de computadora, ciertamente no
seria suficientemente exacta.

En la mayoria de las situaciones practicas, no obstante, el uso de aritméti-
ca de punto flotante de precisién simple o doble ha sido satisfactoria, a pesar
de la inevitable pérdida de precision. Cuando esto es asi, es razonable consi-
derar dichas operaciones como de costo unitario.

Sumarizando, decidir cuando una instruccion tan aparentemente inofen-
siva como “j < 7 + 77 puede ser considerada como elemental o no, es algo
que siempre requiere de nuestro juicio.

En lo que sigue, consideraremos como operaciones elementales a las adi-
ciones, sustracciones, multiplicaciones, divisiones, operaciones médulo, ope-
raciones Booleanas, comparaciones y asignamientos; y por lo tanto que pue-
den ejecutarse con costo unitario, al menos que explicitamente enunciemos
lo contrario.

Ejercicio 15

1. Use la formula de de Moivre para f,, y demuestre que f, es el entero
mds cercano a gb”/\/g para todo n > 1.
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2. Sea g(n) el nimero de maneras de escribir una cadena de n ceros y unos
tal que nunca hay dos ceros consecutivos. Por ejemplo, cuando n = 1
las cadenas posibles son 0 y 1, asi g(1) = 2; cuando n = 2 las posibles
cadenas son 01,11 y 10, asi g(2) = 3; cuando n = 3 las cadenas posibles
son 010,011,101,110 y 111, asi g(3) = 5. Demuestre que g(n) = f,12.

3. (Es razonable, como asunto practico, considerar a la division como una
operacién elemental: (a) siempre, (b) algunas veces, (c¢) nunca? Justifi-
que su respuesta. Si lo considera necesario, puede tratar separadamente
la division de enteros y la division de ntimeros reales.

4. En la subseccién [3.4] vimos que el teorema de Wilson podria ser usado
para probar la primalidad de cualquier niimero en tiempo constante,
si los factoriales y las pruebas de divisibilidad de enteros se contaran
de costo unitario, sin importar el tamano de los niimeros involucrados.
Claramente esto no seria razonable. Use el teorema de Wilson junto
con el teorema binomial de Newton para disenar un algoritmo capaz
de decidir en un tiempo en el orden de logn cuando o no un entero n es
primo, considerando que son contadas con costo unitario las adiciones,
multiplicaciones, y pruebas por divisibilidad de enteros, pero no asi los
factoriales y exponenciales. Lo mas importante de este ejercicio no es
proporcionar un algoritmo 1til, sino demostrar que no es razonable, en
general, considerar a las multiplicaciones como operaciones elementales.

3.5. La importancia de la eficiencia

Ya que las computadoras se hacen cada vez mas y mas rapidas, pudiera
parecer que no vale la pena gastar nuestro tiempo tratando de disenar algo-
ritmos mas eficientes. ;No seria mas facil esperar a la siguiente generacion
de computadoras? Los principios establecidos en las subsecciones anteriores
muestra que esto no es verdad.

Suponga, para ilustrar el argumento, que para solucionar un problema
particular tiene disponible un algoritmo exponencial y una computadora que
puede correr este algoritmo sobre ejemplares de tamaifio n en 10~ x 2" segun-
dos. Asf el programa puede resolver ejemplares de tamafio 10 en 10~* x 21°
segundos o alrededor de un décimo de segundo.

Resolver un ejemplar de tamano 20 consumiria alrededor de mil veces mas
o aproximadamente dos minutos. Para resolver un ejemplar de tamano 30
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tomaria mil veces mas, por lo cual no serian suficientes los célculos de un dia
entero. Suponiendo que se pudiera ejecutar una computadora sin interrupcion
y sin errores por una ano completo, sélo se podria resolver un ejemplar de
tamano 38.

Suponga que necesita resolver ejemplares mas grandes que esto y que
tiene el dinero suficiente para comprar una computadora nueva un ciento de
veces mas rapida que la primera. Con el mismo algoritmo ahora se puede
resolver un ejemplar de tamano n en sélo 107% x 2" segundos.

Podria sentir que ha desperdiciado su dinero cuando se dé cuenta que,
si corre la nueva maquina por un ano entero, ni siquiera podra resolver un
ejemplar de tamano 45. En general, si antes se podia resolver ejemplares de
tamano n en un tiempo dado, con la nueva computadora en el mejor de los
casos resolvera ejemplares de tamano n + log 100 o alrededor de n + 7, en el
mismo tiempo.

Suponga que mejor decide invertir en algoritmia y que habiendo gastado la
misma cantidad de dinero, ha conseguido un algoritmo ctibico para solucionar
el problema. Imagine por ejemplo, que usando la primera maquina con el
nuevo algoritmo se pude resolver un ejemplar de tamafo n en 1072 x n?
segundos.

Asi, para resolver un ejemplar de tamano 10 consumira 10 segundos y
un ejemplar de tamano 20 requerira entre uno y dos minutos. Pero ahora un
ejemplar de tamano 30 se puede resolver en cuatro y medio minutos y en un
dia se pueden resolver ejemplares de tamano mayor a 200; con los calculos
de un ano se pueden resolver ejemplares de tamano cercano a 1500.

El nuevo algoritmo no sélo ofrece una mejora mucho mayor que la com-
pra del nuevo hardware, suponiendo que puede afrontar ambos gastos, haria
mucho més productiva la compra del nuevo hardware. Si puede hacer uso
del nuevo algoritmo y de la maquina 100 veces mas rapida, entonces podra
resolver ejemplares cuatro o cinco veces mas grandes que con solo el nuevo
algoritmo, en la misma cantidad de tiempo, el factor exacto es +/100.

Compare esto a la situacion con el viejo algoritmo, donde se le podia
sumar 7 al tamano del ejemplar, aqui se puede multiplicar el tamano de
los ejemplares por cuatro o cinco. No obstante, el nuevo algoritmo no de-
be ser usado descuidadamente sobre todos los ejemplares del problema, en
particular sobre los muy pequenos.

Vimos que sobre la primera maquina el algoritmo nuevo consume 10 se-
gundos para resolver un ejemplar de tamano 10, lo cual es un ciento de veces
méas lento que el algoritmo exponencial. El nuevo algoritmo es mas réapido
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Figura 3.1: Algoritmia contra hardware.

solo para ejemplares de tamano 20 o mayores, ver Figura 3.1}

Naturalmente, es posible combinar ambos algoritmos en un tercero que
verifique el tamano del ejemplar que hay que resolver, antes de decidir que
método usar.

Ejercicio 16

1. Algunas veces se afirma que el hardware de hoy en dia es tan barato
y la mano de obra tan cara, que no vale la pena gastar el tiempo de
un programador para “rasurarle” unos pocos segundos al tiempo de
ejecucion de un programa.  Esto significa que la algoritmia esta desti-
nada a ser tinicamente una ocupacion tedrica con fines de formalidad,
sin aplicacion practica? Justifique su respuesta.

2. Usando la técnica llamada “memoria virtual”, es posible liberar al pro-
gramador de la mayoria de las consideraciones sobre el tamano real de
almacenamiento disponible en la maquina. ;Significa esto que la canti-
dad de almacenamiento usado por un algoritmo nunca es de interés en
la practica? Justifique su respuesta.
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3. Suponga que mide el desempeno de un programa, quizas usando alguna
clase de traza en tiempo de ejecucion, luego optimiza las partes muy
usadas del codigo. No obstante se asegura de no cambiar el algorit-
mo subyacente. ;Qué esperaria obtener: (a) una ganancia en eficiencia
mediante un factor constante, o (b) una ganancia en eficiencia que es
proporcionalmente mayor conforme el tamano del ejemplar aumenta?
Justifique su respuesta.

4. Un algoritmo de ordenamiento consume 1 segundo para ordenar 1000
articulos en su computadora local.;Cuanto consumiria para ordenar
10000 articulos si (a) cree que el algoritmo consume tiempo aproxima-
damente proporcional a n? y (b) cree que el algoritmo consume tiempo
aproximadamente proporcional a nlogn?

5. Dos algoritmos consumen respectivamente n? dias y n® segundos para
resolver un ejemplar de tamano n. Muestre que sélo sobre ejemplares
que requieren mas de 20 millones de anos en ser resueltos, el algoritmo
cuadratico supera al algoritmo cibico.

6. Dos algoritmos consumen respectivamente n? dias y 2" segundos para
resolver un ejemplar de tamano n. ;Cuadl es el tamano del ejemplar mas
pequeno para el cual el primer algoritmo supera al segundo? ;Aproxi-
madamente cudnto tiempo consumiria dicho ejemplar en ser resuelto?

7. Cierto algoritmo consume 107% x 2" segundos para resolver un ejemplar
de tamano n. Muestre que en un ano sélo podria resolver un ejemplar de
tamano 38. ; Qué tamano de ejemplar podria ser resulto en un ano con
una maquina un ciento de veces mas rapida? Un segundo algoritmo
consume 1072 x n3 segundos para resolver ejemplares de tamafo n.
,Qué tamano de ejemplar puede resolver en un ano? ;Qué tamano de
ejemplar puede resolver en un ano con una maquina un ciento de veces
mas rapida? Muestre que el segundo algoritmo es mas lento que el
primero para ejemplares de tamano menor que 20.

3.6. Un algoritmo lineal para ordenamiento

Se puede demostrar que ningin algoritmo de ordenamiento, que traba-
je comparando los elementos a ser ordenados puede ser mas rapido que el
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orden de nlogn. No obstante, se pueden encontrar otros algoritmos de or-
denamiento mas eficientes para casos muy especiales. Suponga por ejemplo
que los elementos a ordenar son enteros que se sabe estan en el rango de 1 a
10000. Entonces el siguiente algoritmo puede usarse.

procedure CASILLAS(T'[1...n])
1 array UJ[l...10000]
for £ <1 to 10000
do Ulk] < 0
fori<1ton
do k + T[]
Ulk] < Ulk] +1
140
for £ <1 to 10000
9 do while U[k] #0
10 doi+i+1
11 Tli] « k
12 Ulk] < Ulk] — 1

O O U i W I

Aqui U es un arreglo de “casillas” para los elementos que se van a ordenar.
Debe haber una casilla para cada elemento posible que se pueda encontrar
en T'. El primer ciclo limpia las casillas, el segundo pone cada elemento de T’
en el lugar adecuado y el tercero los saca de U para volverlos a poner en T'
en orden ascendente.

Es facil mostrar que este algoritmo y sus variantes consumen un tiempo
en el orden de n. (La constante multiplicativa oculta depende del nimero
que acota los valores de los elementos a ordenar, en este caso 10000.)

Cuando este algoritmo se aplica vence a cualquier otro algoritmo que
trabaje con comparaciones, por otro lado el requerimiento de que debe poder
usar una casilla por cada elemento posible, implica que es aplicable mucho
menos veces en comparacion a los otros algortimos de ordenamiento.

Ejercicio 17

1. Se le pide ordenar un archivo que contiene enteros entre 0 y 999999.
Pero no puede usar un millén de casillas, asi que decide usar casillas
numeradas desde 0 hasta 999. Empieza a ordenar poniendo cada entero
en la casilla que le corresponde de acuerdo a sus primeros tres digitos.
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Después usa ordenamiento por insercion mil veces, para ordenar sepa-
radamente los contenidos de cada casilla y finalmente vacia las casillas
para obtener una secuencia totalmente ordenada. ;Esperaria que esta
técnica sea mas rapida, mas lenta o igual, con respecto a usar ordena-
miento por insercién sobre toda la secuencia (a) en promedio y (b) en
el caso peor? Justifique sus respuestas.

2. Muestre que ordenamiento por casillas consume un tiempo en el orden
de n para ordenar n elementos que estan dentro de las cotas.

3.7. Especificaciéon completa de un algoritmo

Al inicio dijimos que la ejecucion de un algoritmo normalmente no debe
involucrar decisiones subjetivas, ni debe requerir el uso de la intuicién o
creatividad; posteriormente dijimos que casi siempre debemos estar contentos
si demostramos que nuestros algoritmos son correctos en abstracto, ignorando
las limitaciones précticas; después, propusimos considerar que la mayoria
de las operaciones aritméticas son elementales al menos que explicitamente
aclaremos lo contrario.

Todo esto estd muy bien, pero jqué debemos hacer si consideraciones
practicas nos obligan a abandonar esta posiciéon conveniente y tenemos que
tomar en cuenta las limitaciones de las maquinas disponibles?

Por ejemplo, cualquier algoritmo que calcule el valor exacto de figo sera
forzado a considerar que ciertas operaciones aritméticas, ciertamente la adi-
cién y también posiblemente la multiplicacién no son operaciones elementales
(recuerde que figo es un numero con 21 digitos decimales).

Maés probablemente esto se tomara en cuenta para usar un paquete de
programas que permitan operaciones aritméticas sobre enteros muy largos.
Si no especificamos exactamente de qué manera el paquete debe implementar
aritmética de precisiéon multiple, entonces la eleccion de qué método usar
podria ser considerada una decision subjetiva y el algoritmo propuesto estaria
especificado incompletamente. ;Esto importa?

La respuesta es que en ciertos casos si importa. Posteriormente veremos
algoritmos cuyo desempeno en verdad depende del método que se use para
multiplicar enteros largos.

Para tales algoritmos (y formalmente hablando para cualquier algorit-
mo) no es suficiente escribir simplemente una instruccién como x < y X z,
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dejandole al lector elegir cualquier técnica que tenga a la mano para im-
plementar esta multiplicacién. Para especificar completamente al algorit-
mo, también debemos especificar como seran implementadas las operaciones
aritméticas necesarias.

No obstante, para hacernos la vida mas facil, continuaremos usando la
palabra algoritmo para ciertas descripciones incompletas de este tipo. Los
detalles seran completados cuando el andlisis asi lo requiera.
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Capitulo 4

Clases de funciones

Una concluisiéon que hemos obtenido en la seccion anterior es que el mejor
algoritmo es aquél que resuelve el problema planteado de acuerdo con la
situacion. La respuesta para el caso general, para todas las situaciones, la
hemos dado generalizando, también, el tamano del ejemplar.

Es por ello que hablamos del comportamiento asintético de un algoritmo.
Vamos a ver en esta seccién que es posible manipular los comportamientos
de los algoritmos para llevar a cabo andlisis més detallados de ellos. Jus-
tificaremos, por ejemplo, el uso de la “escala de funciones” respecto de su
comportamiento (contante, logaritmica, lineal, cuadrética, cibica etc.).

Particularmente, nos interesa saber qué tanto conviene mejorar un al-
goritmo si cambiamos una parte él. Aunque esta pregunta estd relacionada
ademas con el diseno, requeriremos de una serie de reglas para determinar
con rapidez cuestiones como la anterior.

4.1. Cota superior

Formalizaremos en primer lugar la nociéon usada con anterioridad para
referirnos a que un algoritmo es mejor que otro o bien que un algortitmo
a lo mas se comporta tan lento como otro. Por supuesto, haremos estas
convenciones retomando la idea de que un algoritmo se caracteriza por una
funcion de comportamiento dependiente del tamano del ejemplar cuyo valor
es el tiempo que requiere el algoritmo para realizar su tarea.

Conviene, asimismo, senalar que todas estas funciones son no negativas
pues siempre un algoritmo tarda al menos cero unidades, lo cual supondremos
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sin indicar.

Desde que se planteé la necesidad de comparar funciones de comporta-
miento, digamos f y ¢, fue mencionado que para afirmar que el algoritmo de
g no podia ser mas lento que el de f, debia cumplirse que g no rebasara a un
multiplo de f para ejemplares de tamano mayores o iguales que V.

Esto significa, que un algoritmo, con funcién g, sera mejor o a lo mas igual
que otro, con funcién f, si g(n) < cf(n) para todan > N y cierta constante
¢ > 0 (recordemos que el principio de invarianza referia a dos desigualdades
para indicar el mismo comportamiento). Precisando: Se dice que una funcién
g: N = Restden el orden de f : N — R sii existe ¢ > 0 tal que g(n) < c¢f(n)
para todan > N, N € N.

Destacamos que para afirmar que g estd en el orden de f debe determi-
narse ¢, el multiplo, y N, el umbral, de tal forma que g(n) < c¢f(n) para
toda n > N. Notemos que dada una funcién f, habra muchas funciones g
que satisfagan esta relacién, por ejemplo si f(n) = n?, entonces estéan en el
orden de f: gi(n) =n, go(n) =log(n), gs(n) = nlog(n), gs(n) = 2n?, etc.

Llamaremos a esta clase de funciones O(f(n)). Ast:

O(f(n)) ={g: N = R|(3c>0,N € N)(Vn = N)(g(n) < cf(n))}.

O(f(n)) contiene a todas las funciones que estan acotadas superiormente por
un multiplo de f.

La definicion de g “estd en el orden de” f contiene una redundancia al
exigir la determinacién tanto del multiplo como del umbral. La constante ¢
permite que el multiplo de f supere a una funcién g siempre que ésta no
crezca mas rapido que f.

Pero también es posible que en un intervalo finito la funciéon f tome
valores negativos, lo cual se evita “saltando” este intervalo al dar un valor
de umbral mayor que el limite superior de ese intervalo. Lo mismo podemos
hacer cuando f toma valor cero.

Ya que las funciones de comportamiento no toman valores negativos, aun-
que si el valor cero, podemos llevar nuestra observacién hacia una formulacién
méas simple de la clase de funciones con cota superior f. Lo anterior es una
justificacién de la proposicion [§

Proposicién 8 (Regla del Umbral) Sea f estrictamente positiva. g(n) €
O(f(n)) siy sélo si existe ¢ > 0 tal que g(n) < cf(n), para toda n € N.

Al afirmar que una funcién g estd en la clase O(f(n)) no sélo queremos
decir que el algoritmo de g no puede ser mas lento que el de f, ademés la
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funcion f puede ser empleada como un “punto en la escala de funciones” y
de este modo ubicar a g en relaciéon con los demas algoritmos en la escala.

Las funciones de comportamiento son expresiones obtenidas del andlisis
de los algoritmos y serd comtun encontrar que un algoritmo esté compuesto
de mas de un paso, lo cual se traducira en que su funciéon de comportamiento
sea la suma correspondiente de las funciones de sendos pasos.

Con el fin de determinar la ubicacién de una funcién en la escala, y de
manera semejante al razonamiento que se hace con los limites, cuando f
es la suma de funciones {f;}; podremos despreciar algunas funciones para
quedarnos con la funcién representativa de f.

El hecho implicito en la idea expuesta es que habra en esta suma alguna
funcién f; que no pueda ser superada por las demas, entonces O() ., fi(n)) =
O(f;)-

Por ejemplo, O(n? + n) = O(n?), esto es, max{n? n} = n? Usamos el
operador max{ f;(n), fi(n)} = f;(n) para indicar que f; siempre supera a f;
excepto en un nimero finito de puntos: f;(n) < f;(n), para toda n > N. Este
resultado es 1util y por ello lo enunciamos como la Regla del Mdzimo.

Proposicién 9 (Regla del Maximo) Si f; y f2 son funciones de compor-
tamiento, entonces O(f1(n) + fa(n)) = O(max{fi(n), f2(n)}).

Debe cuidarse la premisa implicita establecida al inicio: las funciones de
comportamiento son no negativas, y, en muchos casos, estrictamente posi-
tivas. Un ejemplo que muestra la obtencién de errores al violar la premisa
antedicha es: O(n) = O(n + n? — n?) = O(max{n,n? —n?}) = O(n?). El
error es que aparece una funcién que no es de comportamiento (positiva).

Observacién 5

1. En el comentario del primer parrafo tenemos claramente que g;(n) €
O(f(n)), i = 1,2,3,4. Pero ademas, si h(n) = n?, entonces f(n) €
O(h(n)), puesto que con ¢ = 1 y N = 1 se cumple que n* < cn?
para toda n > N. Por otro lado, es facil explicar por qué también
gi(n) € O(h(n)): si sabemos que gi(n) < cif(n) y que f(n) < ch(n),
entonces ¢;(n) < cc;h(n), esto es g;(n) € O(h(n)). Lo anterior puede
sostenerse sin que haya referencia alguna a los ejemplos particulares
que hemos dado, bastan las definiciones e hipétesis.

2. Un hecho importante pero aparentemente sin utilidad es que para toda
funcién de comportamiento f se cumple que f(n) € O(f(n)).
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3. Es posible aun imaginar que un par de funciones f, g cumpla f(n) €
O(g(n)) y g(n) € O(f(n)). Aqui también es facil ver que O(f(n)) =
O(g(n)), pues para cualquier f; tal que f1 € O(f(n)) se tiene fi(n) <
cf(n) (n > Nyp), pero ademas por hipéteis f(n) < dg(n) (n > N3) luego
para toda f; € O(f(n)): fi(n) < edg(n) (n > méax Ny, Ny). Por tanto
O(f(n)) € O(g(n)). Similarmente puede verse que O(g(n)) C O(f(n)).

4. Si convenimos definir la relacion 7€ O, ésta es como vimos reflexiva,
transitiva y antisimétrica, y por tanto es una relacion de orden.

Ejercicio 18
1. Demuestre o refute las siguientes afirmaciones:
a) n® € O(n?).
b) 2"t e O(2").
c) nle O((n+1)!).
2. Sea k € N. Demuestre que si una funcién de comportamiento f expresa-
dapor f(n) = fi(n)+fo(n)+- - -+ fx(n) donde fi, fa, ..., fr son también

funciones de comportamiento, y g(n) = max{fi(n), fa(n),..., fe(n)}

entonces O(f(n)) = O(g(n)).

3. Usando el resultado del problema anterior, por qué no es posible afirmar

que
O(n) = O(max{f, ..., n}) = O+ - +n) = O(n?).

Como seguramente ha sido observado, la definicién de la clase de funciones
acotadas superiormente por otra guarda cierta semejanza con la definicién
de limite. En efecto, la regla que a continuacién se enuncia establece esta
relacion.

Proposicién 10 (Regla del Limite) Sean f; y fo dos funciones de com-
portamiento.

L Si lim f,(n)/ fo(n) = 0 entonces fu(n) € O(fa(n)) y faln) & O(fi(n).

2. Si 1 f1(n)/ fa(n) = o0 entonces fy(n) € O(fi(n)) ¥ fi(n) & O(a(n))
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3. Si lim fi(n)/f>(n) > 0 entonces fi(n) € O(f2(n)) y f2(n) € O(fi(n)).

La demostracion de esta proposiciéon es directa a partir de las definiciones.
Por ejemplo: |£EZ§| < § para toda n > N; conduce a fi(n) < dfa(n), ie.
fi(n) € O(f2(n)). Ademas suponiendo que existieran ¢ > 0y N € N tales

que fa(n) < cfi(n) entonces 2223 > %, para toda n > N, lo cual contradiria
que Jirgofl (n)/ fa(n) = 0.

Observacién 6

1. De acuerdo con el ejercicio 10.2, lim k’% = 0, podemos concluir que
n—o0

logn € O(v/n) y v/n ¢ O(logn).
2. Partiendo de que n € O(2l°e™)) y 2llesn] ¢ O(n) podria suponerse que

1im 2U°87] /n converge, pero no es asi: cada vez que n es una potencia
n—oo

de dos se cumple 21°¢7] /n = 1 pero cuando n crece 21987 /n oscila. En
conclusion, el reciproco de la regla del limite no es cierto en general.

Ejercicio 19

1. Use la proposicion 5 para demostrar el segundo inciso de la regla del
limite.

2. Demuestre que n € O(2l°8n]) y 2lleen] ¢ O(n).

3. (Cudl algoritmo seria més rdapido, uno con comportamiento f(n) =
(loglogn)? u otro con comportamiento g(n) = logn? Justifique su res-
puesta.

4.2. Cota inferior

Asi como se establecié que un algoritmo no puede ser mas tardado que
otro, podemos hacer algo para decidir que un algoritmo no puede ser mas
veloz que otro, lo cual parece sencillo pues esta idea maneja la negacion de lo
que antes hemos visto. La clase de funciones que estan acotadas inferiormente

por f es:
Q(f(n)) = {g: N - R|(3d > 0, N € N)(vn = N)(g(n) = df(n))}.

La relacién entre O y € estda dada por la proposicion que sigue.
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Proposicién 11 (Regla de la Dualidad) Sean f; y f; funciones de com-
portamiento, entonces fo(n) € Q(fi(n)) sii fi(n) € O(f2(n)).

Ejercicio 20
1. Demuestre la regla de la dualidad.

2. Demuestre o refute las siguientes afirmaciones:

a) n® € Q(n?).
b) 2"t e Q(27).
c) nleQ((n+1))).

3. Tome en cuenta la observacion [5| para demostrar que la relacién de
pertenencia a Q(f(n)) es una relacién de orden parcial.

La interpretacién de ) contrasta con la de O: Cuando fy; mide el peor
comportamiento y fo € O(f1(n)), entonces en cualquier ejemplar f, serd a lo
maés tan lento como fi. En tanto, afirmar fy € Q(f1(n)) significa que f; no
puede mejorar a f; (en el caso peor), pero es posible que haya ejemplares en
los que fy mejore a f; (casos mejores).

4.3. Clase de equivalencia

Recordemos que el principio de invarianza establece que cualesquier im-
plantaciones de un mismo algoritmo con comportamientos fi(n) y fao(n) sa-
tisfacen que fi(n) < cfo(n) y df2(n) < fi(n) para ciertas constantes ¢,d > 0
y para toda n > N. Desde entonces hemos considerado que los comporta-
mientos “equivalentes” satisfacen las desigualdades mencionadas.

Este hecho aclara el uso de g(n) € O(f(n)) y g(n) € Q(f(n)), al afirmar
que g(n) no puede ser mas lenta que f(n)y g(n) no puede ser méas rapida que
f(n), la equivalencia de comportamientos es entonces cuando g(n) no puede
ser mas lenta ni més rapida que f(n). Tenemos asi que la clase de funciones
equivalentes a f es:

O(f(n)) = O(f(n)) N Q(f(n)).

f(()))?ieﬂ O(f(n)) = {9(n)|(Fc,d > 0, N € N)(vn = N)(df(n) < g(n) <
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Observacién 7

1. Analogas a las reglas del umbral y el maximo para O, son validas para

O:

Regla del Umbral para ©: Sea f estrictamente positiva. g(n) € ©(f(n))
si y solo si existen ¢,d > 0 tal que df(n) < g(n) < cf(n), para
toda n € N.

Regla del Méaximo para ©: O(fi(n)+f2(n)) = O(max{fi(n), f2(n)}).
2. Con ligeros cambios respecto de O tenemos la regla del limite para ©:
Regla del Limite para O: Sea lim fi(n)/f2(n) = a,
n—oo

a) si a > 0 entonces f1(n) € O(f2(n)).
b) si a = 0 entonces fi(n) € O(fo(n) y fi(n) & O(fa(n)).
¢) Sia = oo entonces fi(n) € Q(fa(n)) y fi(n) & O(f2(n)).

Como esperariamos © divide el conjunto de funciones en clases las cua-
les corresponden a los puntos de la “escala de funciones”. Especificamente
tenemos la proposicién que sigue.

Proposicién 12 La relacién entre funciones de comportamiento f(n) ~
g(n) sii f(n) € O(g(n)) es una relacién de equivalencia.

Tal y como hemos planteado intuitivamente en una seccién anterior po-
demos concebir una escala que permita dar respuesta a una pregunta fun-
damental del andlisis de algoritmos ;cual algoritmo es mejor? Se ha dicho
que la respuesta es relativa a la situacién en la que sera aplicado. Dentro del
enfoque asintético la respuesta esta dada por comparar las funciones.

En virtud de la observacién [5] y la proposicién [12] distinguimos a las
funciones constantes O(1), funciones logaritmicas ©(logn), funciones lineales
O(n), funciones cuadréticas ©(n?), etc. como los puntos de la escala.

Por otro lado, la relacién f(n)<<g(n) sii f(n) € O(g(n)) es una relacién de
orden y podriamos decir que un algoritmo con funcién de comportamiento
f(n) serfa mejor que otro con funcién g(n) si f(n) < g(n)) donde f(n) €
©(f(n)) y g(n) € ©(g(n)).

Finalmente, hemos de precisar que la escala no es tal pues la relacién <
es parcial. Esto es, no es cierto que cualesquier par de funciones sea compa-
rable. Tenemos, més bien, una jerarquia de clases de funciones, y la escala es
solamente una aproximacion util a esta estructura.
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Ejercicio 21
1. Demuestre la regla del limite para ©.
2. Demuestre la prop. |12

3. Considere un algoritmo que requiera un tiempo en la clase ©(n'*¢3)
;. Es correcto decir que requiere un tiempo en la clase O(n'*?)?, o jen
la clase Q(n'?)? o jen la clase ©(n'?)? (Nota: log3 = 1,58496 .. .)

4. Dadas dos funciones de comportamiento f, g demostrar que:

a) O(f(n)) = O(g(n)) sii f(n) € O(g(n)) sii O(f(n)) = O(g(n)).
b) O(f(n)) & O(g(n)) sii f(n) € O(g(n)) pero f(n)) & (g(n)).

5. Ubique en la escala de funciones las siguientes funciones: nlogn, n°,
n'te (14 ¢e)" n?/logny (n* —n+ 1)L

4.4. Cotas condicionales

Una clase més y algunas definiciones facilitaran el trabajo con los algorit-
mos conocidos como “divide y venceras”. Para que una funcion de compor-
tamiento pertenezca a esta clase es necesario que la variable independiente
(tamano de ejemplar) cumpla una propiedad. El conjunto de funciones aco-
tadas superiormente condicionadas por P es:

O(f(n)[P(n)) =
{g(n)|(3c >0, N e N)(vn = N)(P(n) = g(n) < cf(n))}

Similarmente definimos Q(f(n)|P(n)) y ©(f(n)|P(n)). Se dice que una
funcién de comportamiento es asintdticamente no decreciente (andec) si AN €
N tal que (Yn > N)(f(n) < f(n + 1). Dada una funcién andec, f, se dice
que es b-uniforme si f(bn) € O(f(n)), b € R. Cuando para toda b > 2, f es
b-uniforme, f se llama suave. Las funciones n* y nlogn son suaves, pero ni
n°8™ ni 2" lo son, pues crecen muy rapido. Por ejemplo, si suponemos que
nl°&™ fuera suave entonces (2n)1°82" € O(n'°&™) y por tanto (2n)°&2" < cnlos™,
pero (2n)'°e2n /ploen = 212 no puede acotarse por una constante. Concluimos
la presente seccién con el enunciado que generaliza la pertenencia a una clase
condicionada para funciones suaves.
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Proposicién 13 (Regla de la Uniformidad) Si f(n) es suave, g(n) an-
dec y g(n) € ©(f(n)|n = b¥), entonces g(n) € O(f(n)).

Demostracién. Supongamos que g(n) € O(f(n)|n = b*). Sea n = sl y
n = bllosen1+1 “asi p < n < A. Demostraremos que g(n) € O(f(n)) y g(n) €
Q(f(n)), partiendo de que g(n) € O(f(n)|n = V%) y g(n) € Q(f(n)|n = b*).
Con base en las hipétesis: g(n) < g(n) = g(nb) < cf(nb) < acf(n) < acf(n)
para n > méx{1,b"}. Similarmente: g(n) > g(n) > cf(n) > <f(nb) >
cf(m) > £f(n). O

Ejercicio 22

1. Diga la razén del uso de cada una de las desigualdades que aparecen
en la demostracién de la prop. [13]

2. Demuestre que 2" no es suave.

3. (Cémo aplicaria la regla de la uniformidad a un algoritmo que busca
un nodo en un arbol binario?

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



4.4. COTAS CONDICIONALES

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



Capitulo 5

Analisis de Algoritmos

Cuando encuentra que varios algoritmos distintos solucionan el mismo
problema, tiene que decidir cual es el mas apropiado para la aplicacién que
desea desarrollar. Una herramienta esencial para este proposito es el andli-
sis de algoritmos. Sélo después de que ha determinado la eficiencia de los
distintos algoritmos serd capaz de hacer una decision bien informada.

El problema es que no hay una férmula magica para analizar la eficiencia
de los algoritmos. Principalmente el andlisis es un asunto de juicio, intuicién y
experiencia. No obstante, existen algunas técnicas basicas que son tutiles con
frecuencia, tales como saber de que forma tratar con estructuras de control y
ecuaciones de recurrencia. Esta seccién cubre las técnicas mas cominmente
usadas y las ilustra con ejemplos.

5.1. Analisis de estructuras de control

El andlisis de algoritmos usualmente se lleva a cabo desde adentro ha-
cia afuera. Primero determinamos el tiempo requerido por las instrucciones
individuales (este tiempo frecuentemente estd acotado por una constante);
luego combinamos estos tiempos de acuerdo a las estructuras de control que
componen las instrucciones en el programa.

Algunas estructuras de control tales como la secuencia (poner una ins-
truccién después de otra) son faciles de analizar, mientras que otras, como
los ciclos while, son mas dificiles.

En esta subseccion daremos principios generales que son ttiles en el andli-
sis involucrado con las estructuras de control encontradas mas frecuentemen-
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te, asi como ejemplos de la aplicacion de estos principios.

5.1.1. Secuencia

Sean P; y P, dos fragmentos de un algoritmo. Estos pudieran ser ins-
trucciones simples o subalgoritmos complejos. Sean t; y t5 los tiempos que
consumen P; y P, respectivamente. Los tiempos pudieran depender de varios
parametros, tales como el tamano del ejemplar. La regla para secuenciar
dice que el tiempo requerido para calcular “P;; P,”, esto es, primero P; y
después P, simplemente es t; +t5. Por la regla del maximo, este tiempo esta
en O(max(ty,ts)).

A pesar de su simplicidad, aplicar esta regla algunas veces es menos ob-
vio de lo que pudiera parecer. Por ejemplo, pudiera suceder que uno de los
parametros que controla a ty depende del resultado del calculo efectuado por
P;. Asi, el andlisis de la secuencia “P;; P,” no simpre puede ser realizado
considerando que P; y P, son independientes.

5.1.2. Ciclos for

Los ciclos for son los mas faciles de analizar. Considere el siguiente ciclo.

for i < 1 to m do P(i)

Aqui y en el resto de nuestra discusion, adoptaremos la convencién de que
m = 0 no es un error; simplemente significa que la instruccién controlada
P(i) nunca es ejecutada. Suponga que este ciclo es parte de un algoritmo
mas extenso, el cual trabaja sobre un ejemplar de tamano n. (Tenga cuidado
en no confundir m y n) El caso més fécil es cuando el tiempo consumido por
P(i) realmente no depende de i, no obstante pudiera depender del tamafo
del ejemplar, més generalmente, del ejemplar en si.

Sea t el tiempo requerido para calcular P(i). En este caso, el andlisis
obvio del ciclo es que P(i) es ejecutado m veces, cada vez con costo t, asi el
tiempo total requerido por el ciclo simplemente es [ = mt. A pesar de que este
enfoque usualmente es adecuado, existe un peligro potencial: no tomamos en
consideracion el tiempo necesario para controlar el ciclo. Después de todo,
nuestro ciclo for es una abreviacion para algo como el siguiente ciclo while.
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141
while i <m do
P(i)
141+ 1
En la mayoria de las situaciones es razonable contar como de costo uni-
tario la prueba ¢ < m, la instruccién ¢ < 1 y ¢ < ¢ + 1 y las operaciones
secuencia (go to) implicitas en el ciclo while. Sea ¢ una cota superior sobre el

tiempo requerido por cada una de estas operaciones. El tiempo [ consumido
por el ciclo esta acotado superiormente por

[ < c para 7 < 1
+ (m+1)ec para las pruebas i < m
+ mt para las ejecuciones de P(i)
+ mc para las ejecuciones de 7 <— i + 1
4 4+ mc para las operaciones secuencia
< (t+ 3c)m + 2c

Mas atn, este tiempo esta claramente acotado inferiormente por mt. Si ¢
es despreciable comparado con ¢, nuestro aproximado anterior de que [ era
aproximadamente igual a mt fue por tanto justificado, excepto por un caso
crucial: [ &= mt es completamente erroneo cuando m = 0 (jatin es peor cuando
m es negativo!).

Cuando estudiemos la técnica del baréometro, veremos que despreciar el
tiempo requerido para el control del ciclo, puede guiarnos a errores serios en
tales circunstancias.

Resista la tentacién de decir que el tiempo consumido por el ciclo esta en
O(mt) con el pretexto de que a la notacién © se le exige ser efectiva a partir
de un umbral tal como m > 1. El problema con este argumento, es que,
si en efecto estamos analizando el algoritmo entero mas que simplemente el
ciclo for, el umbral implicado por la notaciéon © involucra a n, el tamano del
ejemplar, en vez de m, el nimero de veces que pasamos por el ciclo, m = 0
pudiera ocurrir para valores de n arbitrariamente grandes.

Por otro lado, se puede demostrar (le sugerimos que lo haga) que si ¢
estd acotado inferiormente por una constante (lo cual simpre es el caso en
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la préctica) y si existe un umbral ng tal que m > 1 siempre que n > no,
entonces [ en verdad estd en ©(mt) cuando [, m y t son considerados como
funciones de n.

El anélisis del ciclo for es més interesante cuando el tiempo ¢(7) requerido
para P(7) varia como una funcién de i. (En general, el tiempo requerido para
P(i) pudiera depender no sélo de i sino también del tamano n del ejemplar,
incluso del ejemplar mismo.) Si despreciamos el tiempo consumido por el
control del ciclo, lo cual usualmente es adecuado cuando m > 1, el mismo
ciclo for

for i < 1 to m do P(i)

consume un tiempo dado no por una multiplicacién sino por una suma:

esto es Y v t(4).
[lustraremos el andlisis de ciclos for con un algoritmo iterativo simple
para calcular la secuencia de Fibonacci. Recuerde que el algoritmo es

function FIBITER(n)

1 i+1

2 7+0

3 for k< 1ton
4 doj«+ 11+
) 145 —1
6 return j

Si contamos todas las operaciones aritméticas con costo unitario, las ins-
trucciones dentro del ciclo for consumen tiempo constante. Suponga que el
tiempo consumido por estas instrucciones esta acotado superiormente por
alguna constante c¢. Sin tomar en cuenta el control del ciclo, el tiempo consu-
mido por el ciclo for esta acotado superiormente por n veces esta constante:
ne.

Ya que las instrucciones antes y después del ciclo consumen un tiempo
despreciable, concluimos que el algoritmo consume un tiempo en O(n). Un
razonamiento similar nos lleva a que este tiempo también estd en €(n), asi
estd en O(n).

No obstante, vimos en la subseccién que no es razonable contar como
de costo unitario, las adiciones involucradas en el calculo de la secuencia de
Fibonacci, al menos que n sea muy pequeno. Por lo tanto, debemos tomar
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en cuenta el hecho de que una instrucciéon tan simple como “j <— i 4 j7 se
encarece incrementalmente cada vez que pasamos por el ciclo.

Es facil programar adiciones y sustracciones de enteros largos, tal que el
tiempo necesario para sumar y sustraer dos enteros, esté en el orden exacto
del nimero de digitos del operando més grande. Para determinar el tiem-
po consumido por la k—ésima pasada por el ciclo, necesitamos conocer la
longitud de los enteros involucrados.

Se puede demostrar por inducciéon matematica que los valores de i y
j al final de la k—ésima iteracién son respectivamente fr_ 1 v fr. Esto es
precisamente por lo que el algoritmo funciona: regresa el valor de j al final
de la n—ésima iteracién, el cual es por lo tanto f,, como se requiere. Mas
aun, a partir de la férmula de de Moivre se puede demostrar que el tamano
de fi estd en O(k).

Por lo tanto la k—ésima iteracion consume un tiempo O(k — 1) + ©(k),
lo cual es lo mismo que O(k). Sea ¢ una constante tal que este tiempo estd
acotado superiormente por ck para todo £ > 1. Si despreciamos el tiempo
requerido por el control del ciclo y por las instrucciones antes y después del
ciclo, podemos concluir que el tiempo requerido por el algoritmo esta acotado
superiormente por

ch‘ = cZk = c@ € O(n?).
k=1

k=1

Un razonamiento similar nos conduce a que este tiempo estd en Q(n?) y
por lo tanto en ©(n?). Asi, en el andlisis de FIBITER, contar como de costo
unitario a las operaciones aritméticas, constituye una diferencia crucial con
respecto a no contarlas como de costo unitario.

El analisis de ciclos for que inician en valores distintos a 1, o que se
ejecutan a pasos mas grandes, debe ser obvio en este punto. Por ejemplo
considere el siguiente ciclo.

for i < 5 to m step 2 do P(i)
Aqui, P(i) se ejecuta ((m —5) + 2) + 1 veces siempre que m > 3. Para

que un ciclo for tenga sentido (se ejecute cero o méas veces), el punto final
debe ser siempre al menos tan grande como el punto inicial menos el paso.
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5.1.3. Llamados recursivos

El anélisis de algoritmos recursivos usualmente es directo, al menos hasta
cierto punto. Una simple inspeccion al algoritmo frecuentemente da lugar a
una ecuacion de recurrencia que imita el flujo de control en el algoritmo.
Una vez que ha sido obtenida la ecuacion de recurrencia, se pueden apli-
car técnicas generales para resolver dichas ecuaciones y transformarlas a la
notacion asintética no recursiva, la cual es més simple.

Como un ejemplo, considere de nuevo el problema de calcular la secuencia
de Fibonacci, pero esta vez con el algoritmo recursivo FIBREC

function FIBREC(n)

1 ifn<?2

2 then return n

3 else return FIBREC(n — 1) 4+ FIBREC(n — 2)

Sea T'(n) el tiempo consumido por un llamado a Fibrec(n). Si n < 2,
el algoritmo simplemente regresa n, lo cual consume tiempo constante a.
De otra manera, la mayor parte del trabajo se gasta en los dos llamados
recursivos, los cuales consumen respectivamente tiempo T'(n —1) y T'(n —2).
Mads atin, debe ser ejecutada una adicién que involucra a f,_1 y a f,_o (los
cuales son los valores regresados por los llamados recursivos), asi como, el
control de la recursion y la prueba “if n < 27.

Sea h(n) que denota el trabajo involucrado en esta adicién y control,
esto es, el tiempo requerido por un llamado a Fibrec(n) ignorando el tiempo
gastado dentro de los dos llamados recursivos. Por definicién de T'(n) y h(n)
obtenemos la siguiente recurrencia.

T(n) = a sin=0o0n ) (5.1)
T(n—1)+T(n—2)+ h(n) en otro caso

Si contamos las adiciones de costo unitario, h(n) estd acotada por una
constante. Al aplicarle a técnicas para solucién de recurrencias encontra-
mos que T'(n) € O(f,). Un razonamiento similar muestra que 7'(n) € Q(f,)
y por tanto T'(n) € ©(f,). Usando la férmula de de Moivre, concluimos que
Fibrec(n) consume tiempo exponencial en n. Este es doble exponencial en el
tamano del ejemplar ya que el valor de n es exponencial en el tamano de n.
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Si no contamos la adicién de costo unitario, h(n) ya no estard acotada
por una constante. En su lugar h(n) estd dominada por el tiempo requerido
para la adicion de f,_1 vy f._o para n suficientemente grande. Ya hemos
visto que esta adicién consume un tiempo en el orden exacto de n. Por tanto
h(n) € O(n).

Sorprendentemente, al aplicarle a técnicas para solucién de recurren-
cias, el resultado es el mismo sin importar cuando h(n) es constante o lineal:
es decir se sigue cumpliendo que T'(n) € O(f,). En conclusién, jFibrec(n)
consume tiempo exponencial en n sin importar que consideremos o no a las
adiciones como de costo unitario! La tnica diferencia recae en la constante
multiplicativa oculta en la notacion ©.

5.1.4. Ciclos while y repeat

Los ciclos while y repeat usualmente son mas dificiles de analizar que los
ciclos for ya que no existe una manera a priori obvia para saber cuantas veces
se entrara al ciclo. La técnica estandar para analizar estos ciclos es encontrar
una funciéon de las variables involucradas cuyo valor decrezca conforme se
entre al ciclo.

Para concluir que el ciclo eventualmente termina es suficiente con demos-
trar que este valor debe ser un entero positivo, ya que no se puede decre-
mentar indefinidamente un entero positivo. Para determinar cuantas veces
se repite el ciclo, necesitamos entender bien cémo decrece el valor de dicha
funcion.

Un enfoque alternativo para el analisis de los ciclos while consiste en tra-
tarlos como algoritmos recursivos. Ilustraremos ambas técnicas con el mismo
ejemplo. El analisis de los ciclos repeat se realiza de la misma manera y no
se daran ejemplos de ellos.

Usaremos el algoritmo de BINARYSEARCH para ilustrar el andlisis de
ciclos while. El propdsito de la btisqueda binaria es encontrar un elemento x
en un arreglo T[1..n] que esta en orden no decreciente. Asuma por simplicidad
que se garantiza que x aparezca al menos una vez en T'. Se requiere encontrar
un entero i tal que 1 < ¢ < ny T[i] = x. La idea bésica detras de la bisqueda
binaria es comparar x con el elmento y que esta en la mitad de T'. La busqueda
termina si x = y, si * > y se busca en la mitad superior del arreglo, si no
es el caso se busca en la mitad inferior del arreglo, tenemos asi el siguiente
algoritmo.
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function BINARYSEARCH(T'[1...n],x)

I i+1

2 j&n

3 while? <

4 dok<«+ (i+j)+2

5 switch

6 case t < T[k|:j«+ k—1
7 case x =T[k| :i,j < k
8 case x > T[k| i+ k+1
9 return ¢

Recuerde que para analizar el tiempo de ejecuciéon de un ciclo while debe-
mos encontrar una funcion de las variables involucradas cuyo valor decrezca
cada vez que se entra al ciclo. En este caso, es natural considerar a 7 —7+ 1
al que llamaremos d. Asi, d representa el nimero de elementos que todavia se
tienen que considerar, inicialmente d = n. El ciclo termina cuando 7 > j, lo
cual es equivalente a que d < 1. En cada iteraciéon existen tres posibilidades:
J toma el valor £ — 1, ¢ toma el valor k£ + 1 o tanto ¢ como 7 toman el valor
k. Sean d y d' respectivamente el valor de j — i + 1 antes y después de la
iteracién bajo consideracién, usaremos i, 7,7 y 7' de manera similar.

Si z < T[k], la instruccién “j «— k — 1”7 se ejecuta y asi

i'=iyj =[(+j)=+2 -1

Por lo tanto,

d=j—-i+1=[(i+j)+2-1—i+1=
(t+)=2—i<(i+7)/2—i=
(i+7—20)/2=(j—1)/2<

(j—1)/2+1/2=(j—i+1)/2=d/2.

Similarmente, si x > T'[k], la instruccién “i <— k + 1”7 se ejecuta y asi

=i+ ))=2+1y 5 =7

Por lo tanto,

d=j—i"+1=j—-[((i+j)+2)+1]+1=
J—+j)+2-1+1<j—(i+7)/2=
(2)—(+5)2=0—-9/2<
(J—9)/24+1/)2=(j—i+1)/2=4d/2.
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Finalmente, is © = T[k] entonces ¢ y j toman el mismo valor por tanto
d = 1; pero d fue al menos 2 ya que de otro modo no se habria entrado
al ciclo (la condicién del ciclo es que i < jy d = 7 — i+ 1). Concluimos
que d" = d/2 en cualquier caso, lo que significa que el valor de d se reduce
al menos a la mitad en cada iteracion. Ya que paramos cuando d < 1, el
proceso eventualmente termina, pero jcuanto tiempo toma?

Para determinar una cota superior sobre el tiempo de ejecuciéon de la
busqueda binaria, sea d; que denota el valor j — ¢ + 1 al final de la [—ésima
iteracion para [ > 1y sea dy = n. Ya que d;_; es el valor de j — i + 1 antes
de iniciar la [—ésima iteracién y como hemos demostrado que d; < d;_1/2
para todo | < 1, se sigue inmediatamente por induccién matemética que
d < n/ 2!, Pero el ciclo termina cuando d < 1, lo cual sucede a lo més
cuando [ = [Ign]f]

Concluimos que se entra al ciclo a lo mas [lgn] veces. Ya que cada ite-
racién tarda un tiempo constante, la bisqueda binaria tarda un tiempo en
O(logn). Un razonamiento similar nos da como resultado una cota inferior
en Q(logn), por tanto la busqueda binaria tarda un tiempo en ©(logn).

El enfoque alternativo para analizar el tiempo de ejecucion de la busque-
da binaria empieza muy parecido. La idea es pensar en el ciclo while como
si estuviera pensado recursivamente en lugar de iterativamente. En cada ite-
raciéon, reducimos el rango de posibles posiciones en el arreglo para x.

Sea t(d) que denota el tiempo méximo necesario para terminar el ciclo
while cuando j — i+ 1 < d, esto es cuando existen a lo mas d elementos por
considerar. Hemos visto que el valor de j — ¢ 4 1 al menos decrece la mitad
en cada iteracion.

En términos recursivos esto significa que ¢(d) es a lo més el tiempo cons-
tante b necesario para realizar una vez la iteracién, mas el tiempo ¢(d + 2)
suficiente para que la iteracion se termine. Ya que determinar si el ciclo ha
terminado, cuando d = 1, tarda un tiempo constante ¢, obtenemos la siguien-
te recurrencia.

c sid=1
t(d) =
b+t(d+2) en otro caso

Las técnicas que veremos en las Subseccién |5.3|se aplican para que facilmente
concluyamos que t(n) € O(logn).

'Recuerde que en los preliminares matematicos dijimos que lg « es una abreviacién para
log, z.
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5.2. Uso de un barometro

El analisis de muchos algoritmos se simplifica significativamente cuando
una instruccion, o una prueba, se puede identificar como barometro. Una
instruccion barémetro es una que se ejecuta al menos tan frecuentemente
como cualquier otra instruccion en el algoritmo.

No hay problema si algunas instrucciones se ejecutan hasta un nimero
constante de veces méas a menudo que el barémetro, ya que su contribuciéon
se absorbe en la notacién asintdtica. Siempre que el tiempo que tarda cada
instruccion esta acotado por una constante, el tiempo que tarda todo el
algoritmo estd en el orden exacto del niimero de veces que la instruccion
barémetro se ejecuta.

Esto es util porque nos permite despreciar los tiempos exactos que tarda
cada instruccién. En particular, evita la necesidad de introducir constan-
tes tales como aquellas que acotan el tiempo que tardan varias operaciones
elementales, las cuales no son importantes ya que dependen de la implemen-
tacién y que son descartadas cuando el resultado final se expresa en términos
de la notacién asintética.

Por ejemplo, considere el andlisis de FIBITER de la subseccion [5.1.2] cuan-
do contamos todas las operaciones aritméticas como de costo unitario. Vimos
que el algoritmo tarda un tiempo acotado superiormente por cn para alguna
constante ¢ despreciable, y por lo tanto tarda un tiempo en O(n).

Hubiera sido mas simple decir que la instruccién j < 7+ j se puede tomar
como barémetro, que obviamente esta instruccién se ejecuta n veces y por
tanto el algoritmo tarda un tiempo en ©(n).

Cuando un algoritmo involucra varios ciclos anidados, cualquier instruc-
cion del ciclo més interno usualmente puede tomarse como barémetro. No
obstante, esto se debe hacer con cuidado porque hay casos donde es necesario
tomar en cuenta el control implicito del ciclo.

Esto sucede tipicamente cuando algunos de los ciclos se ejecutan cero
veces, ya que tales ciclos consumen tiempo aunque no se llegue a ejecutar la
instruccion barémetro. Si esto sucede con frecuencia, el niimero de veces que
la instruccién barémetro se ejecuta puede ser minimizado por el nimero de
veces que se ejecuta el control de los ciclos vacios y por tanto seria un error
considerar tal instruccién més interna como barémetro.

Considere por ejemplo ordenamiento por casillas (Seccién [3.6). Aqui ge-
neralizamos el algoritmo para manejar el caso donde los elementos a ordenar
son enteros que se sabe estdn entre 1y s en lugar de entre 1 y 10000. Recuer-
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de que T[1...n] es el arreglo a ordenar y U[l...s| es un arreglo construido
tal que U[k] contiene el nimero de veces que el entero k aparece en T. La
fase final del algoritmo reconstruye 7" en order no decreciente a partir de la
informacion que hay en U.

procedure EXTRACTODECASILLAS()

1 240

2 for k<« 1tos

3 do while U[k] #0

4 doi+i+1

5 Ti] + k

6 Ulk] < Ulk] — 1

Para analizar el tiempo requerido para este procedimiento, usaremos
“Ulk]” para denotar el valor almacenado originalmente en U[k| ya que to-
dos estos valores son definidos a 0 durante el proceso. Es tentador elegir a
cualquiera de las instrucciones en el ciclo mas interno como barémetro. Para
cada valor de k, estas instrucciones son ejecutadas Ulk] veces.

Por tanto el nimero total de veces que son ejecutadas es > ; _, U[k]. Pero
esta suma es igual a n, el nimero de enteros a ordenar, ya que la suma del
numero de veces que cada elemento aparece da el nimero total de elementos.
Si en verdad estas instrucciones sirvieran como barémetro, concluiriamos que
este procedimiento tarda un tiempo en el orden exacto de n.

Un ejemplo simple es suficiente para convencernos que éste no es necesa-
riamente el caso. Suponga que U[k] = 1 cuando k es un cuadrado perfecto
y U[k] = 0 en otro caso. Esto corresponderia a ordenar un arreglo 7' que
contiene exactamente una vez cada cuadrado perfecto entre 1 y n?, usando
s = n? casillas. En este caso, el procedimiento tarda claramente un tiempo
en 2(n?) ya que el ciclo més externo se ejecuta s veces.

Por lo tanto no puede ser que el tiempo que tarda esté en ©(n). Esto
demuestra que haber elegido una de las instrucciones en el ciclo més interno
como barémetro fue incorrecto. El problema surge ya que sélo podemos des-
preciar el tiempo utilizado en iniciar y controlar los ciclos siempre y cuando
estemos seguros de haber incluido algo que tome en cuenta si el ciclo se
ejecuta cero veces.

El analisis correcto y detallado del procedimiento es como sigue. Sea a el
tiempo necesariio para la prueba U[k] # 0 cada vez que se pretende ejecutar
el ciclo mas interno y sea b el tiempo que tarda en una ejecucién de las
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instrucciones en el ciclo més interno, incluyendo la operacion de secuenciacion
para regresar al inicio del ciclo para volver a probar su condicion.

Ejecutar completamente el ciclo mas interno para un valor dado de k
tarda un tiempo ¢, = (1 + U[k])a + U[k]b, donde sumamos 1 a U[k| antes de
multiplicarlo por a para tomar en cuenta el hecho de que la prueba se realiza
cada vez que va a empezar otra iteracién y una mas para determinar que el
ciclo se ha completado.

El asunto crucial es que este tiempo no es cero atin cuando U[k] = 0.
El procedimiento completo tarda un teimpo ¢ + > ,_,(d + t;), donde ¢ y d
son constantes nuevas que toman en cuenta el tiempo necesario para inciar
y controlar el ciclo mas externo, respectivamente.

Cuando se simplifica, esta expresion nos da ¢ + (a + d)s + (a + b)n..
Concluimos que el procedimiento tarda un tiempo en O(n+s). Asi, el tiempo
depende de dos parametros independientes n y s; no se puede expresar como
una funcién de sélo uno de ellos.

Es fécil ver que la fase de iniciacion de ordenamiento por casillas tam-
bién tarda un tiempo en ©(n + s). Esta técnica de ordenamiento tarda un
tiempo total en ©(n + s) para ordenar n enteros entre 1 y s. Si prefiere, se
puede invocar a la regla del maximo para establecer que este tiempo esta en
O(max{n, s}).

Asi, ordenamiento por casillas vale la pena si demostramos que s es sufi-
cientemente pequeno comparado con n. Por ejemplo, si estamos interesados
en el tiempo requerido como una funciéon que dependa solamente del niimero
de elementos a ordenar, esta técnica tiene éxito en un tiempo lineal asombroso
si s € O(n) pero alcanza tiempo cuadratico si s € ©(n?).

A pesar de lo anterior, el uso de un barémetro es apropiado para anali-
zar ordenamiento por casillas. El problema es que no se eligié el barémetro
adecuado. En vez de las instrucciones dentro del ciclo interno, se debe elegir
como barémetro la prueba Ulk] # 0 del ciclo més interno. En verdad, ningu-
na instruccion en el procedimiento se ejecuta mas veces que dicha prueba, lo
cual es la definicion de un barémetro.

Es facil mostrar que U[k] # 0 se ejecuta exactamente n + s veces, por
lo tanto la conclusion correcta del sobre el tiempo de ejecucion del procedi-
miento se sigue inmediatamente sin necesidad de introducir constantes sin
sentido. En conclusion, el uso de un barémetro es una herramienta 1til para
simplificar el analisis de muchos algoritmos, pero esta técnica debe usarse
con cuidado.

Como otro ejemplo del uso de la técnica del barémetro y del analisis de
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ciclos anidados, veamos el algoritmo de ordenamiento por seleccion visto en

la Seccién B.3l

procedure SELECT(T[1...n])
1 fori<1ton—1
2 do minj <1
3 minx < Ti]
for j<1+1ton
do if T'[j] < minx
then minj < j
minz < Tj]
Tming] < Ti
Ti] < minz

© 00 ~J O Ut =~

No obstante el tiempo que tarda cada iteracion del ciclo mas interno no es
constante, toma més tiempo cuando T[j] < minz, este tiempo estd acotado
superiormente por alguna constante ¢ (que toma en cuenta el control del ciclo
mds interno).

Para cada valor de i, las instrucciones en el ciclo mas interno se ejecutan
n—(i+1)+1=n—1 veces, por lo tanto el tiempo que tarda el ciclo mas
interno es t(i) < (n — i)c.

El tiempo que tarda la i—ésima iteracion del ciclo mas externo esté aco-
tado superiormente por b+ ¢(i) para una constante apropiada b que toma en
cuenta las operaciones elementales antes y después del ciclo mas interno y el
control del ciclo més externo.

Por lo tanto, el tiempo total que tarda el algoritmo estd acotado supe-
riormente por:

Zb+(n—i)c:z (b+cn) —CZZ
=(n—1)(b+cn) —cn(n— 1)/2
1 1
25 <b—§c>n—b,

el cual estd en O(n?). Un razonamiento similar muestra que este tiempo esta
también en Q(n?) en todos los casos, y por tanto ordenamiento por seleccién
tarda un tiempo en ©(n?) para ordenar n elementos.
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El argumento anterior se puede simplificar, obviando la necesidad de in-
troducir constantes explicitas tales como b y ¢, cuando nos sentimos comodos
con la nocién de una instruccién barémetro. Aqui, es natural tomar la prue-
ba del ciclo més interno T[j] < minx como barémetro y contar el nimero
exacto de veces que se ejecuta.

Esto es una buena medida del tiempo total del algoritmo ya que nin-
guno de los ciclos se puede ejecutar cero veces (en cuyo caso el control del
ciclo podria consumir més tiempo que el barémetro). Se ve facilmente que el
nimero de veces que la prueba es ejecutada es:

Sy 1-Fu-y
=1 j=i+1 =1
n—1

k

k=1

=n(n—1)/2.

Asf el niimero de veces que la instruccién barémetro se ejecuta estd en O(n?),
lo cual da automaticamente el tiempo de ejecucién de todo el algoritmo.

)_l

5.3. Solucion de recurrencias

El ultimo paso indispensable en el andlisis de algoritmos es saber resolver
ecuaciones de recurrencia (como se ha visto en secciones anteriores). Con
un poco de experiencia e intuiciéon la mayoria de las recurrencias se pueden
resolver haciendo conjeturas inteligentes.

No obstante, existe una técnica poderosa que se puede usar para resolver
ciertas clases de recurrencia casi automaticamente. Este es el tépico principal
de esta seccién: la técnica de la ecuacién carateristica.

5.3.1. Recurrencias homogéneas

Empezaremos nuestro estudio de la técnica de la ecuacién carateristi-
ca con la resolucién de recurrencias lineales homogéneas con coeficientes
constantes, es decir recurrencias de la forma

aply + a1tp_1 + -+ aplp_p = 0 (52)
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donde los t; son los valores que estamos buscando.

Ademés de la Ecuacion (5.2), los valores de ¢; sobre k valores de i (ge-
neralmente 0 < i < k— 101 < i < k) son necesarios para determinar la
secuencia. Estas condiciones iniciales se consideraran mas adelante. Has-
ta entonces, la Ecuacion normalmente tiene infinitas soluciones. Esta
recurrencia es

= lineal porque no contiene términos de la forma t,_;t,_;, t2_. ete

n—ia’

= homogénea porque las combinaciones lineales de las t,,_; son iguales a
cero; y

= con coeficientes constantes porque las a; son constantes.

Considere nuestra ahora familiar recurrencia de la secuencia de Fibonacci.

fn = fnfl + fn72

Esta recurrencia facilmente se puede poner en la forma de la Ecuacion (5.2
después de hacer la reescritua obvia.

fn - fnfl - fn72 =0
Por lo tanto, la secuencia de Fibonacci corresponde a una recurrencia lineal
homogénea con coeficientes constantes, donde k = 2,a0 =1y a; = as = —1.

Incluso antes de comenzar a buscar soluciones a la Ecuacién , es in-
teresante notar que cualquier combinacién lineal de soluciones es en si misma
una solucién.

En otras palabras, si f,, v g, satisfacen la Ecuacién ([5.2]), entonces Zf:o Qi frnoi =
0 y similarmente para g,, si definimos t,, = cf,, + dg,, para las constantes ar-
bitrarias ¢ y d, entonces t,, también es una solucion de la Ecuacion ((5.2)). Esto
es cierto porque

aoty, +a1t,—1 + - +aptp—r =

ao(cfn +dgn) +ar(cfu1+dgn1) + -+ ar(cfor + dgn_r) =
claofn + arfo—1+ -+ apfur) + d(aogn + ar1gn—1 + - + axgn—r) =
cex0+dx0=0.

Esta regla se generaliza a combinaciones lineales de cualquier nimero de
soluciones.
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Buscamos soluciones de la forma
t, =2

donde z es una constante ain desconocida. Si sustituimos esta solucién en

la Ecuacién (5.2)), obtenemos
apx" + a1z 4+ apa™ P =0

Esta ecuacién se satisface si x = 0, una solucién trivial que no es de interés.
De otra manera la ecuacion se satisface si y sélo si

aoxk+a1xk_1+---—|—ak:0

Esta ecuacién de grado k en z se llama la ecuacién caracteristica de la

recurrencia (5.2)) y
p(2) = apz” + a1+ oy,

se llama su polinomio caracteristico.

Recuerde que el teorema fundamental del dlgebra establece que cualquier
polinomio p(z) de grado k tiene exactamente k raices (no necesariamente
distintas), lo que significa que puede factorizarse como un producto de k

monomios.
k

p(a) = [J(z =),
i=1
donde las r; pueden ser niimeros complejos. Atin mas, estas r; son las tinicas
soluciones de la ecuacién p(z) = 0.

Considere cualquier raiz r; del polinomio caracteristico. Como p(r;) = 0
se deduce que x = r; es una solucién a la ecuacién caracteristica y, por lo
tanto, r}' es una solucién de la recurrencia. Dado que cualquier combinacion
lineal de soluciones también es una solucién, concluimos que

k
ty =Y _crf (5.3)
=1

satisface la recurrencia para cualquier eleccién de constantes cq, ca, ..., c;. El
hecho notable, que no probamos aqui, es que la Ecuacién sOlo tiene
soluciones de esta forma siempre que todas las r; sean distintas. En este
caso, las k constantes se pueden determinar a partir de k condiciones iniciales
resolviendo un sistema de k ecuaciones lineales con k£ incognitas.
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Ejemplo 1 (Fibonacci) Considere la recurrencia

n sin=0on=1
fn:{

fu_1+ fn_2 en otro caso

Primero reescribimos esta recurrencia en la forma de la Ecuacién 5.2

fn - fn—l - fn—2 =0

Por lo tanto su polinimio caracteristico es

2 —r—1

cuyas raices son

145 1—-+5

7 YT T

Por lo tanto la solucion general es de la forma

r =

fo=cr} + cory. (5.4)

Falta usar las condiciones iniciales para determinar las constantes ¢y y cs.
Cuando n = 0, la Ecuacién nos da fo = ¢1+co. Pero sabemos que fy = 0.
Por lo tanto, ¢; + ¢, = 0. Similarmente cuando n = 1, la Ecuacién (5.4} junto
con la segunda condicién inicial nos dice que f; = ¢;r1+cors = 1. Recordando
que los valores de ry y r5 son conocidos, esto nos da dos ecuaciones lineales
con las incognitas ¢; y ¢s.

Cl+02:0

ricy +1racy =1

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos

1 1
Cl = —F=YC=——F%.

V5 V5
fn:_

()

note que hemos obtenido la famosa formula de de Moivre para la secuencia
de Fibonacci.

Asi

1
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Ejemplo 2 Considere la recurrencia

0 sin=20
ln =145 sin=1

3t,—1 +4t,—o en otro caso
Primero reescribimos la recurrencia

ty — 3tp—1 —4t, 2 =0
Su polinomio caracteristico es

2 =3z —4=(z+1)(z—4)

cuyas raices son r; = —1 y ro = 4. La solucién por tanto es de la forma

tn = c1(=1)" + 4™
Las condiciones iniciales dan

Cl—I—CQZO n=20
—c1+4cs =5 n=1

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos que ¢; = —1 y co = 1. Por lo tanto
t, =4" — (=1)".

La situacién se vuelve un poco mas complicada cuando el polinomio ca-
racteristico tiene multiples raices, es decir, cuando las k raices no son todas
distintas. Sigue siendo cierto que la Ecuacién satisface la recurrencia
de cualquier valor de las constantes c;, pero ésta ya no es la solucion mas
general.

Para encontrar otras soluciones, sea

p(r) = apz” + a1+ ay,

el polinomio caracteristico de nuestra recurrencia, y sea r una raiz multiple.
Por definicién de raices multiples, existe un polinomio ¢(z) de grado k — 2

tal que p(z) = (v — r)%q(x).
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Para cada n > k considere los polinomios de n-ésimo grado

Un (1) = agz™ + a12" - F ™y

V() = agna”™ + ay(n — Da™ '+ 4 ap(n — k)" ",

Observe que v, (x) = x X u!,(x), donde u,,(x) denota la derivada de u,(z) con
respecto de x. Pero u,(z) se puede reescribir como

up(x) = 2" Fp(a) = 2"z —r)’q(z) = (x —r)* x [2"Fq(2)).

Usando la regla para calcular la derivada de un producto de funciones, obte-
nemos que la derivada de wu,(z) con respecto de = es

(7)) = 2(x — r)a"Fq(2) + (x —r)*[2" Fq(2)].

Por lo tanto u/,(r) = 0, lo cual implica que v,(r) = r x u,,(r) = 0 para todo
n > k. En otras palabras,

agnr™ 4+ ay(n — 1)r" 7+ +ap(n — k)r"F = 0.

Concluimos que t, = nr™ también es una solucién a la recurrencia. Esta
es una solucién genuinamente nueva en el sentido de que no puede obtenerse
eligiendo las constantes apropiadas ¢; en la Ecuacion .

De manera mas general, si la raiz r tiene multiplicidad m, entonces t,, =
" t, = nr" t, = n?r", ... t, = ™ 7" son todas las soluciones distintas de
la recurrencia. La solucién general es una combinacién lineal de estos términos
y de los términos aportados por las otras raices del polinomio caracteristico.

En resumen, si rq,79,...,7; son las [ raices distintas del polinomio carac-
teristico y si sus multiplicidades son mq, mo, ..., my, respectivamente, enton-
ces

I m;—1

j 0TV

t, = E E ciin’r;
i=1 j=0

es la soluciéon general de la Ecuacion . Nuevamente, las constantes ¢;;, 1 <
1 <ly0<j<m;—1, deben ser determinadas por las k condiciones iniciales.

Existen esas k constantes porque 22:1 m; = k (la suma de las multipli-
cidades de las distintas raices es igual al nimero total de raices). Por simpli-
cidad, normalmente etiquetaremos las constantes mediante cy,cs, ..., ¢ en
lugar de utilizar dos indices.
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Ejemplo 3 Considere la recurrencia

. n sin=0,102
" 5t,_1 — 8t,_o + 4t,,_3 en otro caso

Primero reescribimos la recurrencia.
ty — dtp—q + 8tp—o —4t,—3 =0.
Su polinomio caracteristico es
2 — 522 + 8z — 4 = (v — 1)(x — 2)%

Por lo tanto las raices son r; = 1 de multiplicidad m; = 1y ro = 2 de
multiplicidad ms = 2 y la solucion general es

tn = Clln + Can + 63712”.
Las condiciones iniciales dan

ci+co=0 n=0
c1+2c04+2c3=1 n=1
c1+4c+8c3=2 n=2

Solucionando estas ecuaciones obtenemos ¢; = —2,¢c0 =2y ¢3 = —%. Por lo
tanto la solucién de la recurrencia es

t, = 2"t —pont 9

Ejercicio 23 Resuelva las siguientes recurrencias:

1.

(1 sin=20

[ Oln—1 — 6lp—2 en otro caso
2.

(6 sin=0

(4tn—1 — 4t,—2 en otro caso
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3.

0 sin=20

t, =<1 sin=1

—4t, 1 — 4t,,_o en otro caso
4.
0 sin=20
t, =<4 sin=1

4t,_» en otro caso

5.
3 sin=20
t, =46 sin=1
tn—1 + 6t,_o en otro caso

6.

3 sin=20

t, =4 —3 sin=1

—6t,_1 — 9t,_o en otro caso
7.
p In? — 15n + 106 sin=0,102
" tn—1 + 2t,_o — 2t,_3 en otro caso

8.

t_{n sin=0,102

tn_1+1th—3—1t,_4 en otro caso

5.3.2. Recurrencias no homogéneas

La solucién de una recurrencia lineal con coeficientes constantes se vuelve
mas dificil cuando la recurrencia no es homogénea, es decir, cuando la com-
binacién lineal no es igual a cero. En particular, ya no es cierto que cualquier
combinacion lineal de soluciones sea una solucién. Empezamos con un caso
sencillo. Considere la siguiente recurrencia.

aoly, + a1ty 1 + -+ + agtn_ = 0"p(n) (5.5)

El lado izquierdo es el mismo que antes, pero en el lado derecho tenemos
b"p(n), donde
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= ) es una constante y
= p(n) es un polinomio en n de grado d.
Ejemplo 4 Considere la recurrencia
t, —2t, 1 = 3". (5.6)

En este caso, b =3 y p(n) = 1, un polinomio de grado 0. Un poco de astucia
nos permite reducir este ejemplo al caso homogéneo que conocemos. Para ver
esto, primero multiplique la recurrencia por -3, obteniendo

—3t,, + 6t,,_; = =3

Ahora reemplace n por n — 1 en esta recurrencia para obtener

—Stnfl —|— 675”,2 = _3n (57)
Finalmente, si sumamos (5.6 y (5.7) tenemos
tp — 5tn_1 + 6tno = 0. (5.8)

la cual se puede resolver por el método de la subseccion |5.3.1] El polinomio
caracteristico es
v —5r 46 = (v —2)(z —3)

y por lo tanto todas las soluciones son de la forma
tn = Cl2n + CQB”. (59)

Sin embargo, ya no es cierto que una eleccién arbitraria de las constantes
c1 vy ¢z en la ecuacion produzca una solucién a la recurrencia incluso
cuando no se tengan en cuenta las condiciones iniciales.

Peor: incluso las soluciones basicas t,, = 2" y t,, = 3", que son por supuesto
soluciones a la ecuacion , no son soluciones a la recurrencia original dada
por la ecuacién . ., Qué esta pasando?

La explicacién es que las ecuaciones y no son equivalentes: la
ecuacion se puede resolver dando valores arbitrarios para ty y ¢, (las
condiciones iniciales), mientras que nuestra ecuacién original implica
que t; = 2ty + 3.
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La solucion general de la la recurrencia original se puede determinar como
una funcion de ¢y resolviendo dos ecuaciones lineales con incégnitas ¢ y cs.

Cl+62:t0 n=20

(5.10)
2Cl+362:2t0+3 n=1

Solucionandolas obtenemos que ¢; = to — 3 y ¢o = 3. Por lo tanto, la solucion
general es
t, = (tg — 3)2" + 3"

y asi t, € ©(3") independientemente de la condicién inicial.

Siempre que ty > 0, una demostracion facil por induccién matematica
basada en la Ecuacion muestra que t, > 0 para todo n > 0. Por lo
tanto, es inmediato de la Ecuacién (5.9) que t, € O(3"): no hay necesidad
de resolver las constantes c¢; y ¢y para llegar a esta conclusion.

Sin embargo, esta ecuacion por si sola no es suficiente para concluir que
t, € O(3™) porque podria haber sido a priori que co = 0. No obstante, resulta
que el valor de ¢, se puede obtener directamente, sin necesidad de establecer
el sistema de ecuaciones lineales .

Esto es suficiente para concluir que t,, € ©(3"™) cualquiera que sea el valor
de ¢y (incluso si es negativo). Para ver esto, sustituya la Ecuacién en la
recurrencia original.

3 =t, — 2t, 4
= (12" 4+ 23") — 2(c12" 7 4 3"

= C23n71.

Independientemente de la condicién inicial, concluimos que ¢y = 3.

En los ejemplos que siguen, a veces establecemos un sistema de ecuaciones
lineales para determinar todas las constantes que aparecen en la solucién
general, mientras que en otras ocasiones determinamos solo las constantes
necesarias sustituyendo la solucién general en la recurrencia original.

Ejemplo 5 Deseamos encontrar la solucién general de la siguiente recurren-
cia.
tn —2t,—1 = (n+5)3",n> 1. (5.11)

La manipulacién necesaria para transformarla en una recurrencia homogénea
es ligeramente més complicada que con el Ejemplo [4] Debemos
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1. escribir la recurrencia (5.11)),

2. reemplazar n en la recurrencia (5.11|) por n — 1 y multiplicar por -6 y

3. reemplazar n en la recurrencia ((5.11]) por n — 2 y multiplicar por 9.

Asi obtenemos:

bty — 2ty =(n +5)3"
— 6t +12t,_5 =—6(n+4)3"""
p o — 18t, 3 =9(n + 3)3" 2

Sumando estas tres ecuaciones obtenemos una recurrencia homogénea
ty, — 8tp—1 + 21t,—o — 18t,_3 = 0.
Su polinomio caracteristico es
7 — 827 + 21x — 18 = (v — 2)(x — 3)?
y por lo tanto todas las soluciones son de la forma
t, = 12" + 23" + c3n3”. (5.12)

Una vez mas, cualquier eleccién de valores para las constantes c¢1,co y ¢3
en la Ecuacion proporciona una solucién a la recurrencia homogénea,
pero la recurrencia original impone restricciones a estas constantes porque
requiere que t; = 2tg + 18 y t, = 2t 4+ 63 = 4ty + 99.

Por lo tanto, la solucion general se encuentra resolviendo el siguiente
sistema de ecuaciones lineales.

C1+ Cy = to n=20
201 +3co+3c3=2tp+18 n=1
401+9CQ+1863:4t0+99 TL:2
Esto implica que ¢; = tg — 9,¢5 = 9 y ¢3 = 3. Por lo tanto, la solucién
general a la Ecuacién es ty, = (ty—9)2" + (n+ 3)3"* y asi ¢, € O(n3")
independientemente de la condicion inicial.

rnativamen mos sustituir uacién 5. n la recurrenci
Alternativamente, podemos sustituir la Ecuacién [5.12] en la recurrencia
original. Después de una simple manipulacion, obtenemos

(n+5)3" = c3n3" ' + (203 + ¢2)3" "

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 5. ANALISIS DE ALGORITMOS 91

Igualando los coeficientes de n3™ obtenemos que c3 = 3. El hecho de que c3 es
estrictamente positivo es suficiente para establecer el orden exacto de %, sin
necesidad de resolver las otras constantes. No obstante, ya que se conoce cs,
el valor de ¢y es facil de obtener igualando los coeficientes de 3", asi co = 9.

Mirando hacia atrés en los Ejemplos [ y 5l vemos que parte del polinomio
caracteristico proviene del lado izquierdo de la Ecuacion 4.10 y el resto del
lado derecho. La parte que viene del lado izquierdo es exactamente como si
la ecuacién hubiera sido homogénea: (x — 2) para ambos ejemplos. La parte
que viene del lado derecho es el resultado de nuestra manipulacion.

Generalizando, podemos demostrar que para resolver la Ecuacion [5.5| es
suficiente usar el siguiente polinomio caracteristico.

(apz™ + ar2" ' + - + ;) (z — b)*

Recuerde que d es el grado del polinomio p(n). Una vez obtenido este
polinomio, proceda como en el caso homogéneo, excepto que algunas de las
ecuaciones necesarias para determinar las constantes no se obtienen de las
condiciones iniciales sino de la recurrencia en si.

Ejemplo 6 El niimero de movimientos requeridos por un anillo en el pro-
blema de las Torres de Hanoi es

t(m):{o sim=20

2t(m — 1)+ 1 en otro caso
Esto se puede reescribir como
t(m) —2t(m —1) =1, (5.13)

la cual es de la forma de la Ecuacién (5.5) con b = 1y p(n) = 1, un polinomio
de grado 0. Por lo tanto su polinomio caracteristico es

(x —2)(x — 1)

donde el factor (z — 2) proviene del lado izquierdo de la Ecuacién y el
factor (x — 1) del lado derecho. Las raices de este polinomio son 1y 2, ambos
de multiplicidad 1, por lo que todas las soluciones de esta recurrencia son de
la forma

t(m) = c 1™ + 2™, (5.14)
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Necesitamos dos condiciones iniciales para determinar las constantes ¢y y cs.
Sabemos que #(0) = 0; para encontrar la segunda condicién inicial usamos la
recurrencia misma para calcular

t(1) =2t(0)+1=1.
Esto nos da dos ecuaciones lineales con las constantes desconocidas.
ci+c=0 m=0
c1+2c0=1 m=1
De donde obtenemos las soluciones ¢; = —1 y ¢ = 1 y por lo tanto
t(m)=2"—1

Si todo lo que queremos es determinar el orden exacto de t(m), no es necesario
calcular las constantes de la Ecuacién (5.14)). Esta vez ni siquiera necesitamos
sustituir la Ecuacién (5.14)) en la recurrencia original. Saber que t(m) =
¢1 + 2™ es suficiente para concluir que ¢ > 0y, por tanto, t(m) € ©(2™).
Para esto, tenga en cuenta que t(m), el nimero de movimientos requeridos
por un anillo, ciertamente no es negativo ni constante, ya que claramente
t(m) > m.

Ejemplo 7 Considere la recurrencia
tn = 2tn,1 +n

Se puede reescribir como
tn — 2tn_1 =N

la cual es de la forma de la Ecuacién (5.5)) con b = 1y p(n) = n, un polinomio
de grado 1. Asi, su polinomio caracteristico es

(x —2)(z —1)?

con raices 2 (de multiplicidad 1) y 1 (de multiplicidad 2). Por lo tanto todas
las soluciones son de la forma

tn = 612n + Cgln + anln. (515)

Siempre que to > 0, y por lo tanto ¢, > 0 para todo n, concluimos inme-
diatamente que t,, € O(2"). Pero se requiere un anélisis mas detallado para
afirmar que ¢, € ©(2").

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 5. ANALISIS DE ALGORITMOS 93

Si sustituimos la Ecuacion (5.15]) en la recurrencia original, obtenemos

n = tn — 2tn_1
= (12" + o +c3n) —2(c12"t + ey +e3(n— 1))

= (2c3 — c2) — c3n

de donde leemos directamente que 2c3—co = 0y —c3 = 1, independientemen-
te de la condicién inicial. Esto implica que ¢35 = —1 y ¢ = —2. Al principio
estamos decepcionados porque es c¢; lo que es relevante para determinar el
orden exacto de t,, como lo indica la ecuacién , y en su lugar obtuvimos
las otras dos constantes. Sin embargo, esas constantes convierten la Ecuacion

EI) en

t, =c12" —n—2. (5.16)

Siempre que ty > 0, y por lo tanto ¢, > 0 para todo n, la Ecuacién
implica que ¢; debe ser estrictamente positivo. Por lo tanto, tenemos derecho
a concluir que t, € ©(2") sin necesidad de resolver explicitamente para c;.
Por supuesto, ¢; ahora se puede obtener facilmente a partir de la condicién
inicial si asi se desea.

Alternativamente, las tres constantes se pueden determinar como fun-
ciones de t; estableciendo y resolviendo el sistema apropiado de ecuaciones
lineales obtenido de la Ecuacion y los valores de t; y ty calculados a
partir de la recurrencia original.

A estas alturas, puede estar convencido de que, para todos los propositos
practicos, no hay necesidad de preocuparse por las constantes: el orden exacto
de t, siempre se puede leer directamente de la soluciéon general. jIncorrecto!

O tal vez piense que las constantes obtenidas por la técnica més simple
de sustituir la solucién general en la recurrencia original son siempre sufi-
cientes para determinar su orden exacto. jNuevamente incorrecto! Considere
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8 Considere la recurrencia

1 sin=20
t, =
4t,,_1 — 2™ en otro caso
Primero reescribimos la recurrencia.

tn - 4tn_1 - _2n
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la cual es de la forma de la Ecuacién (5.5) con b = 2 y p(n) = —1, un
polinomio de grado 0. Su polinomio caracteristico es

(x — 4)(z - 2)

con raices 4 y 2, ambas de multiplicidad 1. Por lo tanto todas las soluciones
son de la forma
tn = Cl4n -+ C22n. (517)

Puede sentirse tentado a afirmar sin més preambulos que t,, € ©(4™) ya que
ese es claramente el término dominante en la Ecuacion .

Si no tiene prisa, es posible que desee sustituir la Ecuacién (5.17)) en la
recurrencia original para ver qué sale.

—" =t, — At
= 4" + 2" — 44" F 2"

= —CQQn

Por tanto, co = 1 independientemente de la condicién inicial. El conocimiento
de ¢y no es directamente relevante para determinar el orden exacto de t,,
como lo indica la Ecuacion . Sin embargo, a diferencia del ejemplo
anterior, no se puede afirmar nada concluyente sobre ¢; por el mero hecho
de que ¢y sea positivo.

Incluso si hubiéramos encontrado que ¢, es negativo, todavia no podriamos
concluir inmediatamente nada con respecto a ¢; porque esta vez no hay nin-
guna razén obvia para creer que t, deba ser positivo.

Habiendo fallado todo lo demas, nos vemos obligados a determinar todas
las constantes. Podriamos establecer el sistema habitual de dos ecuaciones
lineales con dos incégnitas obtenidas de la Ecuacién (5.17)) y los valores de ¢
y t1, pero jpor qué desechar el conocimiento que ya hemos adquirido sobre
el valor de ¢y? Sabemos que t, = ¢14™ 4+ 2". Sustituyendo la condicién inicial
to = 1 da como resultado 1 = ¢; + 1 y por lo tanto ¢; = 0.

La conclusion es que la solucion exacta para la recurrencia es simplemente
tn, = 2", y que la afirmacién anterior de que t,, € ©(4") jera incorrecta! Sin
embargo, tenga en cuenta que t,, estaria en ©(4") si se especificara cualquier
valor mayor de t; como condicién inicial, ya que en general ¢; =ty — 1.

Por otro lado, con una condicién inicial ¢y < 1, t,, toma valores negati-
vos que crecen exponencialmente rapido. Este ejemplo ilustra la importancia
de la condicién inicial para algunas recurrencias, mientras que los ejemplos
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anteriores habian demostrado que el comportamiento asintético de muchas
recurrencias no se ve afectado por la condicion inicial, al menos cuando ty > 0.

Una generalizacién adicional del mismo tipo de argumento nos permite
finalmente resolver recurrencias de la forma

aoty, + artp—1 + - +aply—p = bqul (n) + bgPQ(n) T (518)

donde las b; son constantes distintas y p;(n) son polinomios en n respecti-
vamente de grado d;. Dichas recurrencias se resuelven utilizando el siguiente
polinomio caracteristico:

(apr® + ap x4 - 4 ag) (@ — b)) (2 — by) BT

que contiene un factor correspondiente al lado izquierdo y un factor corres-
pondiente a cada término del lado derecho. Una vez obtenido el polinomio
caracteristico, la recurrencia se resuelve como antes.

Ejemplo 9 Considere la recurrencia

f 0 sin=0
" 2t,_1 +n+ 2" en otro caso
Primero reescriba la recurrencia como
tn — 2tn—1 =n++ 2”,

que tiene la forma de la Ecuacién (5.18) con by = 1,p1(n) = n,by = 2y
pa(n) = 1. El grado de pi(n) es d; = 1 y el grado de pa(n) es do = 0. Su
polinomio caracteristico es

(z—2)(z - 1)*(z - 2),

que tiene raices 1 y 2, ambas de multiplicidad 2. Todas las soluciones de la
recurrencia tienen, por tanto, la forma

t, = 11" 4+ conl™ + 32" + ¢c4n2™. (5.19)

Concluimos de esta ecuacién que t,, € O(n2") sin calcular las constantes,
pero necesitamos saber si Cy > 0 para determinar el orden exacto de t,,. Para
esto, sustituya la Ecuacion [5.19|en la recurrencia original, que da

n+42" = (2c0 — ¢1) — can + 42"
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Al igualar los coeficientes de 2", obtenemos inmediatamente que ¢4 = 1y,
por lo tanto, ¢, € ©(n2"). Las constantes ¢; y ¢y son igualmente ficiles de
leer si se desea. La constante c3 puede obtenerse de la ecuacion , el
valor de las otras constantes, y la condicion inicial tg = 0.

Alternativamente, las cuatro constantes se pueden determinar resolviendo
cuatro ecuaciones lineales con cuatro incognitas. Como necesitamos cuatro
ecuaciones y solo tenemos una condicion inicial, usamos la recurrencia para
calcular el valor de otros tres puntos: t; = 3,t, = 12 y t3 = 35. Esto da lugar
al siguiente sistema.

ci+c3=0 n=0
cL+c+2c3+2c,=3 n=1
Cco+2co4+4c3+8c4, =12 n=2
1+ 3¢y +8c3+24c4, =35 n=3

Resolviendo este sistema se obtiene ¢; = —2,¢c0 = —1,c3 =2y ¢4 = 1. Por
lo tanto, finalmente obtenemos

t, =n2"+ 2" oy — 2.

Ejercicio 24 Resuelva las siguientes recurrencias exactamente con y sin ma-
nipulacion algebraica.

1.
B n+1 sin=0on=1
" ) 3ty — 26,0 +3-2""2 en otro caso
2.
T(n) = a sin=0on=1
T(n—1)4+T(n—2)+c en otro caso
3.

a sin=0on=1
T(n—1)4+T(n—2)+cn en otro caso

4. ap=ap_1+n+2,a0=0

5. Gy = Qp_1+Tn,ap =0
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5.3.3. Cambio de variable

A veces es posible resolver recurrencias mas complicadas haciendo un
cambio de variable. En los siguientes ejemplos, escribimos 7'(n) para el término
de una recurrencia general y t; para el término de una nueva recurrencia ob-
tenida de la primera por un cambio de variable. Asegurese de estudiar el
ejemplo que se encuentra entre las recurrencias mas importantes para
propositos algoritmicos.

Ejemplo 10 Considere la siguiente recurrencia donde n es una potencia de
2.

1 sin=1
T(n) = . .
3T(n/2) +n sin es una potencia de 2

Para transformar esto en una forma que sepamos resolver, reemplazamos
n por 2¢. Esto se logra introduciendo una nueva recurrencia t;, definida por
t; = T(2%). Esta transformacién es 1til porque n/2 se convierte en 2¢/2 = 2=,
En otras palabras, nuestra recurrencia original en la que T'(n) se define como
una funcién de 7'(n/2) da paso a una en la que t; se define como una funcién
de t;_1, precisamente el tipo de recurrencias que hemos aprendido a resolver.

t; =T(2") =3T(2" 1) + 2
- Sti_l —|— 21

Una vez que se reescribe como
ti — 3t7;_1 =2'

esta recurrencia es de la forma de la Ecuacién Su polinomio caracreristico

(x = 3)(x - 2)

y asi todas las soluciones para t; son de la forma
ti = C13i + ngi.

Usamos el hecho de que T'(2") = ¢; y as{ que T'(n) = tig,, cuando n = 2 para
obtener

T(n) = 13187 4 y288n
lg3

(5.20)

=cin°" + can
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cuando n es una potencia de 2, lo cual es suficiente para concluir que
T(n) € O(n'#3|n es potencia de 2).

Sin embargo, debemos demostrar que c; es estrictamente positivo antes
de poder afirmar algo sobre el orden exacto de T'(n).

Ahora estamos familiarizados con dos técnicas para determinar las cons-
tantes. En aras de la didactica, apliquemos cada una de ellas a esta situacion.
El enfoque mas directo, que no siempre proporciona la informacién deseada,
es sustituir la solucién proporcionada por la Ecuacion (5.20]) en la recurrencia
original. Teniendo en cuenta que (1/2)!9% = 1/3, esto produce

n=1T(n) —3T(n/2)
= (clnlg?’ + con) — 3(01(n/2)lg3 + c2(n/2))
— —as(n/2)

y por lo tanto ¢ = —2. Aunque no obtuvimos el valor de ¢;, que es la
constante mas relevante, estamos en condiciones de afirmar que debe ser
estrictamente positiva, porque de lo contrario la Ecuacion implicaria
falsamente que T'(n) es negativa. El hecho de que

T(n) € ©(n'83n es potencia de 2) (5.21)

queda asi establecido. Por supuesto, el valor de ¢; ahora seria facil de obtener
de la Ecuacion ([5.20)), el hecho de que ¢; = —2 y la condicién inicial T'(1) = 1,
pero esto no es necesario si estamos satisfechos con resolver la recurrencia
en notacién asintética. Ademads, hemos aprendido que la Ecuacién se
cumple independientemente de la condicién inicial, siempre que T'(n) sea
positivo.

El enfoque alternativo consiste en establecer dos ecuaciones lineales en
las dos incégnitas c; y co. Se garantiza que producira el valor de ambas
constantes. Para esto, necesitamos el valor de T'(n) en dos puntos. Ya sabemos
que T'(1) = 1. Para obtener otro punto, usamos la recurrencia en si: T7'(2) =
37(1) 4+ 2 = 5. Sustituyendo n = 1 y n = 2 en la Ecuacién se obtiene el
siguiente sistema.

cit+c=1 n=1
3ci+2c0=5 n=2

Resolviendo estas ecuaciones obtenemos ¢; = 3 y ¢ = —2. Por lo tanto

T(n) = 3n'8% —2n
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cuando n es una potencia de 2.
Ejemplo 11 Considere la recurrencia

T(n) = 4T (n/2) 4+ n?
cuando n es una potencia de 2, n > 2.
Procedemos como en el ejemplo previo.

t;=T(2") =4T(2" 1) + (29)?
== 4ti,1 + 41

Reescribimos la recurrencia en la forma de la Ecuacion ((5.5)).
tl' - 4231',1 == 4Z

Su polinomio caracteristico es (z — 4)? y asf todas las soluciones son de la
forma
ti = 0147' + CQi4Z.

En términos de T'(n), esto es

T(n) = cin® + con®lgn. (5.22)
Sustituyendo la Ecuacion en la recurrencia original da

n? = T(n) —4T(n/2) = cyn?
y asi ¢ = 1. Por lo tanto
T(n) € ©(n*lgn|n es potencia de 2),

sin importar la condicién inicial (atin si 7'(1) es negativo).
Ejemplo 12 Considere la recurrencia

T(n)=2T(n/2) +nlgn

cuando n es una potencia de 2, n > 2.
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Como antes obtenemos

t; =T(2) = 27(2"71) + 2’
= 2,1 + 12",

Escribimos esto en forma de la Ecuacion ((5.5)).
t;— 2t;q = i2".

Su polinomio caracteristico es (x — 2)(z — 2)? = (x — 2)® y asf todas las
soluciones son de la forma

ti = 12" + 12" + c5i°2".
En términos de T'(n), esto es
T(n) = cin + canlgn + cznlg? n. (5.23)
Sustituyendo la Ecuaciéon en la recurrencia original tenemos
nlgn =T(n) —2T(n/2) = (ca — c3)n + 2c3nlgn,
lo cual implica que co = c3y 2c3 =1, asi co = c3 = % Por lo tanto
T(n) € ©(nlg®n|n es potencia de 2),
sin importar las condiciones iniciales.

Ejemplo 13 Ahora estamos listos para resolver una de las recurrencias méas
importantes para efectos algoritmicos. Esta recurrencia es particularmente
util para el andlisis de algoritmos divide y venceras, como veremos en el
Capitulo[7} Las constantes ng > 1,£ > 1,0 > 2 y k > 0 son nimeros enteros,
mientras que ¢ es un nimero real estrictamente positivo. Sea T : N — R*
una funcion eventualmente no decreciente tal que

T(n) = (T (n/b) +cen* n > ng (5.24)

cuando n/ng es una potencia exacta de b, esto es cuando n € {bng, b?ng, b>no, . .. }.
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En esta ocasién, el cambio de variable apropiado es n = biny.

ti = T(blno) = fT(bi_l’I’Lo) + C(bino)k

= gtifl + cnlgb’k
La escribimos en la forma de la Ecuacion (5.5)).

El lado derecho tiene la forma requerida a’p(i) donde p(i) = cnf es un poli-
nomio constante (de grado 0) y a = b*. Por tanto, el polinomio caracteristico
es (z — 0)(z — b¥) cuyas raices son £ y b*. A partir de esto, es tentador (jpero

falso en general!) Concluir que todas las soluciones son de la forma
ti = Clgi + Cg(bky. (525)

Para escribir esto en términos de T'(n), observe que ¢ = log,(n/ng) cuando n
tiene la forma adecuada y, por lo tanto, d* = (n/ng)!% ¢ para valores positivos
arbitrarios de d. Por lo tanto,

T(n) = (e1/ng™ W' + (co/nf)n*

= c3n'8 4 eynk,

(5.26)

para las nuevas constantes apropiadas c3 y ¢4. Para conocer estas constantes,
sustituimos la Ecuacién [5.26|en la recurrencia original.

cn® = T(n) — (T (n/b)
— 5! 4 eynF — U(cs(n /)= + c4(n/b)F)

12
= (1 — b_’“) can®.

Por lo tanto ¢; = ¢/(1 — £/b*). Para expresar T(n) en notacién asintética,
necesitamos mantener sélo el término dominante en la Ecuacion ([5.26). Hay
tres casos a considerar, dependiendo de si £ es menor, mayor o igual que b*.

» Si/ < b entonces ¢, > 0y k > log, £. Por lo tanto el término c;n* domi-
na la Ecuacién (5.26). Asi, T'(n) € ©(n*|(n/ng) es una potencia de b).
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Pero n* es una funcién suaveﬂ y T'(n) por suposicién es una funcién

eventualmente no decreciente. Por lo tanto T'(n) € O(n*).

» Si /> V¥ entonces ¢y < 0y log, £ > k. El hecho de que ¢, sea negativa
implica que c3 es positiva, porque de otra manera la Ecuacion
implicaria que T'(n) es negativa, contrario a la especificaciéon de que
T : N — R*. Asi, el término c3n'°%¢ domina la Ecuacién . Aun
més, n'°¢ ¢ es una funcién suave y T'(n) eventualmente no es decreciente.
Por lo tanto T'(n) € O(n'e:*).

» Si ¢ = b* estamos en problemas jya que la férmula para ¢, involucra
una divisién por cero! Lo que estd mal es que en este caso el polino-
mio caracteristico tiene una sola raiz de multiplicidad 2 en lugar de
dos raices distintas. Por lo tanto la Ecuacion ([5.25) no proporciona la
solucion general a la recurrencia. Por lo que la solucion general es este
caso es

t; = C5<bk)l + C6Z'(bk>l.
En términos de T'(n), esto es
T(n) = c;n® + csn®log,(n/ny), (5.27)

para constantes apropiadas ¢; y cg. Sustituyendo en la recurrencia ori-
ginal, nuestra manipulacién usual nos da un valor sorprendentemente
simple de cg = ¢. Por lo tanto, en*log, n es el término dominante en la
Ecuacion ya que desde el inicio del ejemplo se asumié que c¢ era
estrictamente positiva. Ya que n*logn es suave y T'(n) eventualmente
es no decreciente concluimos que T'(n) € O(n*logn).

Poniendo todo junto,

O(n*) sif < b
T(n) € ¢ ©(n*logn) sil=10b* (5.28)
O(nloer ) sif > bk

2Una funcién f : N — R2% es eventualmente no decreciente si existe un umbral entero
ng tal que f(n) < f(n + 1) para todo n > ng. Esto implica por induccién matemé&tica
que f(n) < f(n+ 1) siempre que m > n > ng. Sea b > 2 cualquier entero. La funcién f
es suave—b si ademds de ser eventualmente no decreciente, satisface la condicién f(bn) €
O(f(n)). En otras palabras, existe una constante ¢ (que depende de b) tal que f(bn) <
cf(n) para toda n > ng (no hay pérdida de generalidad si se usa el umbral ny para ambos
propésitos). Una funcién es suave si es suave—b para todo entero b > 2.
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Ejercicio 25 Resuelva las siguientes recurrencias exactamente, primero me-
diante cambio de variable, luego verifique sus respuestas empleando el resul-
tado del Ejemplo [I3]

1. Cuando n es una potencia de 2.

a)

1 sin=1
T(n) =
2T (n/2) + 1 en otro caso
1 in=1
T(n) = sin
4T (n/2) +mn en otro caso
1 in=1
T(n) = sin
2T (n/2) +1gn en otro caso

1 sin=1
T(n) = )
5T (n/2) 4+ (nlgn)* en otro caso
2. Cuando n es una potencia de 3.

a)

1 sin=1
T(n) =
2T(n/3)+4 en otro caso

T(n):{l sin=1

T(n/3)+2 en otro caso

3. Cuando n es de la forma 22"

1 sin =2
T(n) =
2T(\/n) +1gn en otro caso

4. Investigue qué es el teorema maestro y haga un andélisis de éste com-
parandolo con lo que hemos visto.
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Capitulo 6

Algoritmos voraces

Los algoritmos voraces son la primera familia de algoritmos que examina-
mos en detalle, la razon es simple: generalmente son los mas sencillos. Como
sugiere su nombre, su enfoque es miope y toman decisiones sobre la base
de la informacién que tienen a mano sin preocuparse por el efecto que estas
decisiones puedan tener en el futuro.

Por lo tanto, son faciles de inventar, faciles de implementar y, cuando fun-
cionan, son eficientes. Sin embargo, dado que el mundo rara vez es tan simple,
muchos problemas no pueden resolverse correctamente con un enfoque tan
crudo.

Los algoritmos voraces se utilizan normalmente para resolver problemas
de optimizacion. Los ejemplos que aparecen mas adelante en este capitulo
incluyen encontrar la ruta mas corta de un nodo a otro a través de una red,
o encontrar el mejor orden para ejecutar un conjunto de trabajos en una
computadora.

En tal contexto, un algoritmo voraz funciona eligiendo el arco, o el tra-
bajo, que parece mas prometedor en cualquier momento; nunca reconsidera
esta decision, cualquiera que sea la situacion que pueda surgir posteriormente.
No es necesario evaluar alternativas ni emplear procedimientos de contabili-
dad elaborados que permitan deshacer decisiones anteriores. Comenzamos el
capitulo con un ejemplo cotidiano en el que esta tactica funciona bien.



6.1. DAR CAMBIO

6.1. Dar cambio

Supongamos que vivimos en un pais donde estan disponibles las siguientes
monedas: ddlares (100 centavos), cuartos (25 centavos), dieces (10 centavos),
cincos (5 centavos) y centavos (1 centavo).

Nuestro problema es disenar un algoritmo para pagar una cantidad de-
terminada a un cliente utilizando la menor cantidad posible de monedas. Por
ejemplo, si debemos pagar $2.89 (289 centavos), la mejor solucién es darle al
cliente 10 monedas: 2 ddlares, 3 cuartos, 1 diez y 4 centavos.

La mayoria de nosotros resolvemos este tipo de problemas todos los dias
sin pensarlo dos veces, inconscientemente usando un algoritmo voraz obvio:
comenzando con nada, en cada etapa agregamos a las monedas ya elegidas
una moneda del mayor valor disponible que no sobrepase la cantidad a pagar.

El algoritmo se puede formalizar como sigue.

function MAKE-CHANGE(n)
1 const C = {100,25,10,5,1}

2 S«
3 s+« 0
4 while s #n
5 do z + el elemento més grande en C' tal que s+ < n
6 if no existe tal elemento
7 then return “no se encontré solucion”
8 S - S U { una moneda de valor z }
9 s s+
10 return S

Es facil convencerse a uno mismo (pero sorprendentemente dificil de pro-
bar formalmente) de que con los valores dados para las monedas, y siempre
que se disponga de un suministro adecuado de cada denominacién, este al-
goritmo siempre produce una solucion éptima a nuestro problema.

Sin embargo, con una serie de valores diferentes, o si el suministro de
algunas de las monedas es limitado, es posible que el algoritmo voraz no
funcione; consulte los problemas 6.2 y 6.4.

En algunos casos, puede elegir un conjunto de monedas que no es 6ptimo
(es decir, el conjunto contiene méds monedas de las necesarias), mientras que
en otros puede no encontrar una solucién aunque exista (si bien esto no puede
suceder si se tiene una cantidad ilimitada de monedas de 1 unidad).

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 6. ALGORITMOS VORACES 107

El algoritmo es “voraz”porque en cada paso elige la moneda mas grande
que puede, sin preocuparse de si esta sera una decision acertada a largo plazo.
Ademas, nunca cambia de opinién: una vez que se ha incluido una moneda en
la solucién, ésta seguira ahi para siempre. Como explicaremos en la siguiente
seccién, estas son las caracteristicas de esta familia de algoritmos.

Para el problema particular de dar cambio, en el capitulo 8 se describe
un algoritmo completamente diferente. Este algoritmo alternativo usa pro-
gramacion dinamica.

El algoritmo de programacién dinamica siempre funciona, mientras que el
algoritmo voraz puede fallar; sin embargo, es menos sencillo que el algoritmo
voraz y (cuando ambos algoritmos funcionan) menos eficiente.

6.2. Caracteristicas generales de los algorit-
mos voraces

Por lo general, los algoritmos voraces y los problemas que pueden resolver
se caracterizan por la mayoria o todas las caracteristicas siguientes.

= Tenemos algin problema que solucionar de forma éptima. Para cons-
truir la solucién de nuestro problema, tenemos un conjunto (o lista) de
candidatos: las monedas que estan disponibles, las aristas de un grafo
que pueden usarse para construir una ruta, el conjunto de trabajos a
programar, o lo que sea.

= A medida que avanza el algoritmo, acumulamos otros dos conjuntos.
Uno contiene candidatos que ya han sido considerados y elegidos, mien-
tras que el otro contiene candidatos que han sido considerados y recha-
zados.

» Existe una funcion que comprueba si un conjunto particular de can-
didatos proporciona una solucién a nuestro problema, ignorando las
cuestiones de optimizacién por el momento. Por ejemplo, ;las monedas
que hemos elegido se suman a la cantidad a pagar? ;Las aristas selec-
cionadas proporcionan una ruta al nodo que deseamos alcanzar? ;Se
han programado todos los trabajos?

= Una segunda funciéon comprueba si un conjunto de candidatos es fac-
tible, es decir, si es posible o no completar el conjunto anadiendo mas
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candidatos para obtener al menos una soluciéon a nuestro problema.
Aqui tampoco nos preocupamos por el momento de la optimizacion.
Por lo general, esperamos que el problema tenga al menos una solucion
que se pueda obtener utilizando candidatos del conjunto inicialmente
disponible.

= Otra funciéon mas, la funcion de seleccion, indica en cualquier momento
cual de los candidatos restantes, que no han sido elegidos ni rechazados,
es el mas prometedor.

= Finalmente, una funcién objetivo da el valor de la solucién que hemos
encontrado: la cantidad de monedas que usamos para dar el cambio, la
longitud del camino que construimos, el tiempo necesario para procesar
todos los trabajos en el programa, o cualquier otro valor que estemos
tratando de optimizar. A diferencia de las tres funciones menciona-
das anteriormente, la funciéon objetivo no aparece explicitamente en el
algoritmo voraz.

Para resolver nuestro problema buscamos un conjunto de candidatos que
constituya una solucién, y que optimice (minimice o maximice, segin sea el
caso) el valor de la funcién objetivo. Un algoritmo voraz avanza paso a paso.
Inicialmente, el conjunto de candidatos elegidos esta vacio.

Luego, en cada paso, consideramos agregar a este conjunto el mejor can-
didato no probado restante, y nuestra elecciéon se guia por la funcién de
seleccién. Si el conjunto ampliado de candidatos elegidos ya no fuera fac-
tible, rechazamos al candidato que estamos considerando actualmente. En
este caso, el candidato que ha sido juzgado y rechazado nunca se vuelve a
considerar.

Sin embargo, si el conjunto ampliado atin es factible, agregamos el candi-
dato actual al conjunto de candidatos elegidos, donde permanecerd de ahora
en adelante. Cada vez que ampliamos el conjunto de candidatos elegidos,
comprobamos si ahora constituye una soluciéon a nuestro problema. Cuan-
do un algoritmo voraz funciona correctamente, la primera soluciéon que se
encuentra de esta manera siempre es 6ptima.
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function GREEDY(C': set)
1 S« 0
while C' # () and not SOLUTION(S)
do x <+ SELECT(x)
C <+ C\{z}
if FEASIBLE(S U {z})
then S < SU{z}
if SOLUTION(S)
then return S
else return “no hay soluciones”

© 00 1 O U = W N

Esta claro por qué tales algoritmos se denominan “voraces”: en cada paso, el
procedimiento elige el mejor bocado que puede tragar, sin preocuparse por
el futuro. Nunca cambia de opinién: una vez que se incluye a un candidato
en la solucion, esta ahi para siempre; una vez que se excluye a un candidato
de la solucion, nunca se reconsidera.

La funcién de seleccion suele estar relacionada con la funcién objetivo. Por
ejemplo, si estamos tratando de maximizar nuestras ganancias, es probable
que elijamos al candidato restante que tenga el valor individual més alto.

Si estamos tratando de minimizar el costo, entonces podemos seleccionar
el candidato restante mas barato, y asi sucesivamente. Sin embargo, veremos
que en ocasiones puede haber varias funciones de seleccién plausibles, por lo
que tenemos que elegir la correcta si queremos que nuestro algoritmo funcione
correctamente.

Volviendo por un momento al ejemplo de dar cambio, aqui hay una forma
en que las caracteristicas generales de los algoritmos voraces pueden equipa-
rarse con las caracteristicas particulares de este problema.

= Los candidatos son un conjunto de monedas, representando en nuestro
ejemplo 100, 25, 10, 5 y 1 unidades, con suficientes monedas de cada
valor que nunca se nos acaban (sin embargo, el conjunto de candidatos
debe ser finito).

= La funcién de solucion comprueba si el valor de las monedas elegidas
hasta ahora es exactamente el importe a pagar.

= Un juego de monedas es factible si su valor total no excede la cantidad
a pagar.
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= La funcién de selecciéon elige la moneda de mayor valor que queda en
el conjunto de candidatos.

= La funcién objetivo cuenta el nimero de monedas utilizadas en la so-
lucién.

Obviamente, es mas eficiente rechazar todas las monedas de 100 unidades
restantes (digamos) de una vez cuando la cantidad restante a representar cae
por debajo de este valor.

Usar la divisién de enteros para calcular cuantas monedas de un valor
particular se deben elegir, también es més eficiente que proceder mediante
sustracciones sucesivas. Si se adopta alguna de estas tacticas, podemos relajar
la condicion de que el conjunto de monedas disponible debe ser finito.

6.3. Grafos: arboles de expansiéon minimos

Sea G = (N, A) un grafo no dirigido y conectado donde N es el conjunto
de nodos y A es el conjunto de aristas. Cada arista tiene una longitud no
negativa dada.

El problema es encontrar un subconjunto 7' de las aristas de G tal que
todos los nodos permanezcan conectados cuando sélo se usan las aristas en
T y la suma de las longitudes de las aristas en T" es lo mas pequena posible.

Dado que G esta conectado, debe existir al menos una solucion. Si G tiene
aristas de longitud 0, entonces pueden existir varias soluciones cuya longitud
total sea la misma pero que involucren diferentes nimeros de aristas. En
este caso, dadas dos soluciones con la misma longitud total, preferimos la
que tiene menos aristas. Incluso con esta salvedad, el problema puede tener
varias soluciones diferentes de igual valor.

En lugar de hablar de longitud, podemos asociar un costo a cada arista.
El problema es entonces encontrar un subconjunto 7" de las aristas cuyo costo
total sea lo mas pequeno posible. Evidentemente, este cambio de terminologia
no afecta la forma en que resolvemos el problema.

Sea G' = (N, T) el grafo parcial formado por los nodos de G y las aristas
en T'y suponga que hay n nodos en N. Un grafo conectado con n nodos debe
tener al menos n — 1 aristas, por lo que este es el nimero minimo de aristas
que puede haber en T.

Por otro lado, un grafo con n nodos y méas de n — 1 aristas contiene al
menos un ciclo; vea el problema 6.7 del libro de texto. Por tanto, si G’ esta
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conectado y T tiene mas de n — 1 aristas, podemos eliminar al menos una
de estas sin desconectar G’, siempre que elijamos una arista que sea parte de
un ciclo.

Esto disminuira la longitud total de las aristas en T" o dejara la longitud
total igual (si hemos eliminado una arista con longitud 0) mientras que dis-
minuye el nimero de aristas en 7. En cualquier caso, la nueva solucion es
preferible a la anterior.

Por tanto, un conjunto 7" con n o mas aristas no puede ser 6ptimo. De
ello se deduce que T debe tener exactamente n — 1 aristas y dado que G’ esta
conectado, debe ser un arbol.

El grafo G’ se llama arbol de expansiéon minimo para el grafo G. Este
problema tiene muchas aplicaciones. Por ejemplo, suponga que los nodos de
G representan ciudades y que el costo de una arista {a,b} sea el costo de
colocar una linea telefénica de a a b.

Entonces, un arbol de expansién minimo de G corresponde a la red mas
barata posible que sirve a todas las ciudades en cuestion, siempre que solo
se puedan usar enlaces directos entre ciudades (en otras palabras, siempre
que no se nos permita construir centrales telefénicas en el campo entre las
ciudades).

Relajar esta condicién equivale a permitir la adicién de nodos auxiliares
adicionales a GG. Esto puede permitir que se obtengan soluciones mas baratas:
consulte el problema 6.8 del libro de texto.

A primera vista, al menos dos lineas de ataque parecen posibles si espera-
mos encontrar un algoritmo voraz para este problema. Claramente, nuestro
conjunto de candidatos debe ser el conjunto A de aristas en G. Una posible
tactica es comenzar con un conjunto 7' vacio y seleccionar en cada etapa la
arista mas corta que aun no se ha elegido o rechazado, independientemente
de dénde se encuentre situada esta arista en G.

Otra linea de ataque implica elegir un nodo y construir un arbol desde
alli, seleccionando en cada etapa la arista m&s corta disponible que pue-
da extender el arbol a un nodo adicional. jInusualmente, para este problema
particular ambos enfoques funcionan! Antes de presentar los algoritmos, mos-
tramos como se aplica el esquema general de un algoritmo voraz en este caso
y presentamos un lema para su uso posterior.

= Los candidatos, como ya se senald, son las aristas en G.

= Un conjunto de aristas es una solucion si constituye un arbol de expan-
sién para los nodos en V.
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= Un conjunto de aristas es factible si no incluye un ciclo.
» La funcién de seleccion que usamos varia con el algoritmo.

= La funcién objetivo a minimizar es la longitud total de las aristas en la
solucion.

También necesitamos mas terminologia. Decimos que un conjunto factible
de aristas es prometedor si puede extenderse para producir no solo una solu-
cién, sino una solucion éptima a nuestro problema. En particular, el conjunto
vacio siempre es prometedor (ya que siempre existe una solucién 6ptima).

Ademas, si un conjunto de aristas prometedor ya es una solucién, en-
tonces la extensién requerida es vacia y esta solucion debe ser éptima. A
continuacion, decimos que una arista abandona un conjunto dado de nodos
si exactamente un extremo de esta arista estd en el conjunto.

Por lo tanto, una arista no puede dejar un conjunto dado de nodos porque
ninguno de sus extremos esta en el conjunto o, menos evidentemente, porque
ambos lo estan. El siguiente lema es crucial para demostrar la correccién de
los proximos algoritmos.

Lema 1 Sea (N, A) un grafo conectado no dirigido donde cada arista tiene
asociada una longitud. Sea B C N un subconjunto propio de los nodos de
G. Sea T' C A un conjunto de aristas prometedor tal que ninguna arista en
T deja a B. Sea v la arista mas corta que deja B (o una de las més cortas si
hay empate). Entonces T'U {v} es prometedor.

Demostraciéon: Sea U un arbol de expansion minimo de G tal que 7" C U.
Tal U debe existir ya que T' es prometedor por suposicién. Si v € U, no hay
nada que probar. De lo contrario, cuando agregamos la arista v a U, creamos
exactamente un ciclo (ésta es una de las propiedades de un &arbol).

En este ciclo, dado que v sale de B, necesariamente existe al menos otra
arista, digamos u, que también sale de B, o el ciclo no podria cerrarse. Si
ahora quitamos wu, el ciclo desaparece y obtenemos un nuevo arbol V que
expande a G. Sin embargo, la longitud de v por definicién no es mayor que la
longitud de u, y por lo tanto la longitud total de las aristas en V' no excede
la longitud total de las aristas en U.

Por lo tanto, V' es también un arbol de expansiéon minimo de G, e incluye
v. Para completar la demostracién, queda senalar que T' C V porque la arista
u que se elimind deja B, y por lo tanto no podria haber sido una arista de
T.
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6.3.1. Algoritmo de Kruskal

El conjunto T de aristas estd inicialmente vacio. A medida que avanza
el algoritmo, se agregan aristas a 1'. Siempre que no haya encontrado una
solucién, el grafo parcial formado por los nodos de G y las aristas en T' consta
de varios componentes conectados (inicialmente, cuando T' esté vacio, cada
nodo de G forma un componente conectado trivial distinto).

Los elementos de T incluidos en un componente conectado dado forman
un arbol de expansiéon minimo para los nodos de este componente. Al final
del algoritmo, solo queda un componente conectado, por lo que T" es un arbol
de expansién minimo para todos los nodos de G.

Para construir componentes conectados cada vez mas grandes, examina-
mos las aristas de G en orden de longitud creciente. Si una arista une dos
nodos en diferentes componentes conectados, lo agregamos a T'. En conse-
cuencia, los dos componentes conectados ahora forman un solo componente.

De lo contrario, la arista se rechaza: ya que une dos nodos en el mismo
componente conectado y, por lo tanto, no se puede agregar a T' sin formar
un ciclo (porque las aristas en T' forman un arbol para cada componente).
El algoritmo se detiene cuando sélo queda un componente conectado.

Para ilustrar como funciona este algoritmo, considere el grafo de la Figu-
ra En orden creciente de longitud, las aristas son: {1,2}, {2, 3}, {4,5},
{6,7},{1,4},{2,5},{4,7},{3,5},{2,4},{3,6},{5,7} y {5,6}. El algoritmo
procede como sigue.

Paso Arista considerada ~ Componentes conectadas
Inicio {123 {3{4}{5:{6}{7}
1 {1, 2} {1, 2} {3} {4} {5} {6} {7}

2 {2, 3} {1, 2,3} {4} {5} {6} {7}
3 {4, 5} {1, 2,3} {4, 5} {6} {7}
4 {6, 7} {1, 2,3} {4,5} {6, 7}
5 (1, 4) (1,2,3 4,5} {6, 7}

6 {2, 5} rechazado

7 (4,7 {1,2,3,4,5,6, 7}

Cuando el algoritmo se detiene, T" contiene las aristas elegidas {1, 2}, {2, 3},
{4,5},{6,7},{1,4} y {4, 7}. Este arbol de expansién minimo se muestra con
lineas gruesas en la Figura[6.1} su longitud total es 17.

Teorema 6 El algoritmo de Kruskal encuentra un arbol de expansion mini-
mo.
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Figura 6.1: Un grafo y su arbol de expansién minimo

Demostraciéon: La prueba es por induccién matematica sobre el nimero de
aristas en el conjunto T'. Demostraremos que si 1" es prometedor en cualquier
etapa del algoritmo, entonces sigue siendo prometedor cuando se ha agregado
una arista extra. Cuando el algoritmo se detiene, 7" da una solucién a nuestro
problema; como también es prometedora, esta solucion es 6ptima.

Base: El conjunto vacio es prometedor porque GG esta conectado y, por lo
tanto, debe existir una solucion.

Paso inductivo: Suponga que 1" es prometedor justo antes de que el algo-
ritmo agregue una nueva arista e = {u, v}. Las aristas en T" dividen los
nodos de G en dos o mas componentes conectados; el nodo u estd en
uno de estos componentes y v estd en un componente diferente. Sea B
el conjunto de nodos del componente que incluye a u. Ahora

= el conjunto B es un subconjunto propio de los nodos de G (ya que
no incluye v, por ejemplo);

= T es un conjunto prometedor de aristas de manera que ninguna
arista en 71" sale de B (ya que una arista en 7" tiene ambos extremos
en B o no tiene ningin extremo en B, por lo que por definicion
no sale de B); y

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 6. ALGORITMOS VORACES 115

» ¢ es una de las aristas més cortas que sale de B (ya que todas las
aristas estrictamente més cortas ya se han examinado, y se han
incorporado a 1" o se han rechazado porque tenian ambos extremos
en el mismo componente conectado).

Por tanto, se cumplen las condiciones del Lemal[l]y concluimos que el conjunto
T U {e} también es prometedor.

Esto completa la demostracién por induccién matematica de que el con-
junto T" es prometedor en cada etapa del algoritmo y, por lo tanto, cuando
el algoritmo se detiene, T" no sélo da una soluciéon a nuestro problema, sino
una solucién éptima.

Para implementar el algoritmo, tenemos que manejar un cierto niimero
de conjuntos, es decir, los nodos en cada componente conectado. Hay que
realizar dos operaciones rapidamente: FIND(x), que nos dice en qué compo-
nente conectado se encuentra el nodo x, y MERGE(A, B), para fusionar dos
componentes conectados.

Por lo tanto, utilizamos estructuras de conjuntos disjuntos; consulte la
Seccion 5.9 del libro de texto. Para este algoritmo es preferible representar
el grafo como un vector de aristas con sus longitudes asociadas en lugar de
como una matriz de distancias; vea el problema 6.9 del libro de texto. Aqui
esta el algoritmo.

function KRUSKAL(G = (N, A):graph,lenght: A — R*)
1 A< SORTBYINCREASINGLENGTH(A)

2 n < NUMBEROFNODESIN(N)
3 T« 0
4 Inicializar n conjuntos, cada uno con un elemento diferente de N
5 repeat
6 e < {u,v} la arista mds corta ain no considerada
7 ucomp <— FIND(u)
8 vcomp <— FIND(v)
9 if ucomp # vcomp
10 then MERGE(ucomp, vcomp)
11 T+ TU{e}
12 until 7" contenga n — 1 aristas
13 return T
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Podemos evaluar el tiempo de ejecucién del algoritmo de la siguiente
manera. En un grafo con n nodos y a aristas, el nimero de operaciones esta
en

» O(aloga) para ordenar las aristas, lo cual es equivalente a ©(alogn)
yvaquen—1<a<n(n-—1)/2;

» O(n) para inicializar los n conjuntos disjuntos;

» O(2aa(2a,n)) para todas las operaciones FIND y MERGE, donde « es
la funcién de crecimiento lento definida en la Seccién 5.9 del libro de
texto (esto se deduce de los resultados de la Seccién 5.9 del libro de
texto, ya que hay como maximo 2a operaciones de busqueda y n — 1
operaciones de fusién en un universo que contiene n elementos); y

» en el peor de los casos O(a) para las operaciones restantes.

Concluimos que el tiempo total del algoritmo estd en O(alogn) porque
O(a(2a,n)) C O(logn). Aunque esto no cambia el andlisis del peor caso, es
preferible mantener las aristas en un heap invertido (consulte la Seccién 5.7
del libro de texto): por lo tanto, la arista mas corta esta en la raiz del heap.

Esto permite que la inicializacién se realice en un tiempo en ©(a), aunque
cada busqueda de un minimo en el ciclo de repeticion ahora lleva un tiempo
en O(loga) = O(logn). Esto es particularmente ventajoso si el arbol de
expansién minimo se encuentra en un momento en el que quedan por probar
un numero considerable de aristas. En tales casos, el algoritmo original pierde
tiempo ordenando estas aristas inutiles.

Andlisis y Diseno, Lavalle, FCC.



Capitulo 7

Divide y venceras

Divide y venceras es una técnica de diseno de algoritmos que consiste en
descomponer la instancia a resolver en varias subinstancias mas pequenas
del mismo problema, resolviendo sucesiva e independientemente cada una de
estas subinstancias, y luego combinar las subsoluciones asi obtenidas para
obtener la solucion de la instancia original.

Dos preguntas que naturalmente vienen a la mente son “; Por qué alguien
querria hacer esto?” y “;Cémo deberiamos resolver las subinstancias?” La
eficacia de la técnica divide y venceras radica en la respuesta a esta tultima
pregunta.

7.1. Introduccion: multiplicando enteros gran-
des

Considere el problema de multiplicar nimeros enteros grandes. El algo-
ritmo clasico que la mayoria de nosotros aprendemos en la escuela requiere
un tiempo en ©(n?) para multiplicar dos ntimeros de n cifras.

Estamos tan acostumbrados a este algoritmo que quizés ni siquiera cues-
tionaste su optimalidad. ;Podemos hacerlo mejor? La multiplicacion a la
russe no ofrece ninguna mejora en el tiempo de ejecucion.

Otro algoritmo que usa la técnica “divide y venceras” consiste en reducir
la multiplicacién de dos numeros de n cifras a cuatro multiplicaciones de
nimeros de % cifras. Desafortunadamente, el algoritmo resultante tampoco
produce ninguna mejora sobre el algoritmo de multiplicacién cldsico a menos

que seamos mas inteligentes.



7.1. INTRODUCCION: MULTIPLICANDO ENTEROS GRANDES

Para superar el algoritmo clésico y, por tanto, apreciar plenamente las
virtudes divide y venceras, debemos encontrar una manera de reducir la
multiplicacion original no a cuatro, sino a tres multiplicaciones de la mitad
del tamano.

[lustramos el proceso con el ejemplo usado en la Seccién 1.2 del libro de
texto: la multiplicacién de 981 por 1234. Primero rellenamos el operando mas
corto con un cero no significativo para que tenga la misma longitud que el
mas largo; asi 981 se convierte en 0981.

Luego dividimos cada operando en dos mitades: 0981 da lugar a w = 09
yr =28l,y124 ay = 12y z = 34. Observe que 981 = 10%w + z y
1234 = 10%y + z. Por lo tanto, el producto requerido se puede calcular como

981 x 1234 = (10*w + z) x (10%y + 2)
= 10*wy + 10*(wz + zy) + 2
= 1080000 + 127800 + 2754 = 1021554.

Si cree que simplemente hemos reformulado el algoritmo de la Seccion 1.2
del libro de texto con més simbolos, estd perfectamente en lo cierto. El pro-
cedimiento anterior todavia necesita cuatro multiplicaciones de la mitad del
tamano: wy, wz,ry y TZ.

La observacion clave es que no es necesario calcular wz ni xy; todo lo que
realmente necesitamos es la suma de estos dos términos. j Es posible obtener
wz~+ zy al costo de una sola multiplicacion? Esto parece imposible hasta que
recordemos que también necesitamos los valores de wy y xz para aplicar la
formula anterior. Con esto en mente, considere el producto

r=(w+2z)x(y+2)=wy+ (wz+zy) + 2.

Después de una sola multiplicacién, obtenemos la suma de los tres términos
necesarios para calcular el producto deseado. Esto sugiere proceder de la
siguiente manera.

p=wy =09 x 12 =108
q=1xz=81x34=2754
r=(w+z)x(y+2) =90 x 46 = 4140

y finalmente

981 x 1234 = 10*p + 10*(r —p—q) + ¢
= 1080000 + 127800 + 2754 = 1210554.
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Asi, el producto de 981 y 1234 se puede reducir a tres multiplicaciones de
nimeros de dos cifras (09 x 12,81 x 34 y 90 x 46) junto con un cierto nimero
de corrimientos (multiplicaciones por potencias de 10), adiciones y restas.

Sin duda, el nimero de sumas -contar las restas como si fueran sumas-
es mayor que con el algoritmo original divide y venceras de la Seccion 1.2
del libro de texto. jVale la pena realizar cuatro sumas mas para ahorrar una
multiplicacion?

La respuesta es no cuando multiplicamos niimeros pequenos como los de
nuestro ejemplo. Sin embargo, vale la pena cuando los nimeros que se van a
multiplicar son grandes, y lo es cada vez més cuando los niimeros aumentan.

Cuando los operandos son grandes, el tiempo requerido para las adiciones
y corrimientos se vuelve insignificante en comparacién con el tiempo que
toma una sola multiplicacién. Por tanto, parece razonable esperar que reducir
cuatro multiplicaciones a tres nos permitird reducir el 25% del tiempo de
calculo necesario para las multiplicaciones grandes. Como veremos, nuestro
ahorro serd significativamente mejor.

Para ayudar a comprender lo que hemos logrado, suponga que una imple-
mentacién dada del algoritmo de multiplicacion clasico requiere un tiempo
h(n) = cn? para multiplicar dos ntimeros de n cifras, por alguna constan-
te ¢ que depende de la implementacién (esta es una simplificacién ya que
en realidad el tiempo requerido tendria una forma mas complicada, como
cn? 4+ bn + a).

De manera similar, sea g(n) el tiempo que tarda el algoritmo divide y ven-
ceras para multiplicar dos ntimeros de n cifras, sin contar el tiempo necesario
para realizar las tres multiplicaciones de la mitad del tamaio.

En otras palabras, g(n) es el tiempo necesario para las adiciones, corri-
mientos y varias operaciones generales. Es facil implementar estas operacio-
nes de modo que g(n) € ©(n). Ignore por el momento lo que sucede si n es
impar o si los nimeros no tienen la misma longitud.

Si cada una de las tres multiplicaciones de la mitad del tamano se rea-
liza mediante el algoritmo cléasico, el tiempo necesario para multiplicar dos
numeros de n cifras es

30(n/2) + g(n) = Be(n/2)" + g(n) = Sen’ + gln) = >h(n) + g(n).

Como h(n) € O(n?) y g(n) € ©(n), el término g(n) es insignificante en
comparacion con %h(n) cuando n es lo suficientemente grande, lo que significa
que hemos ganado aproximadamente un 25 % en velocidad en comparacién
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con el algoritmo clasico, como anticipamos. Aunque esta mejora no debe
ser despreciada, no hemos logrado cambiar el orden del tiempo requerido: el
nuevo algoritmo atin toma tiempo cuadrético.

Para hacerlo mejor, volvemos a la pregunta planteada en el parrafo inicial:
,como se deben resolver las subinstancias? Si son pequenos, el algoritmo
clasico puede ser la mejor manera de proceder.

Sin embargo, cuando las subinstancias son lo suficientemente grandes,
.no seria mejor utilizar nuestro nuevo algoritmo de forma recursiva? jLa idea
es analoga a beneficiarse de una cuenta bancaria que capitaliza los pagos de
intereses! Cuando hacemos esto, obtenemos un algoritmo que puede multi-
plicar dos nimeros de n cifras en un tiempo t(n) = 3t(n/2) + g(n) cuando n
es par y suficientemente grande.

Esta recurrencia es similar a la que estudiamos en el Ejemplo [I0] resol-
viéndola obtuvimos t(n) € ©(n'°#3|n es potencia de 2). Tenemos que con-
tentarnos con la notacién asintética condicional porque todavia no hemos
abordado la cuestion de cémo multiplicar nimeros de longitud impar; vea el
problema 7.1 del libro de texto.

Dado que lg3 ~ 1,585 es menor que 2, este algoritmo puede multiplicar
dos enteros grandes mucho mas rapido que el algoritmo de multiplicacién
clasico, y cuanto mayor sea n, mas vale la pena tener esta mejora. Una
buena implementacién probablemente no utilizara la base 10, sino la base
més grande para la que el hardware permita que se multipliquen directamente
dos “digitos”.

Un factor importante en la eficacia practica de este enfoque de la multipli-
cacion, y de hecho de cualquier algoritmo divide y venceras, es saber cuando
dejar de dividir las instancias y usar el algoritmo clésico en su lugar.

Aunque el enfoque divide y vencerds se vuelve mas valioso a medida que
la instancia a resolver se hace més grande, de hecho puede ser mas lento que
el algoritmo clasico en instancias que son demasiado pequenas.

Por lo tanto, un algoritmo divide y venceras debe evitar proceder de
manera recursiva cuando el tamano de las subinstancias ya no lo justifique.
Volveremos a este tema en la siguiente seccion.

En aras de la simplicidad, hasta ahora se han ocultado varios temas im-
portantes. {Cémo nos ocupamos de los nimeros de longitud impar? Aunque
ambas mitades del multiplicador y el multiplicando sean de tamano n/2,
puede suceder que su suma se desborde y sea de tamano 1 mayor.

Por lo tanto, fue un poco incorrecto afirmar que r = (w + x) X (y + 2)
implica una multiplicacién de la mitad del tamano. ;Cémo afecta esto al
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andlisis del tiempo de ejecucién? ; Cémo multiplicamos dos ntimeros de dife-
rentes tamanos? ;Hay operaciones aritméticas distintas de la multiplicacion
que podamos manejar de manera mas eficiente que usando algoritmos clasi-
cos?

Los ntmeros de longitud impar se multiplican facilmente dividiéndolos
tan cerca de la mitad como sea posible: un nimero de n cifras se divide en
un numero de |n/2] cifras y un nimero de [n/2] cifras. La segunda pregunta
es mas complicada. Considere la posibilidad de multiplicar 5678 por 6789.
Nuestro algoritmo divide los operandos en w = 56,z = 78,y = 67 y z = 89.
Las tres multiplicaciones, de la mitad del tamano, involucradas son

p =wy = 56 X 67
q=xz="T7T8x%x89,y
r=(w+x)x(y+z) =134 x 156.

La tercera multiplicacién implica niimeros de tres cifras y, por lo tanto, no es
realmente la mitad del tamano en comparacion con la multiplicacién original
de ntimeros de cuatro cifras. Sin embargo, el tamano de w + x y de y + 2z no
puede exceder 1+ [n/2].

Para simplificar el andlisis, sea t(n) el tiempo que tarda este algoritmo
en el peor de los casos para multiplicar dos niimeros de tamano como maxi-
mo n (en lugar de exactamente n). Por definicién, ¢(n) es una funcién no
decreciente.

Cuando n es lo suficientemente grande, nuestro algoritmo reduce la mul-
tiplicacién de dos niimeros de tamano como maximo n a tres multiplicaciones
mas pequenas p = wy,q = 2z y r = (w+ x) X (y + z) de tamanos como
maximo |n/2], [n/2] y 1+ [n/2], respectivamente, ademds de manipulacio-
nes faciles que toman un tiempo en O(n). Por tanto, existe una constante
positiva ¢ tal que

t(n) <t(|n/2])+t([n/2]) + t(1 + [n/2]) + cn

para todo n suficientemente grande. Esta es precisamente la recurrencia que
estudiamos en el ejemplo 4.7.14 del libro de texto, que produce el ahora
familiar ¢(n) € O(n'83). Por tanto, siempre es posible multiplicar nimeros de
n cifras en un tiempo en O(n'¢3).

Un anélisis del peor caso de este algoritmo muestra que, de hecho, t(n) €
O(n'8?), pero esto es de interés limitado porque existen algoritmos de mul-
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tiplicacion atin mas rapidos; consulte los problemas 7.2 y 7.3 del libro de
texto.

Regresando a la cuestiéon de multiplicar nimeros de diferente tamano,
sean u y v numeros enteros de tamano m y n, respectivamente. Si m y n
estan dentro de un factor de dos entre si, es mejor rellenar el operando mas
pequeno con ceros no significativos para que tenga la misma longitud que el
otro operando, como hicimos cuando multiplicamos 981 por 1234.

Sin embargo, este enfoque debe desalentarse cuando un operando es mu-
cho més grande que el otro. jIncluso podria ser peor que usar el algoritmo de
multiplicacion clasico! Sin pérdida de generalidad, suponga que m < n. El
algoritmo divide y venceras que se usa con el relleno y el algoritmo clésico to-
man tiempo en O(n'83) y ©(mn), respectivamente, para calcular el producto
de u y v.

Teniendo en cuenta que es probable que la constante oculta del primero
sea mayor que la del segundo, vemos que divide y venceras con relleno es
més lento que el algoritmo cldsico cuando m < n'8G/2 y por lo tanto en
particular cuando m < \/n.

Sin embargo, es sencillo combinar ambos algoritmos para obtener un algo-
ritmo realmente mejor. La idea es dividir el operando v mas largo en bloques
de tamano m y usar el algoritmo divide y venceras para multiplicar u por
cada bloque de v, de modo que el algoritmo divide y vencerds se use para
multiplicar pares de operandos del mismo tamano.

El producto final de u y v se obtiene entonces facilmente mediante simples
adiciones y corrimientos. El tiempo de ejecucién total estd dominado por la
necesidad de realizar [n/m] multiplicaciones de niimeros de m cifras.

Dado que cada una de estas multiplicaciones mas pequenas toma un tiem-
po en O(m'83) y dado que [n/m] € ©(n/m), el tiempo total de ejecucién
para multiplicar un nimero de n cifras por un numero de m cifras esta en
O(nm'e/2)) cuando m < n.

La multiplicacién no es la tinica operacién interesante que involucra niime-
ros enteros grandes. La exponenciacion modular es crucial para la criptografia
moderna; consulte la Seccién 7.8 del libro de texto.

La division de enteros, las operaciones de médulo y el calculo de la parte
entera de una raiz cuadrada se pueden realizar en un tiempo cuyo orden es
el mismo que el requerido para la multiplicacién; consulte la Seccion 12.4
del libro de texto. Algunas otras operaciones importantes, como calcular el
maximo comun divisor, pueden ser intrinsecamente mas dificiles de calcular;
no se tratan aqui.
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7.2. La plantilla general

La multiplicacién de ntmeros enteros grandes no es un ejemplo aislado
del beneficio que se obtiene del enfoque de divide y venceras. Considere un
problema arbitrario y suponga que ADHOC es un algoritmo simple capaz de
resolver el problema.

Pedimos a ADHOC que sea eficiente en instancias pequenas, pero su ren-
dimiento en instancias grandes no es motivo de preocupacion. Lo llamamos
el subalgoritmo basico. El algoritmo de multiplicacién cldsico es un ejemplo
de un subalgoritmo bésico.

La plantilla general para los algoritmos divide y venceras es la siguiente.

function DC(x)

1 if x es suficientemente pequeno o simple
2 then ADHOC(x)

3 descomponga x en instancias mas pequenas i, s,..., Ty
4 fori<1to/

5 do y; + DC(x;)

6 recombine las y; para obtener una solucién y para x

7 return y

Algunos algoritmos divide y venceras no siguen este esquema exactamen-
te: por ejemplo, podrian requerir que la primera subinstancia se resuelva
antes de formular la segunda subinstancia; consulte la Seccién 7.5 del libro
de texto.

El nimero de subinstancias, ¢, suele ser pequeno e independiente de la
instancia particular a resolver. Cuando ¢ = 1, no tiene mucho sentido “des-
componer r en una instancia més pequena x;” y es dificil justificar llamar a
la técnica divide y venceras.

Sin embargo, tiene sentido reducir la solucién de una instancia grande
a la de una mé&s pequena. Divide y vencerds se conoce con el nombre de
simplificacion en este caso; consulte las Secciones 7.3 y 7.7 del libro de texto.
Cuando se usa la simplificacion, a veces es posible reemplazar la recursividad
inherente a divide y venceras por un ciclo iterativo.

Implementado en un lenguaje convencional como Pascal en una maquina
convencional que ejecuta un compilador poco sofisticado, es probable que un
algoritmo iterativo sea algo mas réapido que la versiéon recursiva, aunque solo
por un factor multiplicativo constante.
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Por otro lado, es posible ahorrar una cantidad sustancial de almacena-
miento de esta manera: para una instancia de tamano n, el algoritmo recursi-
vo usa una pila cuya profundidad a menudo esta en 2(lgn) y en casos malos
incluso en Q(n).

Para que valga la pena divide y venceras, se deben cumplir tres condicio-
nes. La decision de cudndo utilizar el subalgoritmo basico en lugar de hacer
llamadas recursivas debe tomarse con prudencia, debe ser posible descompo-
ner una instancia en subinstancias y recombinar las subsoluciones de manera
bastante eficiente, y las subinstancias deben ser, en la medida de lo posible,
aproximadamente del mismo tamano.

La mayoria de los algoritmos divide y venceras son tales que el tamano de
las [ subinstancias es aproximadamente n/b para alguna constante b, donde
n es el tamano de la instancia original.

Por ejemplo, nuestro algoritmo divide y vencerds para multiplicar niime-
ros enteros grandes necesita un tiempo en O(n) para descomponer la instan-
cia original en tres subinstancias de aproximadamente la mitad del tamano
y recombinar las subsoluciones: { =3y b = 2.

El analisis del tiempo de ejecucion de tales algoritmos de divide y venceras
es casi automatico, gracias a los ejemplos [13|y 4.7.16 del libro de texto. Sea
g(n) el tiempo requerido por DC en instancias de tamano n, sin contar el
tiempo necesario para las llamadas recursivas. El tiempo total £(n) que toma
este algoritmo de divide y venceras es algo asi como

t(n) = lt(n +b) + g(n)

siempre que n sea lo suficientemente grande. Si existe un entero k tal que
g(n) € O(n*), entonces se aplica el ejemplo 4.7.16 del libro de texto para
concluir que
O(n*) sif < b*
T(n) € ¢ ©(n*logn) sil=10b" (7.1)
O(nlosv!) sif>b*

Las técnicas utilizadas en la Seccion 4.7.6 y el Ejemplo 4.7.14 del libro de
texto generalmente se aplican para producir la misma conclusién, incluso
si algunas de las subinstancias son de un tamano que difiere de [n/b| co-
mo maximo en una constante aditiva, y en particular si alguna de las las
subinstancias son de tamafio [n/b].

Como ejemplo, nuestro algoritmo divide y venceras para la multiplicacién
de enteros grandes se caracteriza por £ = 3,b =2y k = 1. Como £ > b*, se
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aplica el tercer caso y obtenemos inmediatamente que el algoritmo toma un
tiempo en ©(n'83) sin necesidad de preocuparse por el hecho de que dos de
las subinstancias son de tamano [n/2] y 1+ [n/2] en lugar de |n/2].

En casos mas complicados cuando g(n) no esté en el orden exacto de un
polinomio, puede aplicarse el problema 4.44 del libro de texto.

Queda por ver como determinar si dividir la instancia y hacer llamadas
recursivas, o si la instancia es tan simple que es mejor invocar el subalgoritmo
bésico directamente. Aunque esta eleccion no afecta el orden del tiempo de
ejecucion del algoritmo, también nos preocupa que la constante multiplicativa
oculta en la notacion © sea lo mas pequena posible.

Con la mayoria de los algoritmos divide y venceras, esta decisién se basa
en un umbral simple, generalmente denotado ny. El subalgoritmo bésico se
utiliza para resolver cualquier instancia cuyo tamano no supere a nyg.

Volvamos al problema de multiplicar nimeros enteros grandes para ver
por qué es importante la eleccion del umbral y cémo elegirlo. Para evitar nu-
blar los aspectos esenciales, usamos una férmula de recurrencia simplificada
para el tiempo de ejecucion del algoritmo divide y venceras para multiplicar
numeros enteros grandes:

T(n) = h(n) sin <ng
3T([n/2]) + g(n) en otro caso,

donde h(n) € ©(n?) y g(n) € O(n).

En aras de la argumentacion, considere una implementacién donde h(n) =
n? microsegundos y g(n) = 16n microsegundos. Suponga que nos dan dos
nimeros de 5000 cifras para multiplicar. Si el algoritmo divide y venceras
procede de forma recursiva hasta obtener subinstancias de tamano 1, es decir,
si ng = 1, se necesitan mas de 41 segundos para calcular el producto.

Esto es ridiculo, ya que los mismos niimeros se pueden multiplicar en 25
segundos usando el algoritmo clasico. El algoritmo clasico supera ligeramente
al algoritmo divide y venceras incluso para multiplicar niimeros con hasta 32
789 cifras, cuando ambos algoritmos requieren mas de un cuarto de hora de
tiempo de calculo jpara una sola multiplicacién!

. Debemos concluir que divide y venceras nos permite pasar de un algo-
ritmo cuadratico a un algoritmo cuyo tiempo de ejecucién estd en ©(n's?3),
pero solo a costa de un aumento de la constante oculta tan enorme que el
nuevo algoritmo nunca es econémico en instancias de tamano razonable?
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Afortunadamente no: para continuar con nuestro ejemplo, los niimeros de
5000 cifras se pueden multiplicar en poco mas de 6 segundos, siempre que
elijamos el umbral ng inteligentemente; en este caso, ng = 64 es una buena
opcion. Con el mismo umbral, se necesitan poco mas de dos minutos para
multiplicar dos ntiimeros de 32 789 cifras.

La eleccién del mejor umbral es complicada por el hecho de que el valor
optimo generalmente depende no solo del algoritmo en cuestion, sino tam-
bién de la implementacién particular. Ademas, en general, no existe un valor
optimo uniforme del umbral.

En nuestro ejemplo, es mejor utilizar el algoritmo clasico para multiplicar
numeros de 67 cifras, mientras que es mejor repetir una vez para multiplicar
numeros de 66 cifras. Asi, 67 es mejor que 64 como umbral en el primer caso,
mientras que en el segundo caso ocurre lo contrario. En el futuro abusaremos
del término “umbral 6ptimo” para significar casi éptimo.

Entonces, jcémo elegiremos el umbral? Dada una implementacion par-
ticular, el umbral éptimo se puede determinar empiricamente. Variamos el
valor del umbral y el tamano de las instancias utilizadas para nuestras prue-
bas y cronometramos la implementacién en varios casos.

A menudo es posible estimar un umbral éptimo tabulando los resultados
de estas pruebas o dibujando algunos diagramas. Sin embargo, los cambios en
el valor del umbral en un cierto rango pueden no tener ningin efecto sobre la
eficiencia del algoritmo cuando sélo se consideran instancias de algiin tamano
especifico.

Por ejemplo, se necesita exactamente el mismo tiempo para multiplicar
dos nimeros de 5000 cifras cuando el umbral se establece entre 40 y 78,
ya que cualquier valor de ese tipo para el umbral hace que la recursividad
se detenga cuando las subinstancias alcanzan el tamano 40, por debajo del
tamano 79, en el séptimo nivel de recursividad.

Sin embargo, estos umbrales no son equivalentes en general, ya que los
numeros de 41 cifras tardan un 17 % mas en multiplicarse con el umbral
establecido en 40 en lugar de en 64. Por lo tanto, generalmente no es suficiente
simplemente variar el umbral para una instancia cuyo tamano permanece fijo.

Este enfoque empirico puede requerir una cantidad considerable de tiem-
po informatico (jy humano!). Una vez les pedimos a los estudiantes de un
curso de algoritmos que implementaran el algoritmo divide y venceras pa-
ra multiplicar ntimeros enteros grandes y que lo comparen con el algoritmo
clasico.

Varios grupos trataron de estimar empiricamente el umbral 6ptimo, jcada
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grupo utilizo en el intento mas de 5000 dolares en tiempo de maquina! Por
otro lado, rara vez es posible un calculo puramente tedrico del umbral 6ptimo,
dado que varia de una implementacion a otra.

El enfoque hibrido, que recomendamos, consiste en determinar teérica-
mente la forma de las ecuaciones de recurrencia y luego encontrar empiri-
camente los valores de las constantes utilizadas en estas ecuaciones para la
implementacién en cuestion.

El umbral 6ptimo se puede estimar entonces encontrando el tamano n de
la instancia para la que no importa si aplicamos el algoritmo clésico direc-
tamente o si continuamos con un nivel mas de recursividad; vea el problema
7.8 del libro de texto.

Es por eso que elegimos nyg = 64: el algoritmo de multiplicacién clasico
requiere h(64) = 642 = 4096 microsegundos para multiplicar dos nimeros de
64 cifras, mientras que si usamos un nivel mas de recursividad en el enfoque
divide y venceras, la misma multiplicacién requiere ¢g(64) = 16 x 64 = 1024
microsegundos ademas de tres multiplicaciones de niimeros de 32 cifras por
el algoritmo cldsico, a un costo de h(32) = 32% = 1024 microsegundos cada
uno, para el mismo total de 3h(32) + g(64) = 4096 microsegundos.

Surge una dificultad practica con esta técnica hibrida. Aunque el algorit-
mo de multiplicacién clasico requiere tiempo cuadratico, fue una simplifica-
cién excesiva afirmar que h(n) = cn? para alguna constante ¢ que depende
de la implementacion.

Es més probable que existan tres constantes a,b y ¢ tales que h(n) =
cn? + bn + a. Aunque bn + a se vuelve insignificante en comparacién con cn
cuando n es grande, el algoritmo clasico se usa de hecho precisamente en
instancias de tamano moderado.

Por lo tanto, generalmente es insuficiente estimar simplemente la constan-
te de orden superior c¢. En cambio, es necesario medir h(n) varias veces para
varios valores diferentes de n para estimar todas las constantes necesarias.
La misma observacion se aplica a g(n).
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Capitulo 8

Programacion dinamica

En el capitulo anterior vimos que a menudo es posible dividir una instan-
cia en subinstancias, resolver las subinstancias (quizéas dividiéndolas maés) y
luego combinar las soluciones de las subinstancias para resolver la instancia
original.

A veces sucede que la forma natural de dividir una instancia sugerida
por la estructura del problema nos lleva a considerar varias subinstancias
superpuestas. Si resolvemos cada uno de estos de forma independiente, a su
vez crearan una gran cantidad de subinstancias idénticas.

Si no prestamos atencion a esta duplicacién, es probable que terminemos
con un algoritmo ineficaz; si, por otro lado, aprovechamos la duplicacién y nos
disponemos a resolver cada subinstancia sélo una vez, guardando la solucién
para su uso posterior, resultara un algoritmo mas eficiente.

La idea subyacente de la programaciéon dinamica es, por lo tanto, bastante
simple: evite calcular lo mismo dos veces, generalmente manteniendo una
tabla de resultados conocidos que se llena a medida que se resuelven las
subinstancias.

Divide y venceras es un método de arriba hacia abajo. Cuando un proble-
ma se resuelve mediante el método divide y venceras, atacamos inmediata-
mente la instancia completa, que luego dividimos en subinstancias cada vez
mas pequenas a medida que avanza el algoritmo.

La programacion dinamica, por otro lado, es una técnica de abajo hacia
arriba. Por lo general, comenzamos con las subinstancias mas pequenas vy,
por lo tanto, las mas simples. Combinando sus soluciones, obtenemos las res-
puestas a subinstancias de tamafio creciente, hasta que finalmente llegamos
a la solucion de la instancia original.



8.1. DOS EJEMPLOS SIMPLES

Comenzamos el capitulo con dos ejemplos simples de programacién dindami-
ca que ilustran la técnica general en un entorno sencillo. Las siguientes sec-
ciones retoman los problemas de dar cambio, que encontramos en la Seccion
[6.1] y de llenar una mochila, que encontramos en la Seccién 6.5 del libro de
texto.

8.1. Dos ejemplos simples

8.1.1. CaAalculo del coeficiente binomial

Considere el problema de calcular el coeficiente binomial

1 sik=0o0k=n
(Z) (Y4 (Y) sio<k<n
0

en otro caso.

Suponga que 0 < k < n. Si calculamos (Z) directamente con

function C(n, k)

1 ifk=0o0rk=n

2 then return 1

3 else return C(n—1,k—1)+C(n—1,k)

muchos de los valores C(i,7),i < n,j < k, se calculan una y otra vez. Por
ejemplo, el algoritmo calcula C(5,3) como la suma de C(4,2) y C(4,3).
Ambos resultados intermedios requieren que calculemos C(3,2). De manera
similar, el valor de C(2,2) se usa varias veces.

Dado que el resultado final se obtiene sumando un niimero de 1s, el tiempo
de ejecucién de este algoritmo seguramente estara en Q((Z)) Encontramos
un fenémeno similar antes en el algoritmo FIBREC para calcular la secuencia
de Fibonacci; consulte la Seccién [5.1.3]

Si, por el contrario, utilizamos una tabla de resultados intermedios, este
es, por supuesto, el triangulo de Pascal, obtenemos un algoritmo mas eficien-
te; vea la Tabla 8.1}

La tabla debe llenarse linea por linea. De hecho, ni siquiera es necesario
almacenar la tabla completa: basta con mantener un vector de longitud k,
que represente la linea actual, y actualizar este vector de izquierda a derecha.
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o1 2 - k—1 k
0 1
1 1 1
2 1 2 1
n—1]1 Cn—1,k—1) C(n—1,k)
n |1 C(n, k)

Tabla 8.1: El triangulo de Pascal

Asi, para calcular (Z) el algoritmo toma un tiempo en ©(nk), si asumimos
que la suma es una operacién elemental, y un espacio en (k).

8.1.2. La serie mundial

Imagine una competencia en la que dos equipos A y B juegan no mas
de 2n — 1 juegos, siendo el ganador el primer equipo en lograr n victorias.
Suponemos que no hay juegos empatados, que los resultados de cada partido
son independientes y que para cualquier partido dado hay una probabilidad
constante p de que el equipo A sea el ganador y, por lo tanto, una probabilidad
constante ¢ = 1 — p de que el equipo B ganara.

Sea P(i,7) la probabilidad de que el equipo A gane la serie dado que
todavia necesita ¢ victorias mas para lograrlo, mientras que el equipo B atin
necesita j victorias mas si quiere ganar.

Por ejemplo, antes del primer juego de la serie, la probabilidad de que el
equipo A sea el ganador de la serie es P(n,n): ambos equipos atin necesitan n
victorias para ganar la serie. Si el equipo A requiere 0 victorias més, entonces
de hecho ya gané la serie, por lo que P(0,i) = 1,1 <7 < n.

De manera similar, si el equipo B requiere 0 victorias mas, entonces ya
ha ganado la serie y la probabilidad de que el equipo A sea el ganador de la
serie es cero: entonces P(i,0) = 0,1 <i < n.

Dado que no puede haber una situacién en la que ambos equipos hayan
ganado todos los partidos que necesitan, P(0,0) no tiene sentido. Finalmente,
dado que el equipo A gana un partido dado con probabilidad p y lo pierde
con probabilidad ¢,

P(i,j) = pP(i —1,j) +qP(i,j —1),i > 1,5 > .
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Asi podemos calcular P(i,j) como sigue.

function P(i, j)

1 ifi=0

2 then return 1

3 else if =0

4 then return 0

5 else return pP(i —1,j)+qP(i,5 — 1)

Sea T'(k) el tiempo necesario en el peor de los casos para calcular P(i, j),
donde k£ =i + j. Con este método, vemos que

T(l)=c
Tk)<2T(k—1)+dk>1

donde ¢y d son constantes. Reescribiendo 7'(k — 1) en términos de T'(k — 2),
y asi sucesivamente, encontramos

T(k)<AT(k—2)+2d+d, k> 2

<P 4+ (22428 4 24 1)d
=28 le 4 (21— 1)d
=2%(c/2+d/2) — d.

Por lo tanto T'(k) estd en O(2), que estd en O(4") si i = j = n. De hecho, si
observamos la forma en que se generan las llamadas recursivas, encontramos
el patron que se muestra en la Figura [8.1.2] que es idéntico al obtenido en el
calculo ingenuo del coeficiente binomial. Para ver esto, imagine que cualquier
llamada P(m,n) en la figura se reemplaza por C(m + n,n).

Asi, P(i,7) se reemplaza por C(i + j,7), P(i—1,7) por C(i+j—1,j) v
P(i,j—1) por C(i+j—1,j7—1). Ahora el patrén de llamadas que muestran
las flechas corresponde al célculo

de un coeficiente binomial.
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P(i, )
P(i— Lj)/ \P(w 1)
P(i—2,) Pli—-1,j-1) P(i,j—2)
etc.

Figura 8.1: Llamados recursivos que se hacen por un llamado a P(i, 7).

Por tanto, el niimero total de llamadas recursivas es exactamente 2(1? ) —
2; vea el problema 8.1 del libro de texto. Para calcular la probabilidad P(n,n)
de que gane el equipo A dado que la serie aiin no ha comenzado, el tiempo
requerido estd entonces en Q((*")).

El problema 1.42 del libro de texto pide al lector que muestre que (2;) >
4"/(2n + 1). Combinando estos resultados, vemos que el tiempo requerido
para calcular P(n,n) estd en O(4™) y en (4" /n). Por lo tanto, el método no
es practico para valores grandes de n (aunque las competiciones deportivas
con n > 4 son la excepcidn, jeste problema tiene otras aplicaciones!).

Para acelerar el algoritmo, procedemos mas o menos como con el triangulo
de Pascal: declaramos una matriz del tamano apropiado y luego completamos
las entradas. Esta vez, sin embargo, en lugar de llenar la matriz linea por

linea, trabajamos diagonal por diagonal. Aqui esta el algoritmo para calcular
P(n,n).
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function SERIES(n, p)

1 array P[0...n,0...n]

2 g« 1—-p

3 fors<1ton

4 do P0,s] + 1; P[s,0] <0

5 for k< 1tos—1

6 do P[k,s — k] < pPlk — 1,s — k] + qP[k,s — k — 1]

7 for s+ 1ton

8 dofor k< 0ton-—s
9 do Pls+ k,n—k] < pP[s+k—1,n—k]+qP[s+k,n—k—1]
0

10 return Pln,n]

Dado que el algoritmo tiene que llenar una matriz n x n y dado que
se requiere un tiempo constante para calcular cada entrada, su tiempo de
ejecuciéon estd en O(n?). Al igual que con el tridangulo de Pascal, es facil
implementar este algoritmo para que un espacio de almacenamiento en ©(n)
sea suficiente.
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Capitulo 9

Complejidad computacional

Este capitulo es una traduccién de partes del libro Introduction to the
Theory of Computation, Michael Sipser, Third Edition, las alusiones en este
capitulo a “libro de texto” se refieren a este libro.

9.1. Preliminares

Empezamos dando algunas definiciones tomadas de la Teoria Formal
de Lenguajes y Autématas.

Definicién 1 Un alfabeto X es un conjunto finito y no vacio de simbolos.

Note que el término simbolo se debe entender de la manera més abstracta
posible, asi un simbolo puede ser tan simple como a, b, ¢, .. .; 0, 1; for, while,
if, ...; un elemento grafo atémico en una imagen, etc.

Podemos concatenar o yuxtaponer dos simbolos de una alfabeto mediante
la siguiente definicién.

Definicién 2 Sean ay, as € ¥, la concatenacion (yuxtaposicién) de estos
simbolos se logra poniendo a; seguido de as, es decir, ajas.

Ahora podemos generalizar esta definicién a la concatenacién (yuxtapo-
sicién) de dos conjuntos.

Definicién 3 Sean A y B dos conjuntos, definimos la concatenacién de A
y B como AB = {abla € Ay b € B}.



9.1. PRELIMINARES

Queremos definir el concepto de palabra (cadena), para empezar vamos
a denotar la palabra vacia mediante el simbolo € (algunos autores usan el
simbolo \), pero antes de definir qué es una cadena, definimos la potencia
n-ésima de un conjunto (denotado A™) de la siguiente manera.

Definicién 4 La potencia n-ésima de un conjunto A se define recursiva-
mente mediante las siguientes reglas:

1. A% = {¢},
2. A" = A1 A,

Ya que hemos definido la potencia n-ésima de un conjunto, podemos
definir la cerradura de Kleene (cerradura estrella) a través de la siguiente
definicion.

Definicién 5 La cerradura de Kleene del conjunto A se difine como

A* = UAZ'.

>0

Como caso particular tenemos la cerradura positiva definida como

At = UAi.

i>1

Teniendo las definiciones de cerradura, ahora podemos definir el concepto
de palabra (cadena) de una manera muy directa.

Definicién 6 A unelementow € ¥* o X1 le llamaremos palabra (cadena).
En este punto tenemos que hacer las siguientes observaciones:
1. Si ¥ no contiene €, entonces X+ tampoco la contendra,
2. X* siempre contiene a €,

3. € esta “sobrecargado” actua como el simbolo vacio cuando pertenece a
>}y en los demés casos como la palabra vacia.

Dada la definicién de ¥*, podemos definir formalmente de manera directa
el concepto de lenguaje.
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Definicién 7 Decimos que un conjunto L es un lenguaje siy sélosi L C ¥*.

El siguiente concepto importante, tanto para el Andlisis y Diseno de Algo-
ritmos como para la Complejidad Computacional, es el de lenguaje decidible.

Definicién 8 Un lenguaje L C ¥* es decidible si y sélo si existe una maqui-
na de Turing T' que lo reconoce, es decir, para toda w € ¥* la méaquina de
Turing 7T regresa si cuando w € L y regresa no si w ¢ L.

Si bien el concepto de Maquina de Turing es la formalizacién de lo que
es computable, de igual manera puede considerar un programa en cualquier
lenguaje de programacién que reconozca el lenguaje L.

Para terminar los preliminares damos la siguiente definiciéon de la clase
de complejidad time.

Definicién 9 Seat : N — R* una funcién. Defina la clase de complejidad
time, en simbolos TIME(¢(n)), como la coleccién de todos los lenguajes que
son decidibles por una méquina de Turing en tiempo O(t(n)).

9.2. La clase P

Para nuestros propésitos, las diferencias polinomiales en el tiempo de eje-
cucion se consideran pequenas, mientras que las diferencias exponenciales se
consideran grandes. Veamos por qué elegimos hacer esta separacion entre po-
linomios y exponenciales en lugar de entre algunas otras clases de funciones.

Primero, observe la gran diferencia entre la tasa de crecimiento de poli-
nomios tipicos como n® y exponenciales que ocurren tipicamente como 2".
Por ejemplo, sea n = 1000, el tamano de una entrada razonable para un
algoritmo.

En ese caso, n° es mil millones, un nimero grande pero manejable, mien-
tras que 2" es un nimero mucho mayor que el nimero de atomos en el
universo. Los algoritmos de tiempo polinomial son lo suficientemente rapidos
para muchos propésitos, pero los algoritmos de tiempo exponencial rara vez
son utiles.

Los algoritmos de tiempo exponencial surgen tipicamente cuando resol-
vemos problemas buscando exhaustivamente en un espacio de soluciones,
llamado buisqueda de fuerza bruta. Por ejemplo, una forma de factori-
zar un numero en sus primos constituyentes es buscar en todos los divisores
potenciales.

3
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El tamano del espacio de biisqueda es exponencial, por lo que esta busque-
da utiliza tiempo exponencial. A veces, la bisqueda por fuerza bruta puede
evitarse mediante una comprension mas profunda de un problema, lo que
puede revelar un algoritmo de tiempo polinomial de mayor utilidad.

Todos los modelos computacionales deterministas razonables son polino-
mialmente equivalentes. Es decir, cualquiera de ellos puede simular otro
con sé6lo un aumento polinomial en el tiempo de ejecucion.

Cuando decimos que todos los modelos deterministas razonables son po-
linomialmente equivalentes, no intentamos definir lo razonable. Sin embargo,
tenemos en mente una nocion lo suficientemente amplia como para incluir
modelos que se aproximan mucho a los tiempos de ejecucion en computadoras
reales.

A partir de aqui, nos centraremos en aspectos de la teoria de la comple-
jidad del tiempo que no se ven afectados por las diferencias polinomiales en
el tiempo de ejecucion. Ignorar estas diferencias nos permite desarrollar una
teoria que no depende de la selecciéon de un modelo particular de compu-
tacion.

Recuerde, nuestro objetivo es presentar las propiedades fundamentales de
la computacion, mas que las propiedades de las maquinas de Turing o cual-
quier otro modelo especial de cémputo, como puede ser algiin otro lenguaje
de programacion.

Puede sentir que ignorar las diferencias polinomiales en el tiempo de eje-
cucion es absurdo. Los programadores reales ciertamente se preocupan por
estas diferencias y trabajan duro solo para que sus programas se ejecuten el
doble de rapido.

Sin embargo, ignoramos los factores constantes hace un tiempo cuando
introdujimos la notacion asintética. Ahora proponemos ignorar las diferencias
polinomiales mucho mayores, como la que existe entre el tiempo n y n?.

Nuestra decisién de ignorar las diferencias polinomiales no implica que
consideremos tales diferencias sin importancia. Por el contrario, ciertamente
consideramos que la diferencia entre el tiempo n y el tiempo n? es importante.

Pero algunas preguntas, como la polinomialidad o no polinomialidad del
problema de factorizacién, también son importantes y no dependen de dife-
rencias polinomiales. Simplemente elegimos enfocarnos en este tipo de pre-
gunta aqui. Ignorar los arboles para ver el bosque no significa que uno sea
mas importante que el otro, solo da una perspectiva diferente.

Ahora llegamos a una definicion importante en la teoria de la complejidad.
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Definicién 10 P es la clase de lenguajes que son decidibles en tiempo poli-
nomial por una Maquina de Turing determinista con una sola cinta. En otras
palabras,
P = | JTIME(n").
k

La clase P juega un papel central en nuestra teoria y es importante porque:

1. P es invariante para todos los modelos de céalculo que son polinomial-
mente equivalentes a la maquina de Turing determinista de una sola
cinta, y

2. P corresponde aproximadamente a la clase de problemas que se pueden
resolver de manera realista en una computadora.

El item 1 indica que P es una clase matematicamente robusta. No se ve
afectado por los detalles del modelo de calculo que estamos usando.

El item 2 indica que P es relevante desde un punto de vista practico.
Cuando un problema esta en P, tenemos un método para resolverlo que se
ejecuta en el tiempo n* para alguna constante k. Si este tiempo de ejecucién
es practico depende de k£ y de la aplicacién.

Por supuesto, es poco probable que un tiempo de ejecucién de n'% sea de
utilidad practica. No obstante, se ha demostrado que es 1til llamar al tiempo
polinomial el umbral de la capacidad de solucién practica.

Una vez que se ha encontrado un algoritmo de tiempo polinomial para
un problema que anteriormente parecia requerir un tiempo exponencial, se
ha obtenido una visiéon clave de él y, por lo general, se siguen reducciones
adicionales en su complejidad, a menudo hasta el punto de una utilidad
practica real.

9.2.1. Ejemplos de problemas en P

Cuando presentamos un algoritmo de tiempo polinomial, damos una des-
cripcion de alto nivel sin hacer referencia a las caracteristicas de un modelo
computacional en particular. Al hacerlo, se evitan los tediosos detalles de las
cintas y los movimientos de la cabeza de una maquina de Turing. Seguimos
ciertas convenciones cuando describimos un algoritmo para poder analizar su
polinomialidad.

Seguimos describiendo algoritmos con pasos numerados. Ahora debemos
ser sensibles al nimero de pasos de la maquina de Turing requeridos para
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implementar cada paso, asi como al nimero total de pasos que usa el algo-
ritmo.

Cuando analizamos un algoritmo para mostrar que se ejecuta en tiempo
polinomial, debemos hacer dos cosas. Primero, tenemos que dar un limite
superior polinomial (generalmente en notacién O) en el nimero de pasos que
usa el algoritmo cuando se ejecuta en una entrada de longitud n.

Luego, tenemos que examinar los pasos individuales en la descripcién del
algoritmo para estar seguros de que cada uno puede implementarse en tiempo
polinomial en un modelo determinista razonable. Elegimos los pasos cuando
describimos el algoritmo para que esta segunda parte del anélisis sea facil de
hacer.

Cuando se han completado ambas tareas, podemos concluir que el algorit-
mo se ejecuta en tiempo polinomial porque hemos demostrado que se ejecuta
para un nimero polinomial de pasos, cada uno de los cuales se puede realizar
en tiempo polinomial, y la composicién de polinomios es una polinomio.

Un punto que requiere atencion es el método de codificacién utilizado
para los problemas. Continuamos usando la notacién de corchetes angulares
(-} para indicar una codificacién razonable de uno o més objetos en una
cadena, sin especificar ningin método de codificacién en particular.

Ahora bien, un método razonable es el que permite la codificacion y de-
codificacién de objetos en tiempo polinomial en representaciones internas
naturales o en otras codificaciones razonables. Los métodos de codificacion
familiares para grafos, autématas y similares son razonables.

Pero tenga en cuenta que la notacion unaria para codificar nimeros (como
en el nimero 17 codificado por la cadena unaria 11111111111111111) no
es razonable porque es exponencialmente mas grande que las codificaciones
verdaderamente razonables, como la notacién base k para cualquier k£ > 2.

Muchos problemas computacionales que encontrara en este capitulo con-
tienen codificaciones de grafos. Una codificacién razonable de un grafo es una
lista de sus nodos y aristas. Otra es la matriz de adyacencia, donde la entrada
(1, j)-ésima es 1 si hay un arista del nodo i al nodo j y 0 si no la hay. Cuando
analizamos algoritmos de grafos, el tiempo de ejecucion se puede calcular en
términos del nimero de nodos en lugar del tamano de la representacion del
grafo.

En representaciones razonables de grafos, el tamano de la representacion
es un polinomio en el nimero de nodos. Asi, si analizamos un algoritmo y
mostramos que su tiempo de ejecucién es polinomial (o exponencial) en el
nimero de nodos, sabemos que es polinomial (o exponencial) en el tamano
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de la entrada.

El primer problema se refiere a los grafos dirigidos. Un grafo dirigido G
contiene los nodos s y t. El problema PAT H consiste en determinar si existe
una ruta dirigida de s a t. Sea

PATH = {(G, s,t)|G es un grafo dirigido que tiene un camino dirigido de s a t}

Teorema 7 PATH ¢ P.

IDEA DE LA PRUEBA Demostramos este teorema presentando un al-
goritmo de tiempo polinomial que decide PATH. Antes de describir ese
algoritmo, observemos que un algoritmo de fuerza bruta para este problema
no es lo suficientemente rapido.

Un algoritmo de fuerza bruta para PAT H procede al examinar todas las
rutas potenciales en GGy determinar si alguna es una ruta dirigida de s a t.

Una ruta potencial es una secuencia de nodos en GG que tiene una longitud
de como méximo m, donde m es el nimero de nodos en G (si existe alguna
ruta dirigida de s a t, existe una que tenga una longitud de como maximo m
porque nunca es necesario repitir un nodo).

Pero el nimero de tales caminos potenciales es aproximadamente m',
que es exponencial en el nimero de nodos en G. Por lo tanto, este algoritmo
de fuerza bruta usa tiempo exponencial.

Para obtener un algoritmo de tiempo polinomial para PATH, debemos
hacer algo que evite la fuerza bruta. Una forma es utilizar un método de
busqueda de grafos como la bisqueda primero en amplitud.

Aqui, marcamos sucesivamente todos los nodos en GG que son accesibles
desde s por caminos dirigidos de longitud 1, luego 2, luego 3, hasta m. Es
facil limitar el tiempo de ejecucién de esta estrategia por un polinomio.

PRUEBA Un algoritmo polinomial M para PAT H opera como sigue.

M = “Como entrada recibe (G, s,t), donde G es un grafo dirigido con
nodos s y t como origen y destino.

1. Coloque una marca en el nodo s.
2. Repita lo siguiente hasta que no se marquen nodos adicionales:

3. Escanee todos las aristas de G. Si se encuentra una arista (a,b) de
un nodo marcado a a un nodo no marcado b, marque el nodo b.
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4. Sit estd marcado acepta. De lo contrario rechaza”.

Ahora analizamos este algoritmo para demostrar que se ejecuta en tiempo
polinomial. Obviamente, los pasos 1 y 4 se ejecutan solo una vez. El paso 3
se ejecuta como maximo m veces porque cada vez, excepto la dltima, marca
un nodo adicional en GG. Por lo tanto, el nimero total de pasos utilizadas es
como maximo 1+ 1 + m, lo que da un polinomio del tamano de G.

Los pasos 1 y 4 de M se implementan facilmente en tiempo polinomial
en cualquier modelo determinista razonable. El paso 3 implica un escaneo de
la entrada y una prueba de si ciertos nodos estan marcados, que también se
implementa facilmente en tiempo polinomial. Por tanto, M es un algoritmo
en tiempo polinomial para PATH.

Pasemos a otro ejemplo de un algoritmo de tiempo polinomial. Suponga-
mos que dos niimeros son primos relativos si 1 es el entero mas grande que los
divide a ambos. Por ejemplo, 10 y 21 son relativamente primos, aunque nin-
guno de ellos es un nimero primo en si mismo, mientras que 10 y 22 no son
relativamente primos porque ambos son divisibles por 2. Sea RELPRIME
el problema de probar si dos nimeros son relativamente primos. Asi

RELPRIME = {{(x,y)|x y y son primos relativos}.
Teorema 8 RELPRIME € P.

IDEA DE LA PRUEBA Un algoritmo que resuelve este problema busca
en todos los divisores posibles de ambos numeros y acepta si ninguno es
mayor que 1.

Sin embargo, la magnitud de un nimero representado en binario, o en
cualquier otra notaciéon base k para k > 2, es exponencial en la longitud
de su representacion. Por lo tanto, este algoritmo de fuerza bruta busca a
través de un nimero exponencial de divisores potenciales y tiene un tiempo
de ejecucion exponencial.

En su lugar, resolvemos este problema con un antiguo procedimiento
numérico, llamado algoritmo euclidiano, para calcular el maximo comun di-
visor. El maximo comun divisor de ntimeros naturales x y ¥y, que se escribe
como med(z,y), es el entero més grande que divide tanto a x como a y. Por
ejemplo, med(18,24) = 6.

Obviamente, = y y son primos relativos si y sélo si med(x,y) = 1. Des-
cribimos el algoritmo euclidiano como el algoritmo E en la demostracion.
Utiliza la funciéon mod, donde x mod y es el resto después de la division
entera de x entre y.
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PRUEBA El algoritmo euclidiano E es como sigue.
E = “Recibe como entrada (z,y), donde x y y son nimeros naturales en
binario:

1. Repite hasta que y =0 :
2. Asigna a x < x mod y.
3. Intercambia x y y.

4. Regresa x.”

El algoritmo R resuelve RELPRIMFE usando E como subrutina.
R = “Recibe como entrada (z,y), donde x y y son nimeros naturales en
binario:

1. Ejecuta E con (z,y).
2. Si el resultado es 1 acepta, en otro caso rechaza.”

Claramente, si E se ejecuta correctamente en tiempo polinomial, también
lo hace R y, por lo tanto, solo necesitamos analizar E para determinar el
tiempo y su correccion. La correccién de este algoritmo es bien conocida, por
lo que no lo discutiremos mas aqui.

Para analizar la complejidad temporal de F, primero mostramos que cada
ejecucion del paso 2 (excepto posiblemente el primero) reduce el valor de x
por lo menos a la mitad. Después de ejecutar el paso 2, z < y debido a la
naturaleza de la funcién mod.

Después del paso 3, z > y porque los dos se han intercambiado. Por tanto,
cuando se ejecuta posteriormente el paso 2, x > y. Si /2 > y, entonces
xmody <y <x/2y x sereduce al menos a la mitad. Si z/2 < y, entonces
xmody=x—y<z/2y x sereduce al menos a la mitad.

Los valores de z y y se intercambian cada vez que se ejecuta el paso 3,
por lo que cada uno de los valores originales de x y y se reduce al menos a
la mitad cada dos veces a lo largo del ciclo. Por lo tanto, el nimero maximo
de veces que se ejecutan los pasos 2 y 3 es el menor de 2log, x y 2log, y.

Estos logaritmos son proporcionales a las longitudes de las representacio-
nes, dando el nimero de pasos ejecutadas en O(n). Cada paso de E usa solo
tiempo polinomial, por lo que el tiempo total de ejecucién es polinomial.

El ultimo ejemplo de un algoritmo en tiempo polinomial muestra que
cada lenguaje libre de contexto es decidible en tiempo polinomial.
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Teorema 9 Todo lenguaje libre de contexto es miembro de P.

IDEA DE LA PRUEBA En el Teorema 4.9 del libro de texto, probamos
que cada CFL es decidible. Para ello, propusimos un algoritmo que decide
todo CFL. Si ese algoritmo se ejecuta en tiempo polinomial, el teorema actual
se sigue como corolario. Recordemos ese algoritmo y averigiiemos si se ejecuta
lo suficientemente rapido.

Sea L un CFL generad por CFG G que esta en forma normal de Chomsky.
Del problema 2.26 del libro de texto, cualquier derivacion de una cadena w
tiene 2n — 1 pasos, donde n es la longitud de w porque G estd en la forma
normal de Chomsky.

El algoritmo que decide L funciona probando todas las derivaciones po-
sibles con 2n — 1 pasos cuando su entrada es una cadena de longitud n. Si
alguno de estos es una derivacion de w, el algoritmo que decide acepta; si no,
lo rechaza.

Un anélisis rdpido de este algoritmo muestra que no se ejecuta en tiempo
polinomial. El nimero de derivaciones con k£ pasos puede ser exponencial en
k, por lo que este algoritmo puede requerir un tiempo exponencial.

Para obtener un algoritmo de tiempo polinomial, utilizamos programacion
dindmica (ver Capitulo[§). Esta técnica utiliza la acumulacién de informacién
sobre subproblemas mas pequenos para resolver problemas mas grandes.

Registramos la solucién a cualquier subproblema para que tengamos que
resolverlo sélo una vez. Lo hacemos haciendo una tabla de todos los sub-
problemas y registrando sus soluciones sistematicamente a medida que las
encontramos.

En este caso, consideramos los subproblemas de determinar si cada va-
riable en GG genera cada subcadena de w. El algoritmo registra la solucion
a este subproblema en una tabla n x n. Para i < j, la entrada (7, j)—ési-
ma de la tabla contiene la coleccién de variables que generan la subcadena
w;w;41 - - -wj. Para i > 7, las entradas de la tabla no se utilizan.

El algoritmo completa las entradas de la tabla para cada subcadena de
w. Primero rellena las entradas de las subcadenas de longitud 1, luego las de
longitud 2, y asi sucesivamente. Utiliza las entradas para las longitudes mas
cortas para ayudar a determinar las entradas para las longitudes mas largas.

Por ejemplo, suponga que el algoritmo ya ha determinado qué variables
generan todas las subcadenas de longitud hasta k. Para determinar si una
variable A genera una subcadena particular de longitud k + 1, el algoritmo
divide esa subcadena en dos partes no vacias de las k formas posibles.
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Para cada division, el algoritmo examina cada regla A — BC para deter-
minar si B genera la primera pieza y C' genera la segunda pieza, utilizando
las entradas de la tabla calculadas previamente.

Si tanto B como C' generan las piezas respectivas, A genera la subcadena
y asi se agrega a la entrada de la tabla asociada. El algoritmo inicia el proceso
con las cadenas de longitud 1 examinando la tabla para las reglas A — b.

PRUEBA

El siguiente algoritmo D implementa la idea de la prueba. Sea G una CFG
en la forma normal de Chomsky que genera el CFL L. Suponga que S es la
variable inicial (recuerde que la cadena vacia se maneja especialmente en una
gramatica en forma normal de Chomsky, el algoritmo maneja el caso especial

en el que w = € en el paso 1). Los comentarios aparecen entre corchetes
dobles.

D = “Recibe como entrada w = wy -+ - wy,:
1. Siw =€y S — € es una regla, acepta; sino, rechaza. “caso w = €”
2. Parati=1an: “examina cada subcadena de longitud 1”

3. Para cada variable A:

4. Si A — w; es una regla:
5. table(i,i) < A.
6. Paral =2 an: “l es la longitud de la subcadena”
7. Parai=1lan—1+1: “7 es la posicion inicial de la subcadena”
8. Jj—1+1—-1 “j es la posicién final de la subcadena”
9. Parak=iaj—1: “k es donde se divide la subcadena”
10. Para cada regla A — BC"
11. Si B € table(i, k) y C € table(k + 1, 7): table(i, j) < A.

12. Si S estd en table(1,n), acepta; sino, rechaza.”

Ahora analizamos D. Cada etapa se implementa facilmente para ejecu-
tarse en tiempo polinomial. Los pasos 4 y 5 se ejecutan a lo mas nv veces,
donde v es el nimero de variables en G y es una constante fija independiente
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de n; por lo tanto, estos pasos se ejecutan O(n) veces. El paso 6 se ejecuta
como maximo n veces. Cada vez que se ejecuta el paso 6, el paso 7 se ejecuta
como maximo n veces.

Cada vez que se ejecuta el paso 7, los pasos 8 y 9 se ejecutan como maximo
n veces. Cada vez que se ejecuta el paso 9, el paso 10 se ejecuta r veces, donde
r es el numero de reglas de GG y es otra constante fija. Por lo tanto, el paso
11, el ciclo interno del algoritmo, se ejecuta O(n?) veces. La suma del total
muestra que D ejecuta O(n®) pasos.

9.3. La clase NP

Como observamos en la seccién 0.2 podemos evitar la biisqueda por fuer-
za bruta en muchos problemas y obtener soluciones de tiempo polinomial. Sin
embargo, los intentos de evitar la fuerza bruta en algunos otros problemas,
incluidos muchos interesantes y ttiles, no han tenido éxito y no se sabe que
existan algoritmos de tiempo polinomial que los resuelvan.

., Por qué no hemos logrado encontrar algoritmos de tiempo polinomial
para estos problemas? No sabemos la respuesta a esta importante pregun-
ta. Quizas estos problemas tengan algoritmos de tiempo polinomial atn sin
descubrir que se basan en principios desconocidos.

O posiblemente algunos de estos problemas simplemente no se pueden
resolver en tiempo polinomial. Pueden ser intrinsecamente dificiles.

Un descubrimiento notable relacionado con esta cuestion muestra que las
complejidades de muchos problemas estan vinculadas. Se puede utilizar un
algoritmo de tiempo polinomial para uno de esos problemas para resolver
toda una clase de problemas. Para comprender este fendmeno, comencemos

con un ejemplo.

Un camino hamiltoniano en un grafo dirigido G es una ruta dirigida que
atraviesa cada nodo exactamente una vez. Consideramos el problema de pro-
bar si un grafo dirigido contiene un camino hamiltoniano que conecta dos
nodos especificos, como se muestra en la Figura Sea

HAMPATH = {(G, s,t)|G es un grafo dirigido con un camino Hamiltoniano de s a t}.

Podemos obtener facilmente un algoritmo de tiempo exponencial para
el problema HAM PATH modificando el algoritmo de fuerza bruta para
PATH dado en el Teorema |7} Sélo necesitamos agregar una prueba para ve-
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Figura 9.1: Un grafo con un camino Hamiltoniano representado con aristas
gruesas (el camino recorre todos los nodos exactamente una vez, empezando
en sy terminando en t).

<

rificar que el camino potencial sea hamiltoniano. Nadie sabe si HAM PATH
se puede resolver en tiempo polinomial.

El problema HAM PATH tiene una caracteristica llamada verificabili-
dad polinomial que es importante para comprender su complejidad.

Aunque no conocemos una forma rapida (es decir, en tiempo polinomial)
de determinar si un grafo contiene un camino hamiltoniano, si dicho camino
se descubriera de alguna manera (tal vez usando el algoritmo en tiempo
exponencial), podriamos convencer facilmente a alguien més de su existencia
simplemente presentandolo.

En otras palabras, verificar la existencia de un camino hamiltoniano puede
ser mucho mas facil que determinar su existencia.

Otro problema polinomialmente verificable es la composicién. Recuerde
que un numero natural es compuesto si es el producto de dos niimeros enteros
mayores que 1 (es decir, un nimero compuesto es uno que no es un nuimero
primo). Sea

COMPOSITES = {z|x = pq, para enteros p,q > 1}.

Podemos verificar facilmente que un ntimero es compuesto; todo lo que se ne-
cesita es un divisor de ese niimero. Recientemente, se descubrié un algoritmo
de tiempo polinomial para probar si un nimero es primo o compuesto, pero
es considerablemente mas complicado que el método anterior para verificar
la composicién.
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Algunos problemas pueden no ser verificables polinomialmente. Por ejem-
plo, tome HAM PAT H, el complemento del problema HAM PAT H . Incluso
si pudiéramos determinar (de alguna manera) que un grafo no tiene un ca-
mino hamiltoniano, no conocemos una forma para que alguien mas verifique
su inexistencia sin usar el mismo algoritmo de tiempo exponencial para tomar
la determinacion en primer lugar. Sigue una definicién formal.

Definicién 11 Un verificador para un lenguaje A es un algoritmo V', donde
A = {w|V acepta (w, c) para alguna cadena c}.

Medimos el tiempo de un verificador solo en términos de la longitud de w, por
lo que un verificador de tiempo polinomial se ejecuta en tiempo polino-
mial en la longitud de w. Un lenguaje A es verificable polinomialmente
si tiene un verificador de tiempo polinomial.

Un verificador usa informacion adicional, representada por el simbolo ¢
en la Definicién [11], para verificar que una cadena w es miembro de A. Esta
informacion se llama certificado o prueba de pertenencia a A.

Observe que para los verificadores polinomiales, el certificado tiene una
longitud polinomial (en la longitud de w) porque eso es todo lo que el veri-
ficador puede acceder en su limite de tiempo. Apliquemos esta definicion a
los lenguajes HAMPATH y COMPOSITES.

Para el problema HAM PAT H , un certificado para una cadena (G, s,t) €
HAMPATH simplemente es una ruta hamiltoniana de s a t. Para el pro-
blema COM POSITES, un certificado para el nimero compuesto x simple-
mente es uno de sus divisores.

En ambos casos, el verificador puede comprobar en tiempo polinomial
que la entrada esta en el lenguaje partiendo del certificado que se ha dado.

Definicién 12 NP es la clase de lenguajes que tienen verificadores de tiempo
polinomial.

La clase NP es importante porque contiene muchos problemas de interés
practico. De la discusion anterior, tanto HAM PAT H como COM POSITES
son miembros de NP. Como mencionamos, COM POSITES también es
miembro de P, que es un subconjunto de NP; pero demostrar este resultado
mas fuerte es mucho mas dificil.

El término NP proviene de tiempo polinomial no determinista y se
deriva de una caracterizacion alternativa mediante el uso de maquinas de
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Turing de tiempo polinomial no deterministas. Los problemas en NP a veces
se denominan problemas NP.

La siguiente es una maquina de Turing no determinista (NTM) que decide
el problema HAMPATH en tiempo polinomial no determinista. Recuerde
que en la Definicion 7.9 del libro de texto, definimos el tiempo de una maquina
no determinista como el tiempo utilizado por la rama de calculo mas larga.

N; = “Como entrada recibe (G, s,t), donde G es un grafo dirigido con
nodos s y t.
1. Escribe una lista de m numeros, pi,...,pn, donde m es el nimero

de nodos en G. Cada nuimero en la lista se selecciona de manera no
determinista para que esté entre 1 y m.

2. Revisa repeticiones en la lista. Si se encuentra alguna, rechaza.
3. Revisa si s = p; y t = p,. Si no es asi, rechaza.

4. Para cada i entre 1 y m — 1, revisa si (p;, pi11) es una arista en G. Si
alguna no lo es rechaza. En otro caso, todas las pruebas se han pasado,
por lo tanto acepta.”

Para analizar este algoritmo y verificar que se ejecuta en tiempo polino-
mial no determinista, examinamos cada uno de sus pasos.

En el paso 1, la seleccion no determinista se ejecuta claramente en tiempo
polinomial.

En los pasos 2 y 3, cada parte es una verificacion simple, por lo que juntas
se ejecutan en tiempo polinomial.

Finalmente, el paso 4 también se ejecuta claramente en tiempo polino-
mial. Por lo tanto, este algoritmo se ejecuta en un tiempo polinomial no
determinista.

Teorema 10 Un lenguaje estd en NP si y sélo si es decidido en tiempo
polinomial por alguna maquina de Turing no determinista.

IDEA DE LA PRUEBA Mostramos cémo convertir un verificador de
tiempo polinomial en una NTM de tiempo polinomial equivalente y viceversa.
La NTM simula al verificador adivinando el certificado. El verificador simula
la NTM utilizando como certificado la rama que acepta.

PRUEBA Para la direccién hacia adelante de este teorema, sea A € NP
y demuestre que A es decidido en tiempo polinomial por una NTM N. Sea V'
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el verificador de tiempo polinomial para A que existe segin la definicién de
NP. Suponga que V es una TM que se ejecuta en el tiempo n* y construya
N de la siguiente manera.

N = “Como entrada recibe w de longitud n:

1. Selecciona de manera no determinista una cadena ¢ de longitud a lo

maés nk.

2. Ejecuta V' con entrada (w, c).
3. Si V acepta entonces acepta, de lo contrario rechaza.”

Para probar la otra direccién del teorema, suponga que A se decide en
tiempo polinomial por una NTM N y construya un verificador de tiempo
polinomial V' como sigue.

V' = “Como entrada recibe (w, ¢), donde w y ¢ son cadenas:

1. Simula N con la entrada w, tratando cada simbolo de ¢ como una
descripcion de la elecciéon no determinista a realizar en cada paso.

2. Si acepta esta rama del calculo de N entonces acepta, de lo contrario
rechaza.”

Definimos la clase de complejidad temporal no determinista NTIME(¢(n))
de manera andloga a la clase de complejidad temporal determinista TIME(¢(n)).

Definicién 13 Sea t : N — RT una funcién. Defina la clase de com-
plejidad ntime, en simbolos NTIME(¢(n)), como la coleccién de todos los
lenguajes que son decidibles por una maquina de Turing no determinista en
tiempo O(t(n)).

Corolario 1
NP = | JNTIME(n").
k

La clase NP es insensible a la eleccion de un modelo computacional no
determinista razonable porque todos esos modelos son polinomialmente equi-
valentes.

Al describir y analizar algoritmos de tiempo polinomial no determinista,
seguimos las convenciones anteriores para algoritmos de tiempo polinomial
determinista.
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Figura 9.2: Un grafo con un clique—5.

Cada etapa de un algoritmo de tiempo polinomial no determinista debe
tener una implementacion obvia en tiempo polinomial no determinista en un
modelo computacional no determinista razonable.

Analizamos el algoritmo para mostrar que cada rama usa, como mucho,
polinomialmente muchas etapas.

9.3.1. Ejemplos de problemas en NP

Un clique en un grafo no dirigido es un subgrafo en el que cada dos nodos
estan conectados por una arista. Una clique—k es un clique que contiene k
nodos. La Figura ilustra un grafo con un clique—5.

El problema CLIQUE es determinar si un grafo contiene un clique de
un tamano especifico. Sea

CLIQUE = {(G, k)|G es un grafo no dirigido con un clique—k}.

Teorema 11 CLIQUFE esta en NP.

IDEA DE LA PRUEBA El clique es el certificado.
PRUEBA El siguiente es un verificador V para CLIQUE.
V' = “Como entrada recibe ((G, k), c):

1. Prueba si ¢ es un subgrafo con k nodos en G.

2. Prueba si G contiene todas las aristas que conectan los nodos en c.
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3. Si ambas pruebas tienen éxito, entonces acepta; de lo contrario recha-

b

ZaQ.

PRUEBA ALTERNATIVA Si prefiere pensar NP en términos de
maquinas de Turing de tiempo polinomial no determinista, puede probar
este teorema dando una que decida CLIQU E. Observe la similitud entre las
dos pruebas.

N = “Como entrada recibe (G, k), donde G es un grafo:

1. De manera no determinista selecciona un subconjunto ¢ de k nodos de

G.
2. Prueba si G contiene todas las aristas que conectan nodos en c.
3. Si es asi, acepta; de lo contrario, rechaza.”

A continuacién, consideramos el problema SUBSET-SUM relativo a
la aritmética de enteros. Se nos da una coleccién de nimeros zi,..., T, y
un numero objetivo t. Queremos determinar si la coleccién contiene una
subcoleccion que suma t.

Asi,

SUBSET-SUM = {(S, t)|S = {z1,...,xx} y para algin

{?Jl, S ,yz} - {1‘1, e ,xk}, tenemos que Zyi = t} .

7

Por ejemplo, ({4,11,16,21,27},25) € SUBSET-SUM ya que 4 + 21 = 25.
Note que se considera que {z1,...,zr} y {v1,...,y} son multiconjuntos
por lo que se permiten repeticiones.

Teorema 12 SUBSET-SUM € NP.

IDEA DE LA PRUEBA El subconjunto es el certificado.
PRUEBA El siguiente es un verificador V' para SUBSET-SUM.
V = “Como entrada recibe ((S,t), c):

1. Prueba si ¢ es una colecciéon de niimeros que suman t.

2. Prueba si S continen todos los niimeros en c.

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 9. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 153

3. Si ambas pruebas tienen éxito, entonces acepta; de lo contrario recha-

7

za.

PRUEBA ALTERNATIVA También podemos probar este teorema
dando una maquina de Turing de tiempo polinomial no determinista para
SUBSET-SUM como sigue.

N = “Como entrada recibe (S,t):

1. De manera no determinista selecciona un subconjunto ¢ de los niimeros

en S.
2. Prueba si ¢ es una coleccion de niimeros que suman t.

3. Si es asi, acepta; de lo contrario, rechaza.”

Observacién 8 Observe que los complementos de estos conjuntos, CLIQUE
y SUBSFET-SUM, no son evidentemente miembros de NP. Verificar que al-
g0 no esta presente parece ser mas dificil que verificar que si esta presente.
Creamos una clase de complejidad separada, llamada coNP, que contiene los
lenguajes que son complementos de los lenguajes en NP. No sabemos si coNP
es diferente de NP.

9.3.2. ;P = NP?

Como hemos dicho, NP es la clase de lenguajes que se pueden resolver en
tiempo polinomial en una méaquina de Turing no determinista; o, de forma
equivalente, es la clase de lenguajes mediante los cuales se puede verificar la
pertenencia al lenguaje en tiempo polinomial.

P es la clase de lenguajes donde se puede decidir la pertenencia en tiempo
polinomial. Resumimos esta informacion de la siguiente manera, donde nos
referimos vagamente al tiempo polinomial resoluble como resoluble rapida-
mente”.

P = la clase de lenguajes para los que se puede decidir rapidamente la
membresia.

NP = la clase de lenguajes para los que se puede verificar rapidamente
la membresia.

Hemos presentado ejemplos de lenguajes, como HAM PATH y CLIQUE,
que son miembros de NP pero que no se sabe si estan en P.

El poder de la verificabilidad polinomial parece ser mucho mayor que el
de la decidibilidad polinomial. Pero, por dificil que sea de imaginar, P y NP
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NP

Figura 9.3: Una de las dos posibilidades es correcta.

podrian ser iguales. No se ha podido demostrar la existencia de un solo
lenguaje en NP que esté en P.

La pregunata si P = NP es uno de los mayores problemas sin resolver
en la computacién tedrica y las matematicas contemporaneas. Si estas clases
fueran iguales, cualquier problema polinomialmente verificable seria polino-
mialmente decidible.

La mayoria de los investigadores creen que las dos clases no son iguales
porque la gente ha invertido un esfuerzo enorme para encontrar algoritmos
de tiempo polinomial para ciertos problemas en NP, sin éxito.

Los investigadores también han intentado demostrar que las clases son
desiguales, pero eso implicaria demostrar que no existe un algoritmo réapido
para reemplazar la busqueda por fuerza bruta. Hacerlo esta actualmente mas
alla del alcance cientifico. La Figura muestra las dos posibilidades.

El mejor método determinista actualmente conocido para decidir lengua-
jes en NP utiliza tiempo exponencial. En otras palabras, podemos demostrar
que

NP C EXPTIME = || TIME(2""),
k

pero no sabemos si NP esta contenido en una clase de complejidad temporal
determinista mas pequena.
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9.4. Completitud-NP

Un avance importante sobre la pregunta P versus NP se produjo a prin-
cipios de la década de 1970 con el trabajo de Stephen Cook y Leonid Levin.
Descubrieron ciertos problemas en NP cuya complejidad individual esta re-
lacionada con la de toda la clase.

Si existe un algoritmo de tiempo polinomial para cualquiera de estos
problemas, todos los problemas en NP podrian resolverse en tiempo poli-
nomial. Estos problemas se denominan NP-completos. El fenémeno de la
completitud-NP es importante tanto por razones tedricas como practicas

En el aspecto tedrico, un investigador que intente demostrar que P no es
igual a NP puede centrarse en un problema NP completo. Si algtin problema
en NP requiere més que tiempo polinomial, uno NP-completo también lo
requerira. Ademads, un investigador que intente demostrar que P es igual
a NP sélo necesita encontrar un algoritmo de tiempo polinomial para un
problema NP-completo para lograr este objetivo.

Desde el punto de vista practico, el fenomeno de la completitud-NP puede
evitar perder tiempo buscando un algoritmo de tiempo polinomial inexistente
para resolver un problema particular. Aunque no tengamos las matematicas
necesarias para demostrar que el problema no tiene solucién en tiempo polino-
mial, creemos que P no es igual a NP. Entonces, demostrar que un problema
es NP-completo es una fuerte evidencia de su no polinomialidad.

El primer problema NP-completo que presentamos se llama problema
de satisfacibilidad. Recuerde que las variables que pueden tomar los valores
TRUE y FALSE se denominan variables booleanas.

Usualmente, representamos TRUE por 1 y FALSE por 0. Las operacio-
nes booleanas AND, OR y NOT, representadas por los simbolos A, V, y —
respectivamente, se describen en la siguiente lista. Usamos la barra superior
como forma abreviada del simbolo —, por lo que ¥ significa —zx.

OANO=0 Ovo=20 0=1
OAN1=0 Ovli=1 1=0
1IAN0=0 1vo=1
1IN1=1 1vli=1

Una formula booleana es una expresion que involucra variables y ope-

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



9.4. COMPLETITUD-NP

raciones booleanas. Por ejemplo,
p=(TANy)V(rtAZ)

es una féormula booleana. Una férmula booleana es satisfactoria si alguna
asignacion de Os y 1s a sus variables hace que la férmula se evalie a 1. La
formula anterior es satisfactoria porque la asignacion x =0, y =1y z =10
hace que ¢ se evalie a 1. Decimos la asigncion satisface ¢. El problema de
satisfacibilidad es probar si una férmula booleana es satisfactoria. Sea

SAT = {{¢)|¢ es una férmula booleana satisfactoria}.

Ahora planteamos un teorema que vincula la complejidad del problema
SAT con las complejidades de todos los problemas en NP.

Teorema 13 SAT € P siy sélo si P = NP.

A continuacion, desarrollamos el método que es fundamental para la de-
mostracion de este teorema.

9.4.1. Reducibilidad en tiempo polinomial

Cuando el problema A se reduce al problema B, se puede usar una so-
luciéon de B para resolver A. Ahora definimos una versién de reducibilidad
que toma en cuenta la eficiencia del cdlculo. Cuando el problema A se puede
reducir eficientemente al problema B, se puede usar una solucion eficiente
para B para resolver A de manera eficiente.

Definicién 14 Una funcién f : ¥* — ¥* es una funcion computable
en tiempo polinomial si existe alguna maquina de Turing M de tiempo
polinomial que se detiene dejando f(w) en su cinta, cuando se inicia con
cualquier entrada w.

Definicién 15 Ellenguaje A es reducible mediante un mapeo en tiem-
po polinomial, o simplemente reducible en tiempo polinomial, al len-
guaje B, en simbolos A <p B, si existe una funcién computable en tiempo
polinomial f : ¥* — ¥* donde para cada w,

weAs f(w) e B.

A la funcién f le llamamos reduccion en tiempo polinomial de A a B.

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 9. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 157

Hay otras formas eficientes de reducibilidad disponibles, pero la redu-
cibilidad en tiempo polinomial es una forma simple que es adecuada para
nuestros propésitos, por lo que no discutiremos las otras aqui.

Al igual que con un mapeo de reduccién ordinario, una reduccién en
tiempo polinomial de A a B proporciona una forma de convertir las pruebas
de pertenencia en A a pruebas de pertenencia en B, pero ahora la conversién
se realiza de manera eficiente. Para probar si w € A, usamos la reduccion f
para mapear w a f(w) y probar si f(w) € B.

Si un lenguaje es reducible en tiempo polinomial a un lenguaje que ya se
sabe que tiene una solucién en tiempo polinomial, obtenemos una solucién
en tiempo polinomial para el lenguaje original, como en el siguiente teorema.

Teorema 14 Si A <p By B € P entonces A € P.

PRUEBA Sea M el algoritmo en tiempo polinomial que decide B y f
la reduccién en tiempo polinomial de A a B. Describimos un algoritmo de
tiempo polinomial N que decide A de la siguiente manera.

N = “Como entrada recibe w:

1. Calcula f(w).
2. Ejecuta M con f(w) sobre la cinta y responde lo que M responda.

Tenemos que w € A siempre que f(w) € B porque f es una reduccién de A
a B. Por lo tanto, M acepta f(w) siempre que w € A. Ademds, N se ejecuta
en tiempo polinomial porque cada un de sus dos pasos se ejecuta en tiempo
polinomial. Tenga en cuenta que el paso 2 se ejecuta en tiempo polinomial
porque la composicion de dos polinomios es un polinomio.

Antes de demostrar una reduccion en tiempo polinomial, presentamos
3S AT, un caso especial del problema de satisfacibilidad en el que todas las
formulas estan en una forma especial. Una literal es una variable booleana
o una variable booleana negada, como en x o 7.

Una cldusula son varias literales conectados con Vs, como en (1 V xo V
x3Vx4). Una férmula booleana estd en forma normal conjuntiva, llamada
formula-cnf, si comprende varias clausulas conectadas con As, como en

(x1 VT VT3V ay) A(xsVTsVag) V(r3 VTg).
Es una féormula-3cnf si todas las clausulas tienen tres literales, como en

(x1 VT VT3) A (23 VT5 Vag) A (23 VTg Vay) A(xy VsV ag).
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Sea
3SAT = {(¢)|¢ es una férmula-3cnf satisfactoria}.

Si una asignacion satisface una férmula-cnf, cada clausula debe contener al
menos una literal que se evalie a 1.
El siguiente teorema presenta una reduccién en tiempo polinomial del

problema 35 AT al problema CLIQUE.

Teorema 15 35 AT es reducible en tiempo polinomial a CLIQUE.

IDEA DE LA PRUEBA La reduccién en tiempo polinomial f que
mostramos de 3SAT a CLIQUE convierte férmulas en grafos. En los grafos
construidos, los cliques de un tamano especifico corresponden a asignaciones
satisfactorias de la férmula. Las estructuras dentro del grafo estan disenadas
para imitar el comportamiento de las variables y clausulas.

PRUEBA Sea ¢ una férmula con k cldusulas como

QZS:(CLl\/bl\/Cl)/\(ag\/bQVCQ)/\"'/\((lk\/bk\/Ck)

La reduccién f genera la cadena (G, k), donde G es un grafo no dirigido
definido como sigue.

Los nodos de G estan organizados en k grupos de tres nodos, los grupos
se llama triples, t1,...,t,. Cada triple corresponde a una de las clausulas en
¢, y cada nodo en un triple corresponde a una literal en la clausula asociada.
Etiquete cada nodo de G con su literal correspondiente en ¢.

Las aristas de GG conectan todos menos dos tipos de pares de nodos en
G. No hay una arista presente entre nodos en el mismo triple, y no hay una
arista presente entre dos nodos con etiquetas contradictorias, como en x5 y
T5. La Figura ilustra esta construccién cuando ¢ = (x1 V 1 V x2) A (T7 V
TaVT3) A (T1V xa V x3).

Ahora demostramos por qué funciona esta construccién. Demostramos
que ¢ es satisfactoria si GG tiene un clique—k.

Suponga que ¢ tiene una asignacién satisfactoria. En esa asignacién sa-
tisfactoria, al menos una literal es verdadera en cada clausula. En cada triple
de G, seleccionamos un nodo correspondiente a una literal verdadera en la
asignaciéon satisfactoria.

Si mas de una literal es verdadera en una clausula en particular, elegimos
arbitrariamente una de las literales verdaderas. Los nodos recién selecciona-
dos forman un clique—k.
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Figura 9.4: El grafo que produce la reduccién para ¢ = (z1 Va1V x2) A (T7 V
T2 VT2) A (T1 V22V 22).

El nimero de nodos seleccionados es k porque elegimos uno para cada uno
de los k triples. Cada par de nodos seleccionados esta unido por una arista
porque ningun par se ajusta a una de las excepciones descritas anteriormente.

No podian ser del mismo triple porque seleccionamos sélo un nodo por
triple. No podian tener etiquetas contradictorias porque las literales asociados
eran ambas verdaderas en la asignacion satisfactoria. Por tanto, G contiene
un clique—k.

Suponga que G tiene un clique—k. No hay dos nodos del clique en el
mismo triple porque los nodos del mismo triple no estan conectados por
aristas. Por lo tanto, cada uno de los k triples contiene exactamente uno de
los k nodos clique.

Asignamos valores de verdad a las variables de ¢ para que cada literal que
etiquete un nodo clique se convierta en verdadero. Hacerlo siempre es posible
porque dos nodos etiquetados de manera contradictoria no estan conectados
por una arista y, por lo tanto, ambos no pueden estar en el clique.

Esta asignacion a las variables satisface ¢ porque cada triple contiene un
nodo clique y, por lo tanto, cada clausula contiene una literal a la que se le
asigna TRUE. Por tanto, ¢ es satisfactoria.

Los teoremas y nos dicen que si CLIQUE se puede resolver en
tiempo polinomial, también 3SAT se puede resolver en tiempo polinomial.
A primera vista, esta conexion entre estos dos problemas parece bastante
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notable porque, superficialmente, son bastante diferentes.

Pero la reducibilidad de tiempo polinomial nos permite vincular sus com-
plejidades. Ahora pasamos a una definicién que nos permitira vincular de
manera similar las complejidades de toda una clase de problemas.

9.4.2. Definiciéon de Completitud-NP

Definicién 16 Un lenguaje B es NP-completo si satisface dos condiciones:
1. Bestaen NPy

2. todo A en NP es reducible en tiempo polinomial a B.

Teorema 16 Si B es NP-completo y B € P, entonces P = NP.

PRUEBA Este teorema se deriva directamente de la definicion de redu-
cibilidad en tiempo polinomial.

Teorema 17 Si B es NP-completo y B <p C para C' in NP, entonces C es
NP-completo.

PRUEBA Ya sabemos que C' esta en NP, por lo que debemos demostrar
que cada A en NP es reducible en tiempo polinomial a C'. Como B es NP-
completo, cada lenguaje en NP es reducible en tiempo polinomial a B, y B
a su vez es reducible en tiempo polinomial a C'.

Componga las reducciones de tiempo de polinomial; es decir, si A es
reducible en tiempo polinomial a B y B es reducible en tiempo polinomial
a C, entonces A es reducible en tiempo polinomial a C'. Por tanto, cada
lenguaje en NP es reducible en tiempo polinomial a C.

9.4.3. El teorema de Cook-Levin

Una vez que tenemos un problema NP-completo, podemos obtener otros
mediante reducciones de tiempo polinomial. Sin embargo, establecer el primer
problema NP-completo es mas dificil. Ahora lo hacemos probando que SAT
es NP-completo.

Teorema 18 SAT es NP-completo.

Anélisis y Diseno, Lavalle, FCC.



CAPITULO 9. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL 161

Este teorema implica el Teorema [13]

IDEA DE LA PRUEBA Demostrar que SAT estd en NP es facil y lo
haremos en breve. La parte dificil de la demostracion es mostrar que cualquier
lenguaje en NP es reducible en tiempo polinomial a SAT.

Para hacerlo, construimos una reduccién en tiempo polinomial para cada
lenguaje A en NP a SAT. La reduccion para A toma una cadena w y produce
una férmula booleana ¢ que simula la maquina NP para A con la entrada w.

Si la maquina acepta, ¢ tiene una asignacion satisfactoria que correspon-
de al calculo de aceptacién. Si la maquina no acepta, ninguna asignacion
satisface ¢. Por lo tanto, w esta en A si y solo si ¢ es satisfactoria.

En realidad, construir la reducciéon para que funcione de esta manera es
una tarea conceptualmente simple, aunque debemos lidiar con muchos deta-
lles. Una férmula booleana puede contener las operaciones booleanas AND,
OR y NOT, y estas operaciones forman la base de los circuitos utilizados en
las computadoras electronicas.

Por tanto, no sorprende el hecho de que podamos disenar una férmu-
la booleana para simular una méaquina de Turing. Los detalles estdn en la
implementacién de esta idea.
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