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Chapter 1

Automata finito

Estudiaremos lenguajes formales, esto es “matematicos”; no confundirlos con
los lenguajes naturales, que son los que habla la gente.

1. Alfabetos y lenguajes

Los lenguajes se forman de palabras y las palabras se forman de simbolos de un
alfabeto.

Definicién 1. Un alfabeto X es un conjunto no vacio y finito de simbolos.

Ejemplo 1. El conjunto ¥ = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l,m,n,0,p,q,r, s, t,u,v,w,z,y,z}
es un alfabeto llamado alfabeto inglés.

Ejemplo 2. El conjunto ¥ = {«, 3,0} es un alfabeto.
Ejemplo 3. El conjunto ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} es un alfabeto.

Definicion 2. Una palabra 6 cadena sobre el alfabeto 3 es una sucesion
finita de simbolos de 3.

Ejemplo 4. La secuencia program es una palabra sobre el alfabeto inglés.
También digit, hda y quetzal son palabras sobre el alfabeto inglés, asi como
bxweh.

En las sucesiones el orden es importante. Esto es, las palabras aba y aab se
forman de los mismos simbolos: dos a y una b, pero su orden de aparicién es
diferente, por lo que

aba # aab.

Este es un hecho general.

Cﬂl
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Asi como en la teoria de conjuntos hay que aceptar a la coleccién vacia
como un conjunto (el conjunto vacio &), en la teoria de lenguajes formales hay
que aceptar a la palabra vacia como una palabra genuina.

Definicion 3. Si X es un alfabeto, la cadena vacia € es una palabra sobre
3.

Enseguida definimos nuestro principal objeto de estudio.

Definicion 4. Un lenguaje A sobre un alfabeto 3 es un conjunto de pal-
abras sobre 3.

Ejemplo 5. Sea A = {1,12,123,1234,123456,0}. EI conjunto A es un
lenguaje sobre el alfabeto » = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. El conjunto B =
{1,11,111,1111, ...} es también un lenguaje (infinito) sobre ¥. Resulta que
también @ es un lenguaje sobre X.

No debemos confundir a la palabra vacia € con el lenguaje vacio:

€# .

Esta no igualdad serd evidente cuando estudiemos las operaciones sobre lengua-
jes. Resulta que la palabra vacia ¢ tiene propiedades muy diferentes a las del
lenguaje vacio &.

Ejemplo 6. El conjunto A = {a,ab, aab, aaab, ...} es un lenguaje (infinito)
sobre el alfabeto inglés ¥ = {a,b,...,z}. También B = {€} es un lenguajes
sobre 3} asi como también @ es un lenguaje sobre el alfabeto inglés.

Dado un alfabeto ¥ uno puede considerar todas las posibles palabras for-
madas por tal alfabeto. Se obtiene entonces un lenguaje universal.

Definicion 5. Si 3 es un alfabeto, la cerradura de Y ¢ lenguaje uni-
versal sobre 3 se denota con

Z*
y este es el conjunto de todas las palabras sobre 3:

¥ ={w|w es una palabra sobre ¥.}.

Nétese que
VY alfabeto, ¢¢€ X%,

Ejemplo 7. Si ¥ = {1}, entonces
S* = {e,1,11,111, 1111, ...}
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2. Operaciones

Definiciéon 6. Si w es una cadena sobre el alfabeto Y, su longitud se
denota con |w|.

Ejemplo 8. Sea ¥ = {0,1,...,9} y w = 121. Entonces |w| = 3. Ademds
le| = 0.

Definiciéon 7. La concatenacion de palabras es una operacion “”:
D IS S I
(w,2) —w-2z=wz
Ejemplo 9. Si w = aba y z = bad entonces w - z = ababad.

Es comun omitir el simbolo de la operacién de concatenacién. Por ejemplo,
en el anterior,

wz = ababad
Notemos las siguientes propiedades generales

(1) Si w, z son palabras entonces |wz| = |w| + |z|.

(2) Si w € ¥*, entonces
(a) ew =w
(b) we =w
(3) En general wz # zw.
Definicién 8 (potencia). Sin € N y w € ¥*, se define
n {6 sim=0
we = n—1 :
ww sin>0
llamada la n-ésima potencia de w.

Ejemplo 10. Si w = 122 entonces

wO = €

w! = ww’ = 1226 = 122
w? = ww! = 122122

w? = ww? = 122122122

La igualdad entre palabras se podria definir como: si w,z € ¥*, se pone
w = z en caso de que |w| = |z| y de que tengan los mismos simbolos en la
misma posicién.

Definiciéon 9. Sean w,z € ¥*.
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(1) Se dice que x es prefijo de w si Iy € ¥* tal que
w=xy
(2) Se dice que = es prefijo propio de w si x es prefijo de w, pero
w# x.

Ejemplo 11. Sea w = 121. Entonces

(1) x =1 es prefijo (propio) de w;

(2) u =12 es prefijo (propio) de w;

(3) w =121 es prefijo de w, pues w = we, pero no es propio.
Definiciéon 10. Una cadena w € ¥* es subpalabra de z € ¥* si Jx,y € X

tales que
z = xwy

Ejemplo 12.
(1) Siw € X* entonces w es subpalabra de la misma w, pues
W = €we

(2) w =2 es subpalabra de z = 121; a su vez y = 12 es subpalabra de
z, pues z = eyl.

El siguiente concepto serd dtil para definir nuevos lenguajes.

Definicion 11. Si w € ¥*, la inversa o transpuesta de w es la imagen
reflejada de w que se denota w'. Esto es:

7 w ST W =€
w = 7 ) ;
y'a Stw=ar cona€XyyeEn

Ejemplo 13. Si w = ecos, entonces

w! = (cos)le

= (0s)ce

= SIOC€

= (se)loce
= el soce
= esoce

= Soce

Propiedad 1. Si w,y € X*, entonces

(wy)! = ylw!
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Proof. Por induccién sobre n = |w|. Si n = 0, entonces w = ¢, luego

(wy)" = (ey)’
= ’yI
mientras que
wy = ey, por definicién,
= yI
por lo tanto (wy)! = w!y’.
Supongamos cierto el resultado para palabras wg de longitud n: esto es
(woy)" = y"wp (1)
Ahora tomemos una palabra w de longitud |w| = n + 1. Entonces w = az
cona € Xy z€ X" con |z| =n. Luego

(wy)" = (azy)’

= (2y)la, por definicién de inversa,
= yl2la, por hipétesis de induccién (1),
=yl (az)!, por definicién de inversa
— ylwl .

3. Operaciones con lenguajes

Asi como las palabras se pueden concatenar, también se puede hacer una op-
eracién similar sobre lenguajes.

Definicion 12. Si A es lenguaje sobre el alfabeto Y1 y B es lenguaje sobre
el alfabeto Yo, se define el lenguaje concatenacion de A con B como

A-B={w-w|lweAyzec B}
sobre el alfabeto ¥ U Xo.
Esto es, el lenguaje A-B estd formado por todas las posibles concatenaciones
de las cadenas de A con las de B. También, como en la concatenacién de

cadenas, el simbolo de concatenacidén “" se acostumbra omitir y se pone AB =
A- B.

Ejemplo 14. Si A = {casa}, B = {pajaro,perro}, entonces

AB = {casapajaro, casaperro}

Entre los lenguajes, el lenguje {¢} se comporta como 1 con respecto a la
operacién de concatenacion.
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Propiedad 2. Si A es un lenguaje arbitrario, entonces

A{e} = A = {e} A.

Proof.
A{e} = {we|w € A}, por definicién de concatenacion,
={w|we A}
similarmente se prueba {e}A = A. O

También se puede hablar de potencia de un lenguaje:

Definicién 13. (potencia) Sea n € N:

An:{{e}, sin=0

A AL sin>1

Ejemplo 15.
(1) 2°={e}

(2) Sea A = {ab} lenguaje formado por sélo una palabra. Entonces

40 = {e}
A=A A= Ale} = A=ab
A? = A- A" = A{ab} = abab

A% = A- A% = A{abab} = ababab

etcétera.
Definicion 14. Sean A, B lenguajes. Entonces
(1) Ellenguaje unién es:
AUB={z|z € AVz e B}
(2) Ellenguaje interseccion es
ANB={zx|x € ANz € B}
(3) Ellenguaje diferencia es

A-B={z|lz € ANz & B}
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Ejemplo 16. Sea ¥ = {0,1} y lenguajes A = {¢,0,10,11}, B = {¢,1,0110,11010}.
Luego,

AUB ={¢0,1,10,11,0110, 11010}

ANB={e1}

A— B ={0,10,11}

B — A = {0110, 11010}

En general, como los lenguajes son conjuntos, los lenguajes heredan todas
las propiedades y terminologia de los conjuntos.

Definicion 15. Sean A, B lenguajes sobre un alfabeto . Si A C B, en-
tonces se dice que A es sublenguaje de B.

Ejemplo 17. Sea A = {a,aa,aaa,acaqaa,aaaaa} y B = {a"|n € N}, en-
tonces A es sublenguaje de B.

En general, si L es un lenguaje sobre un alfabeto > entonces L es un
sublenguaje de 3*.

También, recordemos que de la definicién de la igualdad de conjuntos pode-
mos obtener que dos lenguajes A, B son iguales: A = B si y sélo si
(1) ACB
(2) BCA
Esta observacién nos ayudara a demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1. Sean A, B,C' lenguajes sobre un alfabeto 3. Se cumple que
(1) A-(BUC)=(A-B)U(A-QC)
(2) (BUC)-A=(B-A)U(C-A)

Proof.

(1) Por contenciones, esto probaremos que

(a) A-(BUC)C(A-B)U(A-C)

(b) (A-B)U(A-C)C A-(BUC)

(a): Siz € A-(BUC) entonces z =w-yconw € Ayye BUC,
luegoy e Bo6y e C. Siye Bentonces x =wy € A-B; ysi
ye C,entonces r =w-y € A-C, asi,

re(A-B)U(A-C)

(b): Siz e (A-B)U(A-C) entoncesz € A-Béxe A-C. Si
r€A-Bentoncesz=wyconw € Ayy e BC BUC, luego
r=wyconweAyye BUC.

Siz e A-C entonces v =wyconw € Ayye CC BUC,
entonces x = wy conw € Ayy € BUC, luego z € A-(BUC).



12 1. Automata finito

En cualquier caso
xeA-(BUC).
(2) Tarea.

Notemos que en general, no es cierto que
A-(BNC)=(A-B)n(A-O)

por la culpa del contrajemeplo siguiente: A = {a,e}, B = {e}, C = {a},
entonces BNC = @ y asi

A-(BNC)=o
mientras que A- B=A=a,ey A-C = {aa,a}, por lo que
(A-B)n(A-C)={a} #A-(BNCO)
Uno de los concepto fundamentales de la teoria es el de cerradura.

Definicion 16. Sea A lenguaje sobre el alfabeto 3.
(1) La cerradura de Kleene o cerradura estrella de A es
A* = A"
(2) La cerradura positiva de A es

La cerradura de Kleene se obtiene al hacer cero o mas concateneaciones de
las palabras de A, mientras que la cerradura positiva se obtiene al hacer una o
mdas concatenaciones.

Ejemplo 18. A = {a}. Entonces A° = {¢}, A! = a, A? = aa, A® = aaa, ...
entonces

A* = {e,a,a,a%,...}

mientras que
At ={a,d* d?,...}

Ejemplo 19. Sea X un alfabeto. En particular el propio X es un alfabeto
formado por las palabras de longitud 1. Luego la cerradura de Kleene de X
es

Une o 2"
que es € junto con todas las concatenaciones de palabras sobre ¥ que es pre-
cisamente el lenguaje universal ¥*. Este razonamiento muestra que nuestra
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notacién para el lenguaje universal es consistente con la notaciéon de la cer-
radura de Kleene:

>r = >
—~—
lenguaje universal cerradura de Kleene

Propiedad 3. Si A es un lenguaje sobre 33, entonces
(1) A* C »*
(2) AT C A*
Proof.
(1) Vn >0, A™ C ¥*, entonces
A*=U2 ,C X
(2) forallk > 1, AF C U}nzoooA” = A*, entonces
At =, C A

Ejemplo 20. Tenemos que & es un lenguaje. Entonces
2 ={e}, o' =2, 2*=02,...
por lo que

og*={e}, ot=0

Uno podria pensar que la diferencia entre la cerradura de Kleene y la cer-
radura positiva es la palabra vacia €. Esto no siempre es cierto, como puede
notarse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 21. Sea ¥ = {0,1,...,9}, y consideremos el lenguaje
A ={w € ¥* |w no contiene ninguno de los digitos 0,1,...,9}

Luego, e € A, 0 € A, 1 € A, 01010100111 € A. Nos proponemos demostrar
que A* = AT,

Sik>1yax e A* entonces z = w;---wy, con cada w; € A cadena
conteniendo sélo 0’s y 1’s. Luego « contiene sélo 0’s y 1’s. Por lo tanto,

Vik>1,AFC A .
Ademss, si k> 1y z € A, entonces z = €1z € AF, esto es A C A*:
VE>1,AF=A

Por lo que
AT = AF = A .
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Pero también, como A" = {e} C A, se sigue

A*=A"u At
=AuA
=A

por lo tanto
A*¥=A=A"

Como puede notarse del ejemplo anterior en algunos casos AT = A*.

Lema 1. Sean A, Ag, A1,... una coleccion infinita de lenguajes sobre Y.
Entonces

(2) (UpZodn) - A=Up2 A, - A

Proof.

(1) Por demostrar
(a) A-US A, CUX A- A,
(b) U2 A-A, CA-UX, A,
(a): Siz e A- U2 yA,, entoces z =w-yconw € Ay y e U (A,
luego existe kg tal que y € Ay, asi v = wy € A - Ay, lo que
implica que

X 6 U,ZO:(]A' An .

(b): Siz e U A- A, entonces existe ko tal que x € A - Ay, por
loque z =wy conw e Ayy e Ay, es decir y € U52jA,,. Asi

Por lo tanto

(2) Tarea.

Teorema 2.

At = A A = A" A
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Proof.
A A" = AU A
= Up2 oAt
= U2, AP
= A" .
y similarmente A* - A = AT, O

Ejemplo 22. Sea {A} = {ab} lenguaje sobre el alfabeto inglés. Tenemos
que

AT = {ab, abab, ababab, ...} = {(ab)’|i > 1}

el cual es a su vez un lenguaje. Podemos considerar sus potencias

(A+)2 :AJF 'AJr

= {ab - ab,ab - abab, ab - ababab, ..., abab - ab, abab - abab,abab-,ababab, . ..

el cual es un sublenguaje de A*: (AT)2 C A*. De forma similar (A1)3 C
At (AT)* C At .. .. Este es un hecho general.

Lema 2. Sea A un lenguaje. Entonces

(AN Cc AT, Vk>1

Proof. Por induccién sobre k. Si k = 1:
(AH)F = (AH)! = A+ C A*
También el resultado es cierto para k = 2:
(AT)2 = AT . AT
= AT .U, A"
=up, At A"
=Up2, (U2 A7) - A"
Upe ) U2, A7 - A7
= U2 U2, ATt
C Up— A"
= A"
Supongamos cierto que

(AH)F c At .
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Por demostrar que (AT)¥*1 C AT, Tenemos que
(A—l—)k—i—l — AT. (A-l—)k:
C At AT
= (A%)?
c At

Tarea 1. Sea x € ¥*. Demostrar que (/)] = z.
Definicion 17. Si A es un lenguaje, su inverso es
Al = {w! |we A}
Propiedad 4. Si A, B son lenguajes, entonces
(A-B)l =Bl Al
Proof. Por contenciones, demostraremos que
(1) (A-B)Yfc Bl Al
(2) B AT C(A-B)!

(1) Sea z € (A-B)!, entonces z = 2! con 2 € A- B, por lo que 2 = yw

cony € Ay w € B. Luego

z = (yw)’
—wlyl e BT A

Por lo tanto (A - B)! € B . AL,

(2) Sea z € B! - Al entonces z = w! - y! con w € By y € A. Por lo

que
z=wlyl = (yw) € (A-B)! .
Por lo tanto B! - AT C (A - B)!.

4. Numerabilidad

Nos proponemos estudiar lo siguientes problemas:

(1) Dado un lenguaje Ay xz € ¥*, jx € A*

(2) Dado un lenguaje A, especificar qué palabras lo componen.

Ejemplo 23. Sea ¥ = {a, b}.

(1) ;Cuéntas palabras de longitud 0 hay?: e. Sélo una.
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(2) ;Cuéntas palabras de longitud 1 hay?: a,b. Dos.

(3) ;(Cuéntas palabras de longitud 2 hay?: aa, ab, ba,bb. 4
(4) ;Cuéntas palabras de longitud 3 hay?: 8

(5) ;Cuéntas palabras de longitud n hay?: 2.

Podemos numerar las palabras de X* segtun el siguiente orden

a<ab, aa<ab, a<baaaa

Podemos enumerar las palabras segin este orden

e— 0
a—1
b— 2
aa +— 3
ab— 4
ba — 5
bb— 6

aaa — 7

Sin embargo, por comodidad (para el caso general) también podemos enu-
merar usando nimeros en base 3

e— 0
a—1
b— 2
aa — 113 =4
ab— 1253 =15
ba— 213=7
bb+— 223 =8

aaa — 1113 =13
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Supongamos que ¥ = aj,as,...,a,. Podemos enumerar las palabras de
>* con numeros en base n + 1 como
e—0
aj] — 1
ag — 2
Gp — N

aray — 11,41

arag — 12,41

es decir, tenemos una funcién
f:¥—=N

la cual es inyectiva, pues cada numero natural tiene una (nica representacién
en base. De donde se sigue que >* es enumerable.

Teorema 3. Si X es un alfabeto entonces ¥* es infinito numerable.

En contraste todos los lenguajes que se pueden formar con ¥ no es numer-
able. Es decir, hay mucho mas lenguajes que palabras. Se puede demostrar
esto, usando lo que se llama la técnica de diagonalizacion.

Teorema 4. Sea Y un alfabeto. El conjunto de los lenguajes sobre 3 no es
numerable.

Proof. Sea
L = {A]| A es lenguaje sobre X} .

Procedemos por contradiccién. Supongamos que £ es numerable. Entonces

L={Ao, A1, Ag,...} .
Sabemos que X* es numerable, entonces podemos poner

¥ = {wo,wl,wg, .. }
definimos entonces el conjunto diagonal,
D es un lenguaje sobre ¥*, entonces D € L, por lo que debe de existir kK € N
tal que

D=A; .

Tenemos dos casos wy € D o wy, & D.

(1) Siwy € D entonces wy, & Ay, = D, i.e., wy & D: absurdo.
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(2) Siwyg & D = Ay entonces wy, € D: absurdo de nuevo

En cualquier caso obtenemos un absurdo. Por lo tanto £ no es numerable.
O

5. Lenguajes Regulares y Expresiones Regulares

Definicion 18. Sea Y un alfabeto. El conjunto de los lenguajes regu-
lares se define como:

(1) @ es un lenguaje regqular;
(2) {e} es un lenguaje regular;

(3) Va € X, {a} es un lenguage regular;
(1)

Si A, B son lenguajes requlares entonces
AUB, A-B, A"

son lenguajes requlares.

Esto es, el conjunto de los lenguajes regulares sobre 3 esta formado por el
lenguajes vacio, los lenguajes unitarios incluidos {€} y todos aquellos obtenidos
de estos por concatenacién, unién y la cerradura de Kleene de éstos.

Ejemplo 24. Sea ¥ = {a,b}. Entonces

&, {e} son lenguajes regulares
{a}, {b} son lenguajes regulares
{a,b} es lenguaje regular pues {a.b} = {a} U {b}
{ab} es regular pues {ab} = a - {b}
{a,a,b,b} = {a,b} U {ab} es regular
——
regular  regular
{a"|i >0} = {a}* es regular
{a'V|i>0yj>0}= {a}* - {b}* es regular
1 1
regular regular

{(ab)"|i > 0} = {ab}* es regular .
Ejemplo 25. Sea ¥ = {a,b,c} y A el lenguaje sobre X:
A = {w € ¥ |w no tiene a ac como subcadena}

i.Es A regular?

Sol. Notemos que

{bHc}" CAy{a}rC A
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luego las palabras formadas por concatenaciones de potencias a' y b¢? estan

en A;i.e.,
(faj U{bi{c}?)" C A
{cf"({apu{bH{c}) A .
A={c}"({a} U{b}c})"

y asi resultard que A es regular. Sélo falta comprobar que
A C {c} ({a} U{bH{c}")" . (2)

Sea w € A, entonces w = clw’ para algin i > 0 y w’ palabra que no
tiene a ¢ como prefijo. Asi, w’ estd formada por a’s, b’s y ¢’s donde cualquier
bloque de ¢’s no puede seguir a a’s, en consecuencia, cualquier bloque de ¢’s
sigue a b's, de donde

luego

Probaremos que

w' € ({a} Ub{c}")"
entonces
w=cw' € {c}*({a} U{b}H{c}"),
por lo tanto
A={c}t"({a} U{bH{c}")"

que es un lenguaje regular.

Las expresiones regulares se definen como sigue
Definicion 19. Sea X un alfabeto.

(1) @ y e son expresiones requlares;
(2) Sia € X entonces a es una expresion reqular;

(3) Sir ys son expresiones requlares entonces
rUs, r-s, r

son expresiones requlares.

Como en las concatenaciones, a veces escribiremos
rsS=r-s
Ejemplo 26. Sea ¥ = {a, b, c}. Entonces
c(aUbc)*
es una expresion regular.
Proof. Tenemos que b es una expresion regular, asi como ¢, entonces c¢* es
una expresion regular por lo que be* también. Lo es también a, luego a U bc*

es expresién regular y en consecuencia (a U bc*)* es regular. Finalmente
c*(aUbc*)* es expresion regular. O
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as expresiones regulares son nombres para los lenguajes regulares.

Definicion 20. Sea 3 un lenguaje. El lenguaje L de una expresion reqular
sobre X2 se define como:

(1) L(2) = 2, L(e) = {e};

(2) SiaeX, L(a) ={a};

(3) Sir,s son expresiones regqulares entonces
(a) L(rUs) = L(r)uU L(s)
(b) L(rs) = L(r)L(s)
(¢) L(r*) = L(r)*

Para calcular los lenguajes de expresiones regulares se hace uso del orden
de precedencia:

(1) cerraduras de Kleene: *
(2) concatenaciones :-
(3) uniones: U

Ejemplo 27.
L(aUab*) = L(a) U (L(a) - L(b)*)
Definicion 21. Sir es una expresion regular entonces
rt=rr*

Propiedad 5.

Proof. Por definicién

O

Definicion 22. Sean r,s expresiones requlares sobre 3. Se dice que r y s
son equivalentes si y sdlo si L(r) = L(s) en tal caso se escribe r = s. Es
decir,

r=s< L(r)= L(s)

Notemos que r = s <
(1) L(r) € L(s)
(2) L(s) < L(r)
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También es facil ver que si r es una expresién regular entonces L(r) es un
lenguaje regular.

Ejemplo 28.
(@*b)* =€eU(aUb)*d

Proof. El alfabeto bajo consideracién es ¥ = {a,b}. Por definicién

L((a™0)") = ({a}*{b})"
que es el lenguaje formado por 0 o més concatenaciones de palabras de {a}*b
esto es, palabras del tipo
€
a’th- - a’*b

esto es, la palabra vacia junto con palabras que terminan en b. Este lenguaje
es la descripcion exactamente del lenguaje regular siguiente

{e} U ({a,b}" - {b}) = L(eU (aUD)"D)
de donde
L((a™d)*) == L(eU (a U b)*D)
por lo tanto
(@*b)* =€eU(aUb)*d

O
Ejemplo 29. Sea r ena expresion regular, entonces
rt=r*r
Proof. Por la propiedad 5
L(r")=L(r)*
= L(r)"L(r)
= L(r*r)
lo que implica que r™ = r*r. U

El dlgebra de las expresiones regulares viene descrita en el siguiente teorema.

Teorema 5. Sean r,s,t expresiones requlares sobre Y. Entonces

(1) rus=sUr
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(7) r(st) = (rs)t
(8) r(sUt)=rsUrt y (rUs)t=rsUst
9) r*=r=rr*=(eUr)*=r*(rUe) = (rUeyr  =eUrr*
(10) (rus)* = (r*uUs*)* = (r*s*)* = (r*s)"r* = r*(sr*)*
(11) r(sr)* = (rs)*r
(12) (r*s)* =eU(rus)*s
(13) (rs*)* =eUr(rus)*
(14) s(rUue)*(rUe)Us = sr*
(15) rr* =r*r

Proof. Sélo haremos la demostracion de una de estas equivalencias. La
demas son similares.

(11) Por demostrar que
L(r(sr)") = L((rs)"r) 3)
Sea w € L(r(sr)*) = L(r)(L(s)L(r))* entonces
W = TOSIT1S2T2 "+ * STy
con rg € L(r) y cada s; € L(s), r; € L(r). Podemos escribir
w = (ros1) - (r182) - (rn—18n—1)"n
€ (L(r) - L(s))"L(r) = L((rs)"r)
Por lo tanto,
L(r(sr)*) C L((rs)*r) .

Similarmente se prueba que L((rs)*r) C L(r(sr)*). Se sigue en-
tonces que la ecuacién (3) es cierta. Se concluye entonces que

r(sr)* = (rs)*r

Como un ejemplo del uso de ésta algebra es la siguiente propiedad.

Propiedad 6. Sir = s*t entonces r = sr Ut

Proof.
r=s"t=(es") pues L(s*) = L(e) U L(s™)
= (eUss™)t por definicién de s
= et Uss™t por (5) e hipdtesis
=sruUt por (1)
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Tarea 2.

(1)
(2)
3)

(4)

¢De que conjunto de simbolos se derivan las frases inglesas?
sPor qué el lenguaje vacio no es el mismo que {€}?

sSea ¥ = {1}. ;Se puede decir que para todo nimero natural n
hay alguna palabra w € ¥* para la cual |[w| =n? ses unica? ;Qué
ocurriria st ¥ = {1,2}?

Para una palabra w, sse puede decir que
] = fof] + fu
Encontrar una expresion para w7 | en términos de i,j y |w|.

¢La cadena vacia es un prefijo de si misma?

Definir las nociones de sufijo y sufijo propio de una cadena sobre
un alfabeto. Dar ejemplos.

Obtener todos los prefijos, sufijos y subpalabras de la palabra w =
bar sobre el alfabeto inglés.

Tarea 3.

(1)
(2)
3)

(11)

Sea x € X*. Probar que (z')! = .
Para un lenguaje arbitrario A, squé es A - ?

Sean A = {el,mi} y B = {caballo, casa, herradura} lenguajes so-
bre el alfabeto ingés. Obtener A-B, A-Ay A-B-B.

Suponer que A = {¢,a}. Obtener A™ para n = 0,1,2,3 ;Cudntos
elementos tiene A™ para n arbitrario? ;Cudles son las cadenas de
A" para n arbitrario?

Sea A = {e}. Obtener A™ para n arbitrario.

Sean A = {¢,ab} y B = {cd} ;Cudntas cadenas hay en A™ - B para
n arbitrario?

Sean A = {a}, B = {b}. Obtener A"B, AB" y (AB)".

Sean A = {e}, B = {aa,ab,bb}, C = {¢,aa,ab} y D = @ el
lenguaje vacio. Obtener AUB, AUC, AUD y AnNnB, BNC,
CnD, AnD. Suponer que F es un lenguaje cualquiera. Obtener
FUDyFND.

sBajo qué condiciones A* = AT ?

Obsérvese que para todo lenguaje A se tiene que € € A* ;cudndo
ec AT?

Probar que {e}* = {e} = {e}T.
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(12) Antes se obtuvo que A* = AU AT = {e} UAT. Cabria esperar que
AT = A—{e}. Probar que, en general, ésta expresion no es cierta.
s Cudndo se cumplird que AT = A* — {e}.
(13) Obtener lenguajes A, B,C tales que A- (B—C)# A-B—A-C.
(14) Probar que
(a) (A7) = A"
(b) (A7)* = A*
(c) (AT)" = A
(15) Demostrar que se cumplen las siguientes igualdades para los lengua-
jes A y B sobre el alfabeto X:

(a) (AuB) = Alu B!
(b) (AN B) =AlnpB!
(c) (A ) (AI)
(d) (A%)F = (AT)*

Tarea 4.

(1) Sea ¥ = {a,b}. Lo siguiente es una definicion recursiva del lenguaje
A:

(a) e € A.

(b) Sixz € A, entonces axb y bra pertenecen a A.

(¢) Six ey pertencen a A, entonces xy pertenece a A.

(d) No hay nada mds en A.

Probar que

(

a)
A={w e X" |w tiene el mismo nimero de aes que de bes}

(b) Sibye estin en A squé mds palabras hay en A?
(¢) Dar una definicion recursiva para que A C {a,b}* contenga
todas las palabras que tienen el doble de aes que bes

(2) Un palindromo es una cadena que se lee igual hacia adelante que ha-
cia atrdas. Por ejemplo, la palabra “a” es un paindromo, al igual que
la cadena “radar”. Dar una definicion recursiva de un palindromo

(obsérvese que € es un palindromo).
(3) Probar que para los lenguajes A y B, (AU B)* = (A*B*)*.

Tarea 5.

(1) Verificar, aplicando la definicion de lenguaje reqular, que los sigu-
ientes son lenguajes regqulares sobre ¥ = {a,b}:
(a) {a']i > 0}.
(b) {a*|i > n} para n >0 fijo.
(¢) {w € ¥*|w termina con a}.
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(2) Verificar que el lenguaje de todas las cadenas de ceros y unos que
tienen al menos dos ceros consecutivos, es un lenguaje regular.

(3) Los identificadores de Pascal son cadenas de longitud arbitraria
compuestas por caracteres alfabéticos y por digitos. Los identifi-
cadores de Pascal deben empezar con un cardcter alfabético. ;Es
este un lenguagje reqular?

(4) Obtener una expresion reqular que represente el lenguaje de los
identificadores de Pascal.
(5) (a) Probar que (rUe)* = r*.
(b) Probar que (bUaa*b)U (bUaa*b)(aUba*b)*(aUba*b) y a*b(aU
ba*b)* son equivalentes.
(c) Sobre ¥ = {a,b,c} sson equivalentes las parejas de expresiones
requlares de cada apartado?
(@) (aUbya* y ((aUb)a)".
(e) @™ ye.
(1) ((aUB)e)* y (acUbe)”
(g) blabUac) y (baUba)(buc).
(6) Simplificar:
(a) @*Ua*Ub* U (aUb)*.
b) ((a"0*)" - (b"a")")".
c) (a*b)* U (b*a)".
d) (aUb)*a(aUb)*.
(7) Probar que (aa)*a = a(aa)*.

(
(
(
(8) Simplificar las siguientes expresiones requlares:
(a) (eUaa)*.
(b) (eUaa)(eUaa)*.
(¢) a(eUaa)*aUe.
(d) a(eU aa) (e Uaa) Ua.
(e) (aUe€)a*
f) (eUaa)* (eUaa)aUa
g) (eUaa)(eUaa)*(eUaa)U (eUaa).
)
(

(

h
(i
(J
(k
(1

eUaa EeUaa) “(abUb) U (abUDb).

aUb)(eaa)*(e Uaa) U (aUD).

a)*a U (aa)".

b((a Ub)a*d)* Ua*b.

a*b((aUb)a*b)*(aUb)(aa)* Ualaa)* Ua*b((aUb)a*b)*.

(
(
(
(
(
(*

)
)
)
)
)
)
)
)
)
) a
)

6. Autdmatas finitos deterministas

Nuestro problema principal es determinar si una palabra pertenece 6 no a un
lenguaje. Por ejemplo, si A es el lenguaje de la expresién regular ¢*(a U bc*)*
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entonces
abc®cab € A,  cabac®be & A,

el andlisis se puede hacer letra por letra seglin sus posiciones. Para ayudar a
tal andsisis se hace uso de grafos dirigidos llamados diagramas de transicion.
Los nodos de tales grafos se llaman estados, las flechas se llaman transiciones
y se etiquetan éstas flechas con simbolos del alfabeto.

Hay simbolos especiales: estado inicial que se marca con — y estados
finales 6 de aceptacion que se marcan con un circulo: (®

Por ejemplo:

Figure 1. Un autéomata finito determinista

Tales grafos se llaman autdmatas finitos deterministas (AFD).

Una palabra se dice aceptada 6 legal con respecto a un AFD si partiendo
del estado marcado como inicial, se llega a un estado de aceptaciéon mediante
el siguiente procedimiento:

ila cadena aba es aceptada por el AFD de la figura 6?7 comenzando del
nodo marcado como estada inicial seguimos el camino indicado por las flechas
con etiquetas las letras de la palagra en cuestion:

_>.4>®

se arriba entonces a un estado que no es de aceptacion, por lo que la palabra
aba se rechaza.

ia>b es aceptada? veamos el diagrama:
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a

—_— e —_—

b
como se puede notar, tal palabra nos hace llegar al estado de aceptacién,
por lo que la palabra a®b es aceptada.

De donde es claro que el autémata finito determinista de la figura 6 acepta
las palabras del lenguaje de a*b.

Ejemplo 30. Sea ¥ = {a,b}. Consideremos el lenguaje
A={(ab)’|i>1} .

Construir un AFD que acepte inicamente a las palabras de A.

Sol. Recordemos que
A = {ab, abab, ababab, . . .}

de donde al menos la palabra ab debe, en el autémata que construyamos,
conducir a un estado de aceptacion. Lo que sugiere que consideremos el

diagrama
a b

— >t —— o —»

éste aun no es un AFD, puesto que se requiere que el autéomata, en cada
estado, sepa a qué estado nuevo se transita ante la aparicion de cualquier
letra del alfabeto, en nuestro caso a y b. Notemos que en nuetro primer
diagrama el autéomata, en el estado inicial no sabra que hacer si aparece una
b. Ninguna palabra de A tiene prefijo b, luego las palabras que comiencen
con b, sin importar lo que siga, deben de ser rechazadas. Esto sugiere:

Q a.b

a b

—>O—>O—>©

Otras palabras a rechazar son aquellas que después de a, en lugar de con-
tinuar con b, continuen con a, lo que sugiere
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—>O—>O—>©

b

Otras palabras que deben de ser aceptadas son por ejemplo abab, ababab.
La manera de crear repeticiones es introducir ciclos en el grafo:

con lo cual aceptamos las palabras del tipo (ab)™. Pero atin debemos rec-
hazar las palabras que al tener prefijo ab continuen con b:

lo que completa nuestro autémata finito determinista que acepta solamente
las palabras del lenguaje de (ab)™.

Ejemplo 31. Lo mismo que el anterior para A = (ab)*.

Sol. Ahora la palabra vacia también tiene que ser aceptada. La técnica
para aceptar a € es hacer al estado inicial, final también:

—©

Por lo que el autémata pedido es
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Noétese que ahora tenemos dos estados finales.

En general cuando en un AFD se hace del estado inicial un estado final, no
sélo se va ha aceptar a la palabra vacia, puede que se acepten otras indeseables.

Por ejemplo, en el AFD,

O

se acepta sélo a al lenguaje a(ba)* y no a la palabra vacia. Si ponemos al estado

inicial como final obtenemos

b

RN
—— O —©

a

O

que acepta no sélo a la palabra vacia ¢, sino que se "cuela” todo el lenguaje
(ab)*. Es decir, el nuevo autémata acepta a (ab)* U a(ba)*.

Ejemplo 32. A veces, el ttil etiquetar los estados. Por ejemplo
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b
PR
_>® .
Qo a Q@
Q 92
a,b

Entonces se puede representar la dindmica de los estados mediante una
tabla

Table 1. Tabla de transiciones

que es una forma de representar a una funcion 6 : @ x ¥ — @, donde
Q = {qo,q1,q2} el el conjunto de estados.

Formalmente, un AFD es:

Definicién 23 (AFD). Un autémata finito determinista M es una 5-
upla:
M= (Q,%,s, F,0)

donde

(1) Q@ = {q0,91,---,qn} es un conjunto finito de elementos llamados
estados.
(2) X es un alfabeto.
(3) s € Q un elemento llamado estado final.
(4) F C Q un subconjunto de estados llamados estados finales.
(5) Una funcién § : Q x ¥ — Q, donde 6(q;,0) es el estado siguiente a
4qi-

Ejemplo 33. En el ejemplo inmediato anterior , el autémata finito deter-
minista es:

(1) Q@ ={q0,q1,92}
(2) ¥ = {avb}
(3) s=qo
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(4) F={q}

y 0 es la funcién definida por la tabla 1.

Reciprocamente, dado M un AFD, M = (Q, X, s, F, ), se puede construir
su diagrama de transiciones como:

(1) nodos: g € Q
(2) flechas: si g € Q y o € X, entonces se pone

a

3(q,0)

Ejemplo 34. Para el autémata M = (Q,%,s, F,d) con Q = {a,b}, ¥ =
{a,b}, s =qo, F ={qo} y ¢ definida por

Ejemplo 35. Sea M = (Q,%,s,F,0) con Q = {q0,q1,92,93}, X = {a,b},
s =qo, F ={qo,q1,92} y tabla de transiones

qo | 9o Q1
q1 | qo g2
a2 | 90 43
a3 | 43 43
luego el diagrama de transicién es:
a
b
e —_— @
do W @
UE]
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Definicion 24. Sea M un AFD. FEllenguaje aceptado por M es
L(M)={w e X" |w es aceptada por M}

Ejemplo 36. Consideremos M como en el ejemplo inmediato anterior.

Puede notarse que todos los estados son de aceptacién excepto uno; luego

todas las palabras son aceptadas excepto cuando se llega a ¢g3. Y la tunica
forma de llegar a g3 es con tres b’s consecutivas:

O
do \\c_t/® n
a %
as
®

b .’\
a2 Ua,b

esto es
L(M) = {w € ¥* |w no tiene a b> como subpalabra}

Si 01,09,03 € ¥ y qo es estado inicial, el estado resultante de analizar la
cadena es, formalmente,

6(0(6(qo, 1), 02),03)
esta aplicacidn se abreviard como
(g, 010203)

mas generalmente:
Definicion 25. Sea q; un estado. Se definen

(1) 6(gis€) = ai

(2) SiweX* yw=aw conac¥ yw €X*, entonces

d(q,aw’) = 6(6(gi, a),w’)

Definicién 26. Sean My, My dos AFD. Se dice que My es equivalente a My
St

L(My) = L(M>)

Ejemplo 37. Pongamos ¥ = {a}. Sea M; el autémata finito determinista

dado por
CJ°

®
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y Ms el dado por

a

()

H@

Es fécil ver que L(M;) = a*. También L(Msy) = a*. Luego L(M;) = L(M>)
y asi M7 es equivalente a My

Tarea 6.

(1)

(2)

(4)

Obtener la expresion reqular que representa el lenguaje formado
por todas las cadenas sobe {a,b} que tienen un nimero par de bes.
Construir el diagrama de transicion para este lenguaje.

Construir el diagrama de transicion para el lenguaje dado por ¢*(aU
bc*)*. Convertir el diagrama en una tabla, etiquetando los estados
do;q1, - - -

Sea M = (Q,3,s, F,d) dado por

Q= {QO,Q1,§I27Q3}

¥ ={0,1}
F = {qo}
$=4o

y 0 dada por la tabla

Construir el diagrama de transicion. Obtener la secuencia de
estados por lo que se pasa para aceptar la cadena 110101 (el cardcter
del extremo izquierdo es el primero en ser analizado).

¢ La siguiente figura es un diagrama de transicion correspondiente
a un AFD? ;Por qué o por qué no?
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7. Automatas finitos no deterministas

Ejemplo 38. Disenemos un AFD que sélo acepte a a*bUab*. Notemos que
el lenguaje a*b U ab* esta formado por las palabras w que tienen sufijo b o
prefijo a. Las palabras a y b deben de ser aceptadas, lo que sugiere

qo0 b q1

©

— e

©

q2

también las palabras que después de a le siguen alguna potencia de b deben
de ser aceptadas. Por lo que anadimos

do b q1

©

o
v
@

b
También las palabras del tipo a"b con n > 2 deben de ser aceptadas; se
anade

Qo b %

— °
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Cualesquiera otras palabras diferentes a las de los modelos anteriores deben
de ser rechazadas
a,b

Notese que no es claro que el lenguaje a*bU ab* sea exactamente el aceptado
por éste autoémata. Seria mas facil si se permitiera:

@ q2

pero éste no en un AFD sino un automata finito no determinista.

Definicién 27. Un autémata finito no determinista (AFN) es M =
(Q,%, s, F,A) donde

(1) @ ={qo,---,qn} es conjunto finito de estados.
(2) |Sigma un alfabeto.
(3) s € Q estado inicial.

(4) F C Q estados finales.
(

A es una relacion de QQ X X en @, es decir,

)
)
4)
5)

AC(QxY)xQ

Lo anterior significa que A no es una funcién, pero casi lo es; queremos
decir, que si ¢ € Q y o € X, entonces A(g,0) no es un sélo elemento, sino
todo un conjunto:

Ag,0) CQ .
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Ejemplo 39. En el autémata finito no determinista anterior (ejemplo 38)
tenemos que

Q = {q0.q1. 92,93, 41}
Y ={a,b}
5$=4do
F ={q2,q3,q4}
y A estd descrita por lo siguiente tabla:

A a b

qo | {q1,94} | {a3}
q1 {Q2} q2
qo %) %)
q3 %) %)

q4 g {aa}
Ejemplo 40. Sea M = (Q,%, s, F,A) un AFN dado por

Q:{QO7q17q2}7 Z:{aab}
S = qo, F= {QO}

y relacién de transicién dada por
Al a | b |
q | {a1} %

a| 2 |{q, ¢}
a2 | {0} %

Con estos datos se puede dibujar el diagrama de transicién:
b

PN
— @ o
9 a 0
q2

de donde se puede ver que M acepta a (ab)* y también a (aba)*. Avn més,
acepta a ((ab)*(aba)*)* = (abU aba)*. Se puede mostrar que

L(M) = ((ab)"(aba)")"

Después, basados en el lema de Arden, daremos un algoritmo para compro-
bar igualdades de este tipo.
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La definicion formal de las palabras aceptadas es:

Definicién 28. w € ¥* es aceptada si A(s,w) contiene al menos un estado
de aceptacion, i.e., Si
A(s,w)NF # @ .
Definiciéon 29. Sea M un AFN. Ellenguaje aceptado por M es
L(M)={w e X" |w es aceptada por M}

Las transiciones de estados pueden describirse de forma similar a los AFD
con 4.

Definicién 30. Sea M = (Q, %, s, F,A) un AFN.

(1) Si X CQ yoe€Q se define
a, st X =09
quXA(q,a), si X £

(2) Siwe X* conw=ocw cono e yl|w|>0 entonces

Alq,w) = A(A(g, 0), w)
Ejemplo 41. Si ¥ = {a,b};
A(qo, abaab) = A(A(qo, a), baab)
= A(A(A(A(A(qo, a),b), @), a), b)

A(X,U):{

Ejemplo 42. Consideremos M el AFN con alfabeto ¥ = {a, b} y diagrama
de transicién

a,b e,
@ " @
- e - [ L @

l gy a a qa
X b—»& "
a,b
entonces

A a b
| 2 |{e}
@ | {2} | {a2}
@ | {u}| @

a3 | {aa} | {aa}
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y asi,

A(qo, ab) = A(A(qo,a),b)
({90, 43}, b)
(40,b) U A(gs,b)
={90, 3} VD

{
= {q0, 43}

que son los posibles estados que se obtienen a partir de gg con transiciéon ab.

Examinemos la palabra abaab:

ok

— e

qo0
b

. rechazo
qQ

por lo que abaab ain no se acepta. Pero

b
a b
O gs Q
—_—— — ¢« — @
a a g4

do
aceptada

lo que nos lleva a un estado de aceptacidn. De aqui que abaab se acepta, i.e.,

abaab € L(M)
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Estos diagramas realmente corresponden a las siguientes ecuaciones
A(qo, abaab) = A(A(qo, a), baab)
= A({qo, g3}, baab)
= A(qo, baab) U A(qs, baab)
= A(A(qo, b), aab) U A(A(gs, ), aab)
= A({qo,q1},aab) U A(D, aab)
—_——

>
q0, aab) U A(q1, aab)

A(go; a), ab) U A(A(q1, a), ab)

= A(
A(
({q0,q3},ab) U A(2, ab)
(
(

q0, ab) U A(gs, ab)
A(qo,a),b) U A(A(gs, a),b)
= A({q0,g3},b) U A(gs, D)
={0, 1} VDU {q}
={q0,q1,q4}

que contiene al estado de aceptacién g4 € F', por lo que, como antes observa-
mos, abaab € L(M).

=A
=A
=A

8. Equivalencia entre AFD y AFN

Lo que realmente importa de los autématas no es su diagrama de transicion,
sino el lenguaje que aceptan.

Definicién 31. Sea M un AFD 6 AFN, sea M’ un AFD 6 AFN. Se dice
que M es equivalente a M’ si L(M) = L(M')

Ejemplo 43. Sea ¥ = {a,b}. Sea M el autémata finito no determinista

a
M - —> o %@

es facl ver que L(M) = a(a U b)*.

Ahora considermos M’ el siguiente autémata finito determinista

'@ @q

M
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También tenemos que L(M') = a(a U b)*. Por lo tanto M es equivalente a
M.

En general, si M es un AFD, entonces es un AFN, pues § funcién es en
particular una relaciéon. Queremos probar lo reciproco; esto es, si M es un AFN
entonces existe M’ un AFD equivalente a M.

La idea es la siguiente: como A es una relacién, entonces

A(Qaa) = {Qin-” 7Qi5}

esto es, A induce una funcién, no de estados a estados, sino de conjuntos de
estados a conjuntos de estados:

AN:ExY—>E, EC29

Ejemplo 44. Sea M el AFN

M : - © =

Tenemos que L(M) =aU (ab)*.
Construiremos un AFD M’ tal que L(M') = a U (ab)™. Resulta que

Al a | b |
9 [{a1, 2} | 2
q1 1% 1%
q2 1% {a3}
a3 | {a} @

La primera fila de esta tabla sugiere

{a0} ¢ {q1, 2}
. ‘® a1, ¢

N\

%)

M >



42 1. Automata finito

donde hay nuevos estados marcados por {q}, {q1,¢2} v @. Necesitamos
calcular las transiciones de estos nuevos estados. Las del estado {q1, g2} son

A({q1, 42}, a) = A(qr,a) U A(ge, b)
—guUg =g

A({q1, 42}, 0) = A(g1,0) U A(ga, b)
=2U{g} = {g3}

Agregamos tal informacién en el nuevo diagrama de transicion:

) " {ae) {as}
— -® ———®
b\ /a
%)

Las transiciones desde @ son hacia @:

A(D,a) =92, A@,b)=o .

M

De nuevo, actualizamos el diagrama de transicion:

{(Zo} ¢ {ql-,qZ}’ {%}
M - (o) ; ®
b\ /a
®
a,b

Ahora necesitamos calcular las transiciones del nuevo estado {gs}:

A({g3},a) = {2}, Algs,b) = {as}

queda ahora el diagrama

{Q()} ¢ {Q1;Q2} {Q:s}
M. ——> o =@ ; @
L[] g A

Q (@)

a,b
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Finalmente, necesitamos las transiciones del nuevo estado {g2}:

Al{q2}a) =2, A({g2},b) = {as}

lo que completa la construccién de M’ que es un AFD:

{(Zo} ¢ {ql-, qz} {(I3}

N

%} .
QV {2}
a,b @

M

el cual acepta el lenguaje
LM =aUbU (ab)™ .

Noétese que los nuevos estados iniciales on aquellos que contienen a estados
inicales del autémata original.

Hemos construido un nuevo AFD M' = (Q',%',s', F',¢') donde

Q/ = {{q(]}v 9, {Q17 QZ}7 {Q3}7 {QQ}}

¥ =Y el alfabeto inicial

s'={s}F = {{q1, 2}, {a3}}

y la funcién de transicion es
o’ a b
{eo} [{a,02} | @
%) %) %)

{q1,92} %) {a3}
{a3} {a2} )
%}

{Q2}

Donde M’ es equivalente a M.

Teorema 6. Sea M = (Q,X%,s,F,A) un AFN. Entonces existe M' =
(Q',X, s, F',§') un AFD equivalente a M.



44 1. Automata finito

Proof. Sea 29 el conjunto potencia de Q, esto es 2% es la coleccién de todos
los subconjuntos de @. Se define M’ como sigue:

Q' =29
=3
s’ ={s}
F' = {SCQ|SNF #2)

§:Q'x¥—3%, §(S0)=A(S,0)

Por demostrar que L(M') = L(M). Probaremos que
w € X* es aceptada por M’ < w es aceptada por M

Una cadena w € ¥* es aceptada por M/ < ¢'(s', w) es un estado de aceptacion
de M' & §(s',w)NF#2 < A(s,w)NF # 3 < we L(M). O

Tarea 7. FEl las siguientes tablas, los estados iniciales estdn marcados con
una flecha y los estados finales con un asterisco:

(1) Convertir el siguiente AFN a AFD: ¥ = {0, 1}
Al o |1
—p | {p.q} | {p}
g | {r} | {r}
T {s} %)
xs | {s} | {s}
(2) Convertir el siguiente AFN a AFD: ¥ = {0, 1}
Al 0o |1
—p|{gs}| {q¢}
xq | {r} |{gr}
| {st | {p}
*S %) {p}
(3) Convertir el siguiente AFN a AFD vy describir informalmente el
lenguaje que acepta: ¥ = {0,1}:
A 0 1
—p|{p,q} | {r}
q |{rs}|{t}
r | {p,r} | {t}
*S g %]
*t %) %)

Tarea 8.
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(1) Calcule todas las transiciones (desde el estado inicial) dadas por
las cadenas babba y aabaaaba para determinar si son aceptadas por
el autéomata

JQO qs 4
q1

©4q2

a,b
(2) Sea M el AFN dado por Q = {qo,q1}, X ={a,b}, s=qo, F ={q1}
y A dada por
A ‘ a b
9 | {ao.a}  {a}
a| 2 A a1}

determinar si a®b, ba y b*a estdn en L(M). Dibujar el diagrama
de transicion para M.

(3) Construir el AFD correspondiente al AFN dado por
a

(o_)a,b ©/<>b
v |

squé lenguaje acepta dicho autdomata?

(4) Supongamos que M es un AFN que ya es determinista. ;Qué se
obtendrd si tratamos de convertirlo en un AFD, sequn el algoritmo
expuesto?

9. e-transiciones

Se puede extender la definiciéon de los AFN para incluir transiciones que no
dependan de ninguna entrada y sin consumir ningiin simbolo. Tales se llaman
e-transiciones.

Ejemplo 45. Sea M el autémata

q1

— = ——» (o
qo0 €
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entonces a® € L(M) pues

A(@loyaQ) = A(A(qo, @), a)
= A({q0},a)
= A({q0}, ae)
= A(A({qo}, a),€)
= A({qo},¢)
=A{a}
Hemos usado que a? = ae.

Pero también a? = aea; asi

A(qo,a2) = A(qo, aea)

= A(A({qo} €),a)
A{Q1} a)

También a’® = eaea 6 a® = aae, etcétera. Asi, siempre en cualquier palabra

w se puede introducir € y en su analisis de aceptacién w puede no consumir,
por ¢, ningiin simbolo del alfabeto.

El precio a pagar por permitir tales e-transiciones es la indefinicidon de
los estados siguientes. Por ejemplo, en los caculos anteriores obtuvimos que
A(qo,a?) = {q1} y también que A(gg,a?) = @. ;Cudles son entonces los
estados siguientes? Se puede resolver tal indefinicion si se definen los estados
siguientes de manera mds cuidadosa.

Definicién 32. Un AFN con e-transiciones M es M = (Q,%,s, F,A)
donde

1) Q es un conjunto finito (de estados).

2
3
4

s € Q estado inicial
F C Q estados de aceptacion
es una relacion de Q x (XU {e}) en Q.e

(1)
2)
3)
(4) A

Ejemplo 46. Sea el automata
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—»@—» .

A/

M es un AFN con e-transiciones. Notese que se puede transitar del estado
g2 a g sin consumir ninguna letra del alfabeto, por lo que ab es aceptada
por M. Audn mas, los estados siguientes a ¢g con entrada ab deben de ser

{QO> Q2}
Se puede poner A en una tabla:

Al a | b | e |
ol|{n}t| 9 | @

| 9 [{e}| 2
@ [{e}| 9 | {0}

Para obtener los estados siguientes a un estado dado se deben de tener en
cuenta a los estados siguientes de las e-transiciones. Por ejemplo

a b @

o el a qs

qs b q4

Los estados siguientes a gy con entrada a son

{(Jh Q4}
a
—()——> o

Qo 0

b
€

qs

mientras que los estados siguentes a g; con entrada b son {¢2, g0, q5}
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qo q1

qs b q4

En general, se pueden calcular los estados siguientes con lo siguiente:
Definicion 33. Sea ¢ un estado. La e-cerradura de q es
(e—c)(q) = {p|p es accesible desde q sin consumir ningin simbolo de ¥ en la entrada}

St qiys - - G, Son estados se define

n

(e =g, -a.} = [ J(e— )a,)

k=1

Por definicién, todo estado es accesible desde si mismo sin consumir ningtin
simbolo de entrada. Esto es,

Vg€ Q,q € (e—c)(q)
Ejemplo 47. En el autémata

qo € €
e -

entonces
(e —c)(q3) = {q3}
(e —c)w) ={qq,}, (e6—c)(a1)=1{q1q,q}

Definiciéon 34. Sea g un estado y o € X. Se definen los estados que
siguen directamente a ¢ pasando por o como el conjunto

d(q,0) = {p € Q|3 una transciion de q a p etiquetada por o}

Y St Giyy- - Qi, SON varios estados, se define

k
d({qi17 cee 7qik}7 U) = U d(qijva)
=1
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Ejemplo 48. En el AFN del ejemplo anterior ?7 tenemos que

d(qo,a) ={g3}, d({gs,qa},b) = d(g3,b) Ud(qa,b) = {qa,q0}
d(qo,b) = &

Notemos que
e (¢ —c)(d(q,0)) son los estados accesibles desde ¢ tomando primero
una transicién sobre o y luego tomando una o mas e-transiciones.

e d((e—c)(q), o) son los estados accesibles desde ¢ tomando una o mas
e-transiciones y luego una transicion sobre o.

e (¢ —¢)(d((e — ¢)(q),0)) son los estados accesibles desde ¢ primero
tamando una o mds e-transiciones luego siguiendo con una transcién
oy luego tomando una o mas e-transiciones. Asi:

(e —c)(d((e — ¢)(q),0)) son los estados siguientes a q con entrada
o.

Ejemplo 49. Para calcular los estados siguientes a qg con entrada a,

qo ®
®

€ q1 b

.
Y

.
\j

g3 q4 qs

primero calculamos su e-cerradura:

(e = c)(a) = {a0. @1 }
ensieguida los estados que siguen directamente pasando por a
d((e = c)(qo), a) = d(qo, a) Ud(q1,a) = {qs, qa}
y finalmente la e-cerradura de éstos:
(e —e)(d((e = ¢)(qo), a)) = (e — ¢)(g3) U (€ — ¢)(qa)
= {q3> Q1} U {Q4> Q4}
= {qla q3,44, Q5}

A partir de un AFN M con e-transiciones se puede definir un AFN M’ sin
e-transiciones tal que L(M') = L(M).

Ejemplo 50. Sea M el siguiente
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qs Q4 qs

sea A su relacién de transicién. Vamos a definir un M’ con relacién de
transicion A’: los estados siguientes:

o A(qo,a) ={q1,43,q4,05}

e A'(qo,b) = (e —¢)(d(e — ¢)(¢1,b)); donde

(e—o)la) ={a}, d{a}.0) ={e}, (e—)(@)=/{rw}
por lo que

A'(qo, ) = {q2}
e A(q1,a):

(e—=o)(q1) ={a}
d(q1,a) = {qa}
(e —)(qa) = {aqa, g5}

A'(qr,a) = {qa, g5}
o Al(q,b):

(e—c)(q1) ={a1}
d(q1,0) = {ga}
(e =g} = {2}

A'(q1,0) = {q2}
o A(ga,a):

(e = o)(a2) = {q2}
d(g2,a) = @
(e—c)g=9

A(go,a) = @.
° A/(QQ,b) = .



9. e-transiciones 51

o A'(gs,a):
(e —c)(g3) = {as, a}
d({gs, @1}, a) = d(gs,a) Ud(qr,a) = @ U{q} = {qa}
(e = c)(qa) = {qs,q5}
A'(g3,a) = {qa, g5}
o Al(gs,b):
(e —c)(g3) = {3, }
d({gs,q1},0) = d(g3,b) Ud(q1,b) = {qa} U{q2} = {4, g2}
(e = c){q1, @2} = (e — ¢)(qa) U (€ — ¢)(q2) = {q4, 95}
—
A'(q3,b) = {qu, g5}

o Al(qq,a):
(e —c)(aa) = {as, a5}
d(gs,a) U d(gs,a) =@
A(qq,a) = @.
° A/((M,b):

(e —c)(qa) = {qa, a5}
d(ga,b) Ud(gs,b) = @
A'(qq,b) = @
o Al(gs,b) = Al(gs,a) = 2.

Obtenemos que M’ es

Noétese que
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Teorema 7. Sea
M= (Q,%,s, F,A)
un AFN con e-transiciones. Entonces existe
M =(@Q Y s F A"
un AFN sin e-transiciones tal que
L(M') = L(M).
Proof. Se definen
Q=0Q, Y=%,5=s
Fi={qeQl(e—c)(g)NF +# 2}
ysiq€e @y o e entonces
A'(g,0) = (e = ¢)(d((e — ¢)(q), 0))
Tenemos que demostrar que
we LM < we L(M).
Siw € L(M') entonces A'(s',w) N F' # &, esto es
A(s,w) N {q| (e — ) (@) N F £ 2} £ @
por lo que existe ¢; € Q tal que
6 € Al(s,w) y (e=c)(@)NF # 2

lo segundo indica que ¢; € F' o a ¢; le sigue un estado final después de una
0 mas e-transiciones:

q; ® qi @

Lo que implica que w € L(M). Reciprocamente es similar. O

Ejemplo 51. Sea
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q0 € q1 € 42

— ¢ — > o

o—— P @

s 44

podemos encontrar M’ un AFN sin e-transiciones equivalente a M: por
construccién, los estados de M’ son los mismos que los de M:

q0 q1 42

— e L] L]

s 44

los estados finales de M’ son F' = {q| (e — ¢)(¢) N F # @ }:

q | (e=0o(q) |[(e—)@nNF#2
40 {(Jo, q1, Q2} {Q2}

o | {q1,q2} {g2}

) {2} {g2}

qs {as} %)

qs4 | {a4,q1, 92} {g2}

e donde F' = {qo, q1,q2,q4}. Actualizamos nuestro diagrama de transicion:
de donde F’ Actuali tro diag det

q1 q2

e ® ©

. ©

g3 Q4

Ahora, recordemos que

A'(g,0) = (e = ¢)(d((e — ¢)(q), )
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o A(qo,a):

(e —c)(a) = {q0, a1, q2}
d({qo, 01, g2}, a) = d(qo,a) Ud(q1,a) Ud(q2,a) = {q3} U 2D = {g3}
(e —c)(gs) = {as}
A'(qo,a) = {g3}

e A'(qo,b):
(e —¢)(q0) = {90, q1, @2}
d({qo, q1,42},b) = 2 U @@ = &,
A'(qo,b) = @.
o A(qi,a):

(e —o)a) ={a1, q2}
d({q1,92},a) = d(q1,a) Ud(g2,a) = U D = &,

AN(q,a) = 2.
o AN(qi,b) =0.
o A(qa,a) =02.
o A(g,b) =0.
o A(gs,a)
(e —c)(g3) = {a3}
d(g3,a) =
A(gz,a) = 2.
o A(gs,b):
d(gs,b) = {qa}
(e —c)(q1) = {aa, @1, a2}
Al(@l&b) ={q, q1, 32}
o A'(gy,a):

(e —c)(qa) = {q1, 01, g2}
d({gs, q1, g2}, a) = d(qa,a) Ud(q1,a) Ud(g2,a) = @ U @@

A(qy,a) = @.
e A'(gs,b):
d({qs,q1,q2},0) = d(qs,b) Ud(q1,b) Ud(ga,b) = {qo}
(e —c)(q0) = {q0, 01,22}
A'(qa,0) = {q0,q1, 2 }-
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Hemos obtenido M':

Tarea 9.

(1) Calcular A(qo,abb) y A(qo, aba®b) para el AFN siguiente

(10a q1

q2
—® ° b . a oq3
a \\%
g5 b q4

(2) Obtener (e —c)({q1,q4}) y (e — ¢)(d(g3, b)) para el AFN siguiente

Q_Oe q.1€

N,

43 b ez
(3) Usar la técnica estudiada para calcular A(qs,b) en

e g e B

Il
T ~e ..
LI
(4) Para el AFN dado en la figura siguiente
(a) obtener la tabla de transicion para A
(b) obtener la e-cerradura de q; para i =0,1,2

(C) calcular A(Q07 a); A(Q07 b) Y A(q()v C)‘

a b c
e 20
q0

q1 q2
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(5) Para el AFN del ejercicio inmediato anterior, obtener el AFN que
se obtiene al eliminar las e-transiciones. Dar la tabla para A'.

10. Autématas finitos y expresiones regulares

Se demostrara que (teorema de Kleene):

(1) Si M es un autémata, entonces L(M) es regular.

(2) Si L es regular, entonces existe un AF M tal que L(M) = L.

Es decir, que los lenguajes aceptados por loa autématas finitos son exactamente
los lenguajes regulares.

Ejemplo 52. Sea ¥ = {a,b}.
(1) Construir M; un AFN tal que L(M) = {a}.
(2) Construir Ms un AFN tal que acepte sélo al lenguaje vacio.

(3) Construir un Ms un AFB tal que L(Ms) = {e}.
(4) Construir My un AFD tal que {a4}.

Sol.
(1)
e . a4>®

_,®
{qo} a

es decir
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En el siguiente ejemplo se ilustra un procedimiento para construir un autémata
que acepte la unién de lenguajes.

Ejemplo 53. Sean

b
a )/_\
:\[1 — e - @ :@
b
qo q g2
Yy
b
o O\
]\/[21 > e > e
1

Construir M un AFN tal que L(M) = L(M;) U L(My).
Sol. Tenemos que L(Mj) = ab*, L(Ms) = (ab)*. El M pedido es

b
qo /f\
. > (®) - @
/ a b ’
€ q1

donde claramente L(M) = L(M;) U L(Ms) = ab* U (ab)*.

Teorema 8. Sean My = (Q1,%1, s1, F1,A1), My = (Q2, X2, s2, Fo, Ay) dos
AFN. Entonces existe M un AFN tal que

L(M) = L(My) U L(Ms).
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Proof. Se construird M como un AFN con e-transiciones. Sea

M= (Q,%,s F,A)
donde

Q=@Q1UQ2U{s}, con s € Q1UQ>

Y= Xyd
S
Foy=FRUF,

A=A UAyU{(s,€,81),(s0,€,52)}

es decir, A se define como: si o € X,

A( O'): Al(Q7U)7 Siqul
¢ AQ(Q7U)7 si q € QQ

A(s,0) =9, A(s,e) ={s1,s2}.
Tenemos que probar que
L(M) = L(My) U L(M>).
Sea w € ¥* tal que w € L(M), entonces A(s,w)NF # &
A(s,w)NF1 # @ 6 A(s,w) N Fy # @.

Si A(s,w) N Fy # & entonces

lo que implica que w € L(Mj).

lo que implica que

Similarmente, si A(s,w) N Fy # @ entonces w € L(Ms). En cualquier

caso:

w € L(Ml) @] L(MQ)
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Reciprocamente, L(M;) C L(M) pues si w € L(My) entonces
@ # Aq(s1,w) N Fy
= A(s1,w) N Fy
= A(A(s,€),w) N Fy
= A(s,ew) N F}
= A(s,w) N Fy
CA(s,w)NF
asi, A(s,w) N F # @, lo que implica w € L(M).
Similarmente L(Ms) C L(M); y por tanto
L(My) U L(Ms) C L(M).
O

Una operacién que aparece para la construccién de lenguajes regulares es
la unién. Para la cual existe un algoritmo correspondiente a autématas. La
siguiente operacidn que aperece con los lenguajes regulares es la concatenacién.
También existe un algoritmo correspondiente en autématas.

Ejemplo 54. Sean

a
M - —> @
do Q1
b
My : —> e @
To T1

tenemos que L(M;) = {a} y L(Ms) = {b}. Encontrar M un AFN tal que
L(M) = L(My)L(Ma).
Sol.

j\/j . L] . L]

do 0 To !

L(M) = {ab} = {a}{b}.
Teorema 9. Si M; = (Q;, %, si, F;, A;), i = 1,2 son dos AFN, entonces
existe un M AFN tal que
L(M) = L(My)L(M>)
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Proof. Se define M = (Q, %, s, F,A) donde

Q=Q1UQ
X =21 U2
5 =51
F=F

A=A1UA U (F1 x {e} x {s1})
es decir, si 0 € ¥1 UX9, ¢ € Q1 U Q2,
Ai(q,0) sige@Qryo €

A(g,0) = { As(q,0) siqeQay o€y
%) otro caso.

A(g,e) = {{82} S? veh
1%} siq ¢ Fy.
Por demostrar que
L(M) = L(My)L(M>)
es decir, que para w € X¥,
we L(M) < w e L(M;)L(Ms).

(<) Siw € L(My)L(Ms) entonces w = xy con x € L(M;) y y € L(Ms);
en particular z € X7 y y € 3. Podemos escribir

w = xey
luego
A(s,w) = A(A(A(s,z),€),y). (4)
Como z € X7, entonces
A(s,x) = A(sy,x)
= Ai(s1,x)
y como x € L(M;) entonces A(sy,x) N Fy # &, por lo que
Aq(s1,x) = {,\q/,}
€F

A(A(s,z),e) =A{...,q,...},¢€)

Usando la ecuacion (4),
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Figure 2. M

A(s, w) = A(s2,y)
= A(SQ,?/)
pues y € ¥5. Pero As(s2,y) N Fy # &, luego
A(s,w)NF =A(s,w)NFy # &
lo que implica que
w e L(M).
(=) Supongamos que w € L(M) entonces
A(s,w)NF # &
——
A(s1,w)

es decir, las transiciones indicadas por w deben de pasar del estado
s1 en M7 a un estado de aceptacién en Ms: la tinica forma de pasar
de M; a My es usando las e-transiciones que ligan a los estados
finales de M con el inicial de M; (ver figura 2). Por lo que w debe
primero de transitar hacia los estados de Fj y luego hacia F5. Esto
es
w=zY

con Al(Sl,l‘) NFL#Jy AQ(SQ,y) N Fy # . Es decir z € L(Ml)
y y € L(My3). Por lo tanto

w = zy € L(M)L(Ms)
O
La siguiente operacién que se usa para la construccién de los lenguajes

regulares es la cerradure de Kleene. También existe una construccién similar
para autématas.

Ejemplo 55. En cada inciso considere L(M) y construya M; un AFN tal
que L(My) = L(M)*.

(1)
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Sol.

(1) Tenemos que L(M) = {a}. Por lo que tenemos que construir M;
tal que L(M;) = a*. Tal M es:

€ a
—— @ —= « —— .

\/

€

(2) Tenemos que L(M) = {ab,ac}. Queremos M; un AFN tal que
L(M;) = (abUac)*. Tal es

El ejemplo anterior ilustra el algoritmo subyacente en la demostracién del
siguiente teorema.

Teorema 10. Si M = (Q,%,s,F,A) es un AFN, entonces existe My =
(Ql,Zl,sl,Fl,Al) tal que L(Ml) = L(M)*
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Proof. Se le anade un nuevo estado a M:

Q1 =QU{s1} con s1 € Q1
1=

51

= {s1}

A se le anaden e-transiciones de los estados finales a sg:
Sioce X, g€ Qr:

Alg,0) = {A(q,a) sige@

%) otro caso.
{s1} sigeF
Ag,e) = ¢ {s} sig= sy
g otro caso.

Tenemos que demostrar que

w e L(M) < we L(M)*.

Hemos demostrado:

Teorema 11. Los lenguajes aceptados por los automatas finitos contienen
a

(1) @, {€}, los lenguajes unitarios {a}, Va € X.

(2) Ademds tales elnguajes son cerrados con respecto a la union, con-

catenacion y cerradura de Kleene.

Corolario 1. Sir es una expresion regular entonces existe M un autémata
finito tal que r = L(M).

Proof. Las expresiones regulares se contruyen a partir de @, {e¢} y los
lenguajes unitarios {o}, 0 € ¥ con cerrauras uniones y concatenaciones;
y para tales construcciones existen autématas que las aceptan. ]

Tarea 10.

(1) Obtener un AFN que acepte e.

(2) Obtener un AFN que acepte {a}. Obtener otro AFN que acepte {b}.
Usar las técnicas vistas para unir éstos AFN en uno que acepte el
lenguaje {a,b}.

(3) Obtener un AFN que acepte (a Ub)* U (aba)™.
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(4)

(10)

Obtener un AFN que acepte todas las cadenas de la forma bow,
bowwowwow, bowwowwowwowwouw, . ... Consequir un AFN que

acepte todas las cadenas de la forma ohmy, ohmyohmy, ohmyohmyohmy, . . ..

Unir los dos AFN para que se acepte la uninion de los dos lengua-
jes. Téngase en cuenta que los simbolos de un alfabeto no tiene por
qué ser caracteres de longitud uno.

Sea My dado por )

% a %
b
a3 ® a @44
t ]
b

y Ms dado por
a

{ |
e P b %3

Obtener un AFN que acepte L(My)L(Ms). Obtener un AFN que
acepte L(Ma)L(My).

Sean Ml - ({917(]2aQ3}7ay b7q17{q1}7A1) yM2 - ({plap27p37p4}7{07 1}7p17{p17p2}7A2)7

donde Ay y Ay viene dados por las tablas siguientes:
p1 | {p2} A{ps,pa}
a | ez as) @ p2| 9 {ps.pa}
q2 g {a} ;

o] o) dw)|  PE7

Obtener un AFN que acepte L(My)L(Ms). Obtener un AFN que
acepte L(Mo)L(My)L(My). Obtener finalmente, un AFN que acepte
L(M1)2 U L(Ml)
Obtener una AFN para (ab)* a partir de los AFN que aceptan {a}
y {b}.
Obtener un AFN para (aa U b)*(bb U a)* a partir de los AFN que
aceptan {a} y {b}.
Obtener un AFN para

((aUb)(@aUb))*U((aUb)(aUb)(aUb))*

a partir de los AFN para {a} y {b}.

Si M = (Q,%,s, F,0) es un autdmata finito determinista, entonces
el complemento de L(M) [es decir ¥X* — L(M)] es aceptado por el
automata M' = (Q,%,s,Q — F,0). sEs M’ un AFD o un AFN?
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Obtener un AFD que acepte ab*ab. Obtener un autdomata finito que
acepte {a,b}* — ab*ab.

11. Lema de Arden
Definicién 35. Sea M = (Q,%, s, F,A) un AFN con estado inicial s = qq.
Sea q; € Q. Se define

Ai ={w e X" |Alg;,w) N F # &}

i.e., A; es el conjunto de cadenas que desde q; llegan a un estado de aceptacion.
El conjunto A; se llama cadenas aceptadas por el estado g;.

Notemos que
° AO = L(M)
e Siq; € F, entonces @ € A;.

Ejemplo 56. En el AFN siguiente

do Q1 a2
— > )

tenemos que
As =2, Ay={e}, A3={a}
Ay = {@}, A = {b}, Ay = {ba,ab}.

Si qj € A(gs,0) entonces 0A; C A; , pues, si w € 0A; entonces w = ox
para algiin x € A;, esto es A(g;,x) N F # &. Luego

A(gi,w) N F = A(A(gi,0),z) N F
2 Agj,z)NF
# &
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Por lo que
Ai = Jo4jlg; € Algi, o)} (5)

R
S 7

._»

Ejemplo 57. En el AFN del ejemplo anterior 47, usando la ecuacién (5)

Ag =aAiUbAs, A =bAsUaA;, A3 =aAyUDbAs
Ay =aAs UbAsUe, Ays=e¢UaAsUDbA;
Ay =

este es un sistema de cuaciones que se puede resolver por sustitucién regre-
siva:

A4:€, Agza, AQZE, Alzb
L(M)=Ay=abUba

es decir, hemos calculado L(M) = abU ba.

A veces, resultan ecuaciones autorecursivas. Por ejemplo, en

(Y
—_— ¢ —F > o

qo b qQ

resulta, usando de nuevo la ecuacién (5),

Ay =aAygUbA;, Al =c¢
AO :(IA()Ub

para resolver tales ecuaciones autorecursivas se usa el lema de Arden.
Lema 3 (de Arden). Una ecuacion de la forma

X=AXUB (6)
donde € € A tiene como solucion unica a

X =A"B

Proof.
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(1) Primero notemos que X = A*B es solucién de (6), pues
A*B = (At Ue€)B
=A"BUB
=AA*BUB
=A(A*"B)UB
(2) Ahora supongamos que hay otra solucién a (6) y llamémosla Y.

Esto es
Y =AY UB

con X = A*B # Y. Entonces
XUY=AXUBUAY UB
=AXUY)UB

esto es S = X UY es también solucion y es mas grande que X,
pues X C S. Podemos escribir

S=A"BUC

donde C =S —-A*B#0y A*BNC =g.
S

Luego, como S es solucién.

S=ASUB
y
A*UC=AA"BUACUB
= ATBUACUB
= (AT Ue)BUAC
= A*"BUAC
por lo que

(A*BuC)NnC =(A*"BUAC)NC
=(A*"BNC)uU(ACNCQC)
=gUJACUC
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y entonces
C=ACNCCAC
es decir
C CAC
Sea w € C tal que |w| es minima; entonces w = awy con a € Ay
|a] > 0 pues € ¢ A. Luego

w| = la] + fwo| > [wo

|w] > fwol

lo cual es imposible, pues |w| es minima.
Por lo tanto X = A*B es la solucién unica.

Ejemplo 58. Consideremos M como
€

.—>®—> .4>.q2

qo0
b

a3

entonces
Ayg = aAyUbA;
A1 = €
Ag =aAgUb

y como € ¢ {a}, entonces Ay = a*b. Es decir
L(M) = a*b.
Ejemplo 59. En M el AFN siguiente, calcule L(M).

Proof.
Ao == CLA1 Ue
A1 == CA2 U bAg
A2 = EAQ

A3 = EAQ
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Ay = ceAg U beAy
= cAyUDbAy
= (C U b)AO

Ap=a(cUb)AgUe
y como € € L(a(cUb)) entonces podemos usar el lema de Arden y obtener

Ap = (a(cUb))"e = (acUbc)*

O
Ejemplo 60. Calcule el lenguaje aceptado por el siguiente autémata.
a q1 a
—> 0 > e > o qs
o
b b a
20
} a
b q4 a3
Sol. Tenemos que
AO = (IAl
Ay = aAy UbAy
Ay = aA3UbAy

Az =eUaA3UbAy
Ay =€eUbAy =bAs Uce
entonces, por el lema de Areden, como € ¢ {b},
Ay =be=10"
As = aAs U (e Ubb")
= aA3z UD*

lo que implica,
A3 =a*b*

Ay = = aa™b* U bb*
=atb*uUbT

Ay = aa™b* U ab* U bb*
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por lo tanto,
Ag = a’at Ua®b* Uabt

El lema de Arden garantiza que

Lema 4. Sea M un AF. Existe r una expresion reqular tal que

L(M) = L(r).
y en consecuencia,

Teorema 12 (Kleen). Un lenguaje L es reqular si y solo si L es aceptado
por algun automata.

Tarea 11.
(1) Obtener un AFN para (aa U b)*(bbU a)* a partir de los AFN que
aceptan {a} y {b}.
(2) Obtener un AFN para

((aUb)(aUb))* U ((aUb)(aUb)(aUb))*

a partir de los AFN para {a} y {b}.

(3) Si M = (Q,%,s, F,d) es un autémata finito determinista, entonces
el complemento de L(M) [es decir ¥X* — L(M)] es aceptado por el
automata M' = (Q,%,s,Q — F,0). sEs M’ un AFD o un AFN?
Obtener un AFD que acepte ab*ab. Obtener un automata finito que
acepte {a,b}* — ab*ab.

(4) Obtener una expresion reqular para el lenguaje aceptado por el
automata finito siguiente:

,_Ga a o

KKR

\g X la
RN,
(5) Obtener una expresion reqular para el AFD siguiente:
a
@
AN

a,b
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(6) Obtener una expresion reqular para los lenguajes aceptados por cada
uno de los automatas siguientes:

(a)
*i’b/%f o
b i

(b) .

%
NENA,
T

q1

® g3

12. Propiedades de los lenguajes regulares

12.1. Lema del bombeo. Ellema del bombeo permite mostrar que no todos
los lenguajes son regulares.

Lema 5 (del bombeo). Sea L un lenguaje reqular. Entonces existe n con-
stante tal que Yw € L con |w| > n se obtiene que

w=uvzx con [v] > 1y |uv| <n
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y ademads
Vi, wv'z € L.

Proof. Si L es finito entonces existe m la mayor de las longitudes de las
palabras de L. Se pone n = m + 1 y el lema se cumple por vacuidad (no
hay palabras, en L, de longitud > n).

Si L es infinito, entonces, por el teorema de Kleene, existe M un AFD
tal que L = L(M). Sea
M =(Q,%,s, F,0).
Definimos n = |Q| el nimero de estados de M. Siw € L con |w| > n
entonces
W= a1 Q|10 w|
con cada a; € X. Definimos ademds ¢i,qs,...,q, como los estados que
resultan de las transiciones indicadas por w, esto es:
q1=0(s,a1),q2 = 0(q1,a2), - - ., Q| = 6(qu|—1 Ujuo))-

Puesto que w € L(M) entonces g, € F":

a a3 as a‘w‘
E— L] - L] L L] L e —_— e
s 0 a2 G|
Como solo hay n estados, los estados s,q1,...,qn,...,q, no pueden ser

todos diferentes, pues en tal caso tendriamos |w| + 1 > n: mas estados que
n!l. Por lo que algunos de éstos se repiten: existen j, k tales que 1 < j < k <
n < |w| tales que ¢; = gx. Lo que obliga la aparicién de un ciclo:

ap a2 Ao

— . - e - — > ———————— ..

5 @ 4 = Gk

Qg
q]'+1°\

Definimos
.u:al...aj
.’U:ajJrl...ak

® T =apy
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Entonces
w = uvT
Como v corresponde al ciclo, y este existe entonces |v| > 1. Ademés
luv| =k < n.

Finalmente notemos que u lleva el estado inicial sl estado que se repite g;,
luego  continua con este estado hasta lllevarlo al estdoo de aceptacion gj,;

d(s,ux) = §(d(s,u),x)
= 0(gj,u)
= (qk, z)
= 4w € F
por lo que ux € L. Similarmente, como v? lleva el estado qj al estado

gk

entonces uv’x también se acepta. En general, si i > 0 entonce
§(s,uv'z) = 6(6(8(s,u),v"), )
= 5(8(qz,0"), )
= 0(qk, )
= qu| € I,

por lo que wviz € F. O

Ejemplo 61. Sea ¥ = {0,1} y L el lenguaje de todas las cadenas con el
mismo nimoer de 0’s que de 1’s. Demostrar que L no es regular.

Proof. Por contradiccion: si L fuera regular entonces existe n tal que se
cumple el lema del bombeo. Esto es las palabras de longitud mas grande
o igual a n se descomponen en tres partes con ciertas caracteristicas. En
particular ¢ = 01" € L es una palabra de longitud |w| = 2n > n, luego tal
se puede descomponer en tres partes u, v, x tales que

w=0"1" = uvx
con |uv| < m, Jv| > 1y wv'z € L, Vi > 0. Como uv es la parte al principio

de 0™"1™ y |uv| < n entonces uv esta formada sélo por ceros, por lo que z,
que ess la parte final de w, debe de tener todos los unos:

w=0---00---01---1
S~ N—
uv x
Pero para i = 0, uxz € L, por lo que ux tiene n unos, de donde debe de tener
n ceros que son los de u. Se deduce entonces que v no contribuye con ningiin
cero a w = uvz. Esto es v = ¢, lo cual contradice el elma del bombeo. Por
lo tanto L no es regular. O
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Ejemplo 62. Sea
L={a"|i>1}

entonces L no es un lenguaje regular.

Proof. Supongamos que L es regular. Existe una constante n tal que
cualquier palabra w € L con |w| > n se descompone segun las caracteristicas
del lema del bombeo.

Por definiciéon de L tenemos que a” € L. Luego a™ se puede decom-

poner como

n2

a" = uvr
con |uv| < ny w'zr € L, Vi > 0.. En particular uv?x € L. Por lo que, para
algtin k entero |uv?z| = k2. Luego,

n? = |a”2|
= |uvz|
< |uviz|
= |ul + o] + o] + |z]
= |uwvz| + |v|
<n’+4n
pues n > |uv| > |v|, Se sigue que
n? < luv?z| <n®+n
<n®+2n+1
= (n+1)>
entonces
n? < w < (n41)?
2
estpes, n? < k? < (n+1)2,ie.,, n < k <n+1 con k entero: un absurdo. [

13. Otra version del lema del bombeo

Teorema 13. Sea L = {a"b" |n > 0} = {e, ab, aabb, aaabbb, ...}. Entonces
B no es un lenguaje reqular.

Dem. Por contradiccién. Supongamos que B es regular. FEl teorema de
Kleene asegura que existe M un AFD tal que L = L(M). Pongamos
M =(Q,%,s, F,0).

y sea k el nimero de elementos de (). Consideremos N >> k (N mucho
mayor que k) y la palabra w = a™b"V. Evidentemente w € L y w es aceptada
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por M. Consideremos los primeros estados que se emplean en la aceptacion
de w:

5(8,&) =7 & Q)
5(870’2) =Tg € Q7

8(s,a™) =ry

5(3,aNb) =TN+1

5(s,a™ o) = oy € F.

Tenemos que
{ri,re,...,rn} CQ

luego como N >> k y el principio de las casillas, se sigue que los estados 7;
no pueden ser diferentes entre si: se deben de repetir. Esto es: existen i, j
talesque 1 <1< j< Ny

Ty =Ty. (7)
Esto indica que en el camino de las transiciones indicadas por w = a™V bV
desde estado inicial, se forma un bucle:

)

0

Tit1
a a a
— >0 — >0 — 0. .. — >0 — >0 —» ... —(®
s 1 T r=rj a b

por lo que el camino que usa el bucle es prescindible, i.e., a¥~U=DpN ¢ L.
En efecto:
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luego
8(s,a¥UTIBNY = 5(6(s,a¥NUTD) 0N = 6(s,aV0N) € F
por lo que aV~U=9pN € L(M) = L: absurdo. O
De hecho la prueba del teorema anterior se puede usar como un hecho
general: el lema del bombeo. Veamos otra vez tal prueba en otro ejemplo.

Ejemplo 63. Sea C' = {w € {a}*||w| es una potencia de 2}. El lenguaje
C' también se puede escribir como

C={a*"|n>0}

= {a,a?,a*, a%a'%, ..}

Probar que C' no es un lenguagje regular.

Dem. Por contradicciéon. Supongamos que C' es regular. Entonces existe
M un DFA tal que C' = L(M). Sea @ el conjunto de estados de C'y k el
ntimero de estados en ). Consideremos N >> k y la palabra w = " ec.
Los estados usados en la aceptacion de w deben cumplir

{4(s,a), 8(s,a’),. .. ,5(s,a2N)} cQ,

pero como en @ hay exactamente k estados y 2V > k, entonces, el principio
del palomar asegura que deben de existir ¢, j tales que

8(s,a) = d(s,a?), 2V >j>i

. ® J
a \ a
a a a
— 00— o —». — >0 — >0 —» —
S a a

por lo que, en el camino hacia aceptaciéon, el bucle puede ser despreciado, o
. o1e . . . N 4
bien utilizado varias veces. Si se usa dos veces se obtiene que a2 TU—) ¢
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L(M). En efecto: podemos poner 2V = j + m; luego
5(8, a2N+(j_Z‘)) _ (S7aj+m+(j—i))
(6(s,a’),a™ 7 7)
(6(s,a),a™H77)
(
(
(

i+mei—iy

esto es, a2 (=9 es aceptada, por lo que a2 +0=9) € C. Pero 2V +j — i
NO es una potencia de 2, porque

2N <N (j—i) <2V 42N
N——
:2N+1

lo que indica que el niimero 2V + (5 —1) est4 entre dos potencias consecutivas
de 2, de donde 2V + (j — i) no puede ser él mismo una potencia de 2. Por

lo tanto a2 +0U~9 ¢ C: contradiccién. O

Repitiendo el razonamiento de los dos ejemplos anteriores, se puede de-

mostrar el siguiente teorema general.

Teorema 14 (Lema del bombeo). Sea A un lenguaje reqular. La siguiente
propiedad la cumple A:

(P) Existe k > 0 tal que para cualesquiera x,y,z cadenas con
xyz € Aylyl >k
existen cadenas u,v,w tales que
Y = uVW Con v # €
y para todo i > 0 se cumple

zuviwy € A

Sea puede escribir la propiedad (P) en términos de cuantificadores:

(P) 3(k > 0) Y(z,y,zconzyz € Aylyl > k) I(u,v,wcony =
wwyv#e) Y(i>0) (ruviwy e A)

luego la negacién de (P) es:

#P) V(k > 0) F(z,y,zconzyz € Aylyl > k) V(u,v,wcony =
wwyv#e) Ii>0) (zuviwy g A)

Lo que da lugar a la forma contrapositiva del lema del bombeo.

Teorema 15 (Lema del bombeo). Si A es un lenguaje tal que
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(1) v(k = 0)

(2) I(z,y,z con xyz € A y |y| > k)
(3) Y(u,v,w con y =uvw y v # €)
(4) 33 >0)

(5) (zuv'wy ¢ A)

entonces A no es reqular.

Esta versién contrapositiva puede interpretarse como un juego: Ud versus

un demonio. Tal juego se juega con un lenguaje A. Ud hace las veces del
cuantificador existencial 3, mientras que el demonio hace las veces del cuantifi-
cador universal V. Ud gana el juego si puede demostrar que A No es regular; el
demonio gana si logra impedir esto.

La descripcién del juego es la siguiente:

(1) El demonio escoge k > 0.

(2) Ud. debe responder con tres cadenas x,y,z tales que zyz € Ay
lyl > q.

(3) El demonio elige otras tres cadenas u, v, w tales que y = uvw y v # e.

(4) Ud. eligeuni>0

(5) Ud. gana si zuv'wz ¢ A, el demonio gana en caso contrario.

Ejemplo 64. Mostrar que

A={d"V"|n>m}

no es reqular.

Dem. Como un juevo vs demonio.

(1) Sea k > 0 (la eleccién del demonio).

(2) Nosostros elegimos = = a¥,y = b¥, 2 = € con zyz = a¥bFe = a*bF €
Ay lyl = k.

(3) El demonio elige palabras u, v, w tales que b¥ = y = uvw con v # ¢
De aqui se deduce que u = b*, v = b™,w = b" con m > 0.
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(4) Nosotros tenemos que responder con un nimero ¢ > 0 tal que nos
haga ganar el juego. El ganar o perder depende de si la contate-
nacién zuv'wz estd o no en el lenguaje A. Calculemos tal concate-
nacién:

zuw'wz = a"bioimen
_ akbébmbnbim—m
— akb/{?bimfm
_ akbk+(i71)m

y ésta palabra no pertenecerd a A cuando por ejemplo, i = 2.
Respondemos con i = 2.

(5) Se calcula zuviwz para saber quien gané el juego:
ruwvtwz = zuvwz
= "'
— dFplpmpnpm
— JvEpm
=dtm g A
Asi que nosotros ganamos, esto es, A es no regular. O
Tarea 12.
(1) Probar que el lenguaje
L ={a?|p es primo}

no es reqular. item Dewterminar si los siguientes lenguajes son
requlares y decir o probar por qué si o por qué no.

(a) {a'd? i > 1)

(b) (ab’|i>i

(c) {a®"|n >0}

(d) {a*" |n >0}






Lenguajes
Independientes del
Contexto

1. Gramaticas regulares

Un autémata finito puede considerarse como un generador de
es un AF entonces genera a L(M). Por ejemplo, consideremos
a

O%
.
€ b
a
M — > o a5
q1 g2
< >
L]
Cr

b

es tal que
L(M) =a(a*Ub")b
Las cadenas aceptadas por M se empiezan a producir como:

S —akb

Chapter 2

lenguajes: si M
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(la flecha se leeerd " produce” ), donde S es un simbolo lallamdo inicialy E es un
simbolo llamado "no terminal”. A su vez, el simbolo F tiene dos posibilidades
subsecuentes:

E— A
6
F—B
dependiente de la e-transicién hacia ¢3 6 ¢4, donde A y B son también simbolos
no terminales. Si A indica el camino superior, tenemos

A — aA

é
A—b

donde ahora b es un simbolo terminal. Similarmente, para el camino inferior,

B — bB
6
B—b
En resumen, tenemos
S —akl
E— A
FE— B
A — aA
A—b
B — bB
B—b
En forma mas compacta, si "—"="V":
(1) S —aE
(2) E—~ A|B
(3) A—aAl|b
(4) B—bB|b

las anteriores se consideran regas de substitucién para la generaciéon de
cadenas. Por ejemplo: tomemos S

S

la substituimos por aF':
ak
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luego substituimos A por E (también pudimos haber substituido E por B):

aA
luego substituimos A por aA:

aaA
y luego A por b:

aab

Todo este proceso de substituciones se puede abreviar como

S(:1>)aE

(:2>)aA

(3)
aaA

®3)

aab

El simbolo "="se lee "deriva”.

También la cadena a3b se puede generar como

o« o » . * . . s,
Definicion 36. Si w € X*, se usa S = w para indicar que w se generé a
partir de S en cero o mds etapas.

Ejemplo 65. S = a2b, S = a®b.

En las producciones hay simbolos de un alfabeto . Tales se Ilaman ter-
minales para indicar que no son suceptibles a ser substituidos. Los simbolos
que si pueden serlo se llaman no terminales. El simbolo inicial S es siempre
no terminal.

La generacién de cadenas se hace de izuierda a derecha, por lo que en las
producciones, los simbolos no terminales deben de aparecer a la derecha.

Definicién 37. En la produccion

A—~
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A se llama cabeza de la produccién y v se llama cuerpo de la pro-
duccién.

Definicién 38. Una gramatica regular es una 4-tupla,
G=(X,N,S,P)
donde

> es un alfabeto
e N un conjunto finito de simbolos no terminales

S € N llamado simbolo inicial

e P es una collecion de reglas de substitucion llamadas poducciones
que son de la forma

A—~

con A€ Ny~ e (ZUN)* tal que
(1) u tiene un no terminal como mdximo
(2) si~y contiene un no terminal, este estd en el exremo derecho.

Se pude decir que en la produccién A — 7, v € X*(N Ue)* con e terminal.

Definicién 39. FEl lenguaje generado por G se denota por L(G) y este
es

L(G) = {w e X*|S = w}
Ejemplo 66. Sea G = (X, N, S, P) gramética regular donde
Y ={a,b}, N={S A}
y las producciones son
P: S—0bA
A — aaA|ble
entonces
S = bA
= baa
= baab
por lo que baab € L(G). También,
S = bA
= baaA

= baaaaA
= baaaab
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, b(aa)?b € L(G). En general,
S = bA
= baaA
= b(aa)’A

= b(aa)"A
= b(aa)"b
por lo que
Vn > 1,ba”"b = b(aa)"b € L(G).
También
S = bA
= baaA

= b(aa)*A

Noétese que

S =bA
=be=0b¢€ L(G)
y
S =bA
= bb=b* € L(G)
por lo que

b(a®)* (e Ub) = b(a®)* Ub(a®)*b C L(G)
Reciprocamente L(G) C b(a?)*(e Ub), porque si w € L(G),
S=bA= - =>w =w

onde las primeras derivaciones S = bA = .- = w; ninguna de ellas
proviene de aplicar A — by/6 A — e. Es decir, éstas derivaciones resul-
tan de aplicar la produccion A — aaA. Por lo que

wy = b(aa) 1A
donde k es el numero de deriaciojes aplicadas. Luego,

S=bA= - = blaa)* A= w
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donde la 1ltima derivacién es de A — b 6 Ae. Se deduce que
w = b(aa)* b o w = b(aa)

Asf w € b(a?)*b U b(a?)*.

Las producciones son pares: en el ejemplo anterior

P = {(S,bA), (A, aaA), (A,b), (A, e)}.

Unicamente los simbolos no terminales se escriben con maydsculas, asi una
gramatica regular queda descrita completamente por sus producciones. Por
ejemplo

S —aS|b

describre a la gramadtica regular que genera al lenguaje a*b.

2. Gramaticas regulares y lenguajes regulares
Supongamos que L es un lenguaje regular. Se puede obtener una gramatica
regular que genera L. Para esto serd atil M un AFD tal que L = L(M).
Supongamos que M = (Q, X, s, F,§). Se define G = (N, X, S, P) mediante
N=Q, =% S=s

q—ap sid(g,a)=p

P VqEQ,{ _
q— € sige F

Ejemplo 67. L = a*b es un lenguaje regular. Un AFD que acepta L es

a

O b a,b O “b

— 4>®4> .

qo 1 g2

Una gramatica que aceptard a L = a*b es

g0 — aqo | bqy
q1 — €|aga | bga
q2 — aqa | bgz
donde qq, g1, g2 son no terminales. En efecto, tenemos el siguiente teorema

general

Teorema 16. Si M es un AFD y G la gramdtica descrita anteriormente,
entonces
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Proof. Siw € L(M) entonces w = 01 --- oy, con cada o; € X. Asi §(s,01 - 0y) =

p € F. Pongamos s = qp y

0(qo,01) = ¢
0(q1,02) = q2

5(Qn—27 Un—l) = (qn—-1
5(Qn—17 Un) =(qn =D

€S0 es:

— . ®

Q1
°
/ \ Q2
—0 o
S

Los anteriores inducen las siguientes producciones en G:

0) qo — 01q1
1) q1 — 02Q2

n—2) Gn-2 = On_1qn-1
n—1) go-1 = Ondn
n) p=qn—e€
luego

(0
S = 01q1

=

1

—

=

010242
2

—

e

01020343

(n—1
= 0102 0nQn

(n)
= 0109 0p€ = 010920y,

lo que implica que w = o109, -0, es generada por G,

Hemos demostrado
L(M) C L(G).

qn =P

ie, w € L(G).
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Reciprocamente, supongamos w € L(G) entoncea w fué derivada como
§$=4qo = 01q1
= 010242

= 01020343

01" 0nQn

Ol " Op€=01""0p =W

luego
d(s,w) =d(s,01--0p)
=0(d(s,01),09 - 0p)
=0(q1, 00 - 0p) pues s — o1q1 < 6(s,01) = q1
=06(6(q1,02), 03 on) pues g1 — 02¢2 < §(q1,02) = 2
= 6(qn-1,0n)
=qn€F pues g, — esélo es posible con g, € F.

Por tanto w € L(M). Hemos demostrado
L(G) C L(M).

El teorema reciproco también es cierto.

Teorema 17. Sea G una gramdtica regular. Entonces existe M un AFN
tal que

Proof. Sea G = (N, X, S, P) una gramética regular. Se define M un AFN
tal que
M= (Q,%,s, F,A)
con
s=S8, F={f}donde f¢X, f&N
Los estados Q@ D N U{f} y falta anadir estados a @ lo cual haremos en
la definicion de A:

(1) Si A — o01---0,B es produccciéon de G con A, B no terminales,

entonces se anaden estados qi,...,q,—1 a  y se define
A(Aa Ul) =dq1, A(qu 02) =4q2,-... 7A(qn717 Un) - B7
esto es, la produccién A — o1 --- ,0,B en G se transforma en

a g a.
A2 B3p—- —q¢13B
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(2) Si A — o1---0, (cadena de terminales) entonces se anaden los

estados r1,72,...,7h—1 & Q v se define en el autémata M,
g (o a
A—1>7”1 —2>r2—>~~~—>7'n71—n>f

Por ejemplo, si G es la gramética regular
S —aB|bAle
A — abaS
B — babS
da lugar al autémata
b

sm

— ——— P 0 ————P 0 ——P o

g2

T2

Asi L(M) = L(G) pues si w € L(G) entones w debe ser generada por
derivaciones:

S = a1 4 con a1 € ¥* y Ay no terminal
= oo dy con g € Xy A_agAs en G
= a1 ap_14,-1 cona, € Xy a, €X*

que en el AFN, ésta construcciéon queda como

letras que forman o letras que forman o letras que forman oy,

Reciprocamente, si w € L(M), entonces siguiendo el razonamiento an-
terior s = w, por lo que w € L(G). O

Tenemos

Corolario 2. L es lenguaje reqular < L es generado por una gramdtica
reqular.
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Tarea 13.

(1)

(1)
(2)

Supongamos que tenemos las reglas S — aS|bT y T — aa. Dar
una deriwacion para abaa, aabaa, aaabaa. Probar que se pueden
derivar a¥*ba® para k > 1. ;Es posible derivar las cadenas baa, b o
aa?
Obtener una gramdtica regular que genere, en cada caso, l0s sigu-
tentes lenguajes
(a) a*bUa
(b) a*bUb*a
(c¢) (a*bUb*a)*
La gramdtica regular dada por

S — bA|aBle

A — abaS

B — babS

genera un lenguaje reqular. Obtener una expresion reqular para este
lenguage.

En nuestra definicion de gramdticas requlares de dijo que si en el
extremo derecho de una produccion hay un no terminal, éste debe
de estar situado en el extremo derecho. Esto corresponde a la gen-
eracion de cadenas de izquierda a derecha. Por esta razon, una
gramdtica reqular también puede llamarse gramdtica regular por la
derecha. Una gramdtica reqular por la izquierda es aquella cuyas

cadenas son generadas por la derecha, es decir sus porducciones son
pares de N x (N U X)X*.

Obtener una gramdtica regular por la izquierda para el lenguaje
{a"baa|n > 0}.

Obtener las gramdticas requlares por la derecha y la izquierda para

{w € {a,b,c}" |w termina en b y toda c va sequida de una a }

3)

Para toda gramdtica G = (N, 0, S, P) que sea reqular (por la izquierda
o por la derecha), se puede definir la inversa de G como G' =
(N,X, S, P donde

P ={(A,z")|(A,z) € P}.

Por lo tanto, si A — aB es una produccion de G, entonces, A —
Ba es una produccion de GT.
Supongamos que G es una gramdtica regular por la derecha.
(a) Probar que G es una gramdtica reqular por la izquierda.
(b) Probar que w € L(G) si y solo si w! € L(G") por induccion
sobre el numero de producciones usadas para obtener w.
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Se puede deducir de la parte (c) que la clase de los lenguajes gen-
erados por gramdaticas requlares por la izquierda es la misma que
la clase de lenguajes generados por gramdticas gegulares por la
derecha. Por eso habitualmente, el término gramdtica regular se
aplica para referirse a cualquier gramdtica ya sea regqular por la
1zquierda o reqular por la derecha.

(4) Construir la gramdtica regular para el lenguaje aceptado por el
automata finito siguiente:

oo

— O —> s ——

bl»a b lb

< |b
a |
o\
(5) Construir un autémata finito para la gramdtica regular
S — abA|BlbaB|e
A — bS|b
B — aS
(6) Obtener una gramdtica reqular para el lenguaje

L ={w € {a,b}" |w no contiene la subcadena aa}

ener una gramdtica reqular para L = {a n > 0}.
7) Obt iti l L " n >0

3. Gramaticas independientes del contexto

Recordemos que en una gramatica regular GG, las producciones son parejas:

A— wB
P o}

A—w
con A, B no terminales y w € ¥* cadena de terminales. Estas corresponden a
las parejas:

(A, wB) 6 (A, w)
asi
PC N XX (NU{e})

esto es, en las producciones, los terminales, si aparecen, tienen que estar en el
extremo derecho del cuerpo de la produccién.



92 2. Lenguajes Independientes del Contexto

Si se permiten que los terminales aparezcan, mas de una vez, y en cualquier
lado, i.e.,
PCNx(NUX)*

entonces se obtienen gramdticas independientes del contexto.
Ejemplo 68. La gramdtica
S — aB|bA
A—alaS|bAA
B —b|bS|aBB
es una gramatica independiente del contexto que no es regular.
Definicién 40. Una gramdtica independiente del contexto (GIC) es
una 4-tupla
G = (N, |sigma, S, P)
donde
e N es coleccion de simbolos no terminales
e X es un alfabeto
e S € N simbolo inicial

e PC N x (N UX)* conjunto de producciones.

El lenguaje que genera G, L(G) se llama lenguaje independiente del
contexto:
L(G) ={weX*|S = wl

Ejemplo 69. Consideremos como G la gramatica independiente del con-
texto (que no es regular) siguiente:

S — aSh|e.
entonces
S=ce
ie., €€ L(G). Ademés
S = aSb
= aeb = ab
ie., ab € L(G). También
S = aSh
= aaShb

= aaebb = a*b*
i.e., a’b? € L(G). En general
{a"’ |n >0} C L(G).
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Reciprocamente, si w € L(G), entonces

S = aSbh
= aaSbb

= a"Sbh"
= a"eb" =w
i.e., w=a"b" para algin n. Por lo tanto
L(G) ={a"b"|n >0}

es un lenguaje independiente del contexto que no es regular, como puede
notarse de la siguiente propiedad.

Propiedad 7. El lenguaje L = {a™b™ | m > 0} no es regular.
Proof. Supongamos que L es regular. Sea n la cosntante del lema del

bombeo para L y consideremos la palabra w = a"b" que evidentemente
pertenece a L. Tenemos que |w| = 2n > n. Entonces podemos escribir

w = uvr

con |uv| < n, [v| > 1y Vi>0, wiz € L.

Como |uv| < n entonces uv esta formado sélo por a’s:

w:aaabb
N e’
uv x

asi u = a”, v = a® para algunos 0o <r <n, 1 < s <n. Lo que implica
o anf’l"*Sb’n
luego, bombeamos con ¢ = 2:
2. r 2.  n—r—sin
L>uw x=aa"sa b

_ anJrsbn

con s > 1. Lo cual es imposible.

Por tanto L no es regular. O

El nombre independiente del contexto es para diferenciarlas de las gramaticas
que son sensibles al contexto; en éstas las producciones son de la forma

OélAOéQ — OélBOéQ
i.e, dependen del contexto.

Tarea 14.
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(1) Dada la gramdtica independiente del contexto

S — AA
A — AAA|albA|Ab

(a) Obtener una derivacion para la cadena b*ababa

(2) Dada la gramdtica independiente del contexto

S — AA
A — AAA|albA|Ab

(a) Obtener una derivacion para la cadena b*>aba’ba

(b) Probar cémo puede obtenerse una derivacion para b™ ab™2a . .. "2 abM2nt1

para todo n >0 y my,ma,...,mopy1 > 0.

(3) La gramdtica G independiente del contexto dada por
S — aSblaSa|bSalbSb|e

no es una gramdtica reqular, aunque L(G) es un lenguaje reqular!
Obtener una gramdtica regular G' tal que L(G") = L(Q).

(4) Obtener una gramdtica independiente del contexto para cada uno
de los siguientes lenguajes independientes del contexto:
(a) {a™b" |m > n}
(b) {a™b™|n <m < 2n}

4. Arboles de derivacion 6 analisis

Una forma de visualizar las derivaciones de la gramdticas independientes del
contexto es con los drboles de derivacion 6 drboles de andlisis. Este cosniste
de un nodo raiz que es el simbolo inicial. Luego el nodo raiz tiene nodos
hijos, uno por cada simbolo que aparezca en el cuerpo de la produccién usada
para reeemplazar el simbolo inicial. Cada nodo no terminal tendrd hijos a su
vez dados por la produccién usada al substituir. Por ejemplo, consideremos la
gramatica G-

(1) S— AB
(2) A—dAla
(3) B — bB|b
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entonces aabbb € L(G) pues puede ser generada por
1)
S= AB

@ AbB

(3)
= AbbB

®3)
= Abbb

(2)
a Abbb

(2)
aaabbb

que le corresponde drbol de derivacién
S

A/ \B
NN

B

.
.o

Si leemos las hojas de izquierda a derecha obtenemos aabbb.

Nétese que se puede derivar a?b® de muchas formas:

s¥ ap

(:2>) aAB

(:2>) aaB

(:3>) aabB

(:3>) aabbB

= aabbb

cuyo arbol de derivacién resulta:
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S

A/ \B
NN

B

.
.o

que es el mismo que antes. Otra posible derivacién de a?b? es
S = AB
= aAB
= aAbB
= aAbbB
= a Abbb
= aabbb

cuyo arbol de derivacién es de nuevo, el mismo que antes. Resulta que todos
los drboles de derivacién de a?b? tienen el mismo arbol. Este no es siempre el

caso. Por ejemplo, en la gramdtica,
S — SbS|ScS|a

se puede derivar la cadena abaca de dos formas:
(1)
S = SbS
= 5bScS
= SbSca
= Sbaca

= abaca

S = ScS
= SbScS
= abScS
= abacS

= abaca
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cuyos arboles de derivaciéon son:
S
S b S
S ¢ S

S C
[
a a
(b)
que son diferentes.

Las cadenas derivadas corresponden a las hojas de los arboles de derivacién
y se llaman producto del arbol de derivacién .

Definicion 41. Una gramdtica G se llama

(1) ambigua si 3w € L(G) tal que w tiene al menos dos drboles de
derivacion diferentes.

(2) no ambigua siVw € L(G), w tiene todos sus drboles de derivacion
1quales.
La ambiguedad ocurre en los lenguajes “naturales”. Por ejemplo
Pedro vié a un hombre con un telescopio

significa que j Pedro usé un telescopio para ver a un hombre? &é que j Pedro
vié a un hombre que tenia un telescopio?.

También las ambiguedades aparecen en las expresiones algebraicas:
Ejemplo 70. Consideremos la gramatica
A—1:=F
I —alb|e
E—-E+FE|ExFE|(E)|I

(las mayusculas son no terminales; los demds simbolos, 7:=", 7*” 7 (? 7 (”
son terminales). La cadena

a:=b+cx*a

se puede derivar de formas diferentes:



98 2. Lenguajes Independientes del Contexto

T,

I/

a FE + E
I E s« b
b I I
c a

E * E
/TN
E  + E 1
\
I I a
b c

En algunos casos , se puede encontrar una gramatica que produzca el
mismo lenguaje, pero que no sea ambigua. Si esto no es posible, entonces el
lenguaje se llama inherentemente ambiguo.
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Tarea 15. Demostrar que la gramdtica es ambigua
S — bA|aB
A — alaS|bAA
B — b|bS|aBB

5. Simplificacién de las GIC
Las gramdticas pueden tener drboles de derivacién innecesariamente complica-

dos:

(1) S — abedefgS |abedefg que le corresponde arboles de derivacion
como los siguientes

S— A
A—B
B—-C
C—D
D—alA

S
AL
c

D
A

Lo importante de una gramdtica es el lenguaje que genera. Se pretende
tener gramaticas razonables que generen los mismos lenguajes: lo primero que
se hace es eliminar las producciones y simbolos inttiles.
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Definicién 42. Sea G = (N, %, S, P) una GIC y X € NUX. Se dice que
(1) X estil si existe una derivacion de la forma
S = aXp=w
con w € X*.
(2) X es inutil si no es wtil.
(3) X es generador si X = w para algin w € ¥*.

(4) X es alcanzable si existe una derivacion de la forma

S = aXp.
Ejemplo 71.
G: S — Aa|B|D
B—b
A— aA|bA|B
C — abd

Obérvese que C' nunca forma parte de una derivaciéon de una palabra gen-
erada:

S=---=2alf=---=mweX"

es imposible. Asi C y la produccion C — aba son inttiles.

Tampoco D es generador y por tanto nunca deriva (6 forma parte de
una derivacién productiva). En este sentido D es un simbolo inutil.

El siguiente algoritmo elimina los simbolos no terminales que no son gener-
adores.

Ejemplo 72. Le aplicaremos el algoritmo descrito a
G: S — Aa|B|D
B—b
A — aA|bA|B
C — abd

Comenzamos con N' = {B,C} y
P B—b
C — abd
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Algorithm 1: 3.5.1
Data: G = (N,X%, S, P) una GIC
Result: G' = (N, %, S, P’) una GIC tal que L(G'") = L(G) y

VAe N, A3 w

con w € ¥* (no necesariamente A = S).

1 begin
2 Inicializar N’ con los no terminales A para los cuales A — w es una
produccién de G, con w € X%,
Inicializar P’ con las producciones A — w de G tales que w € X%,
repeat
Afadir a N’ todos los terminales A para los cuales A — w es una
produccién de G con w € (N'UX)*,
6 until Hasta que no se puedan anadir mds terminales a N';
7 end

ler pasada del ciclo:

N ={B,C}uU{A} P B—b
C — abd
A— B

2da pasada del ciclo:

N'={B,C,A}U{S} P B —1b
C — abd

A—B

S — Aa|B

A — aA|bA

3er pasada del ciclo: fin. queda

G:S— Aa|B
A—aA|bA|B
B—b
C — abd
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Se permiten producciones del tipo A — €. Por ejemplo.
G: S — aAle
A — aA|bB e
B — bB

Las inicializaciones del algoritmo anterior quedan:

N’ ={S, A}, P S —e
A—ce

ler pasada del ciclo:
N'={S, A} P S —elad
A — aA|bB|e
B—b

2da pasada del ciclo:
N’ ={S, A} P S —e
A—¢
S —aA
A — aA

3er pasada: fin.
Salida:

G S —aAle
A—aAle

En el ejemplo 72, el algoritmo 3.5.1 no eliminé la dltima produccién C' —
abc que no es productiva pues C' no es alcanzable. El siguiente algoritmo elimina
los inalcanzables

Ejemplo 73.
G: S — Aa|B
B—b
A— aA|bA|B
C — abd

y le aplicamos el algoritmo 3.5.2:
(2) inicializaciéon: N'={S}, P =2,¥ =&
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Algorithm 2: 3.5.2

Data: G = (N,X%, S, P) una GIC.
Result: G' = (N', %', S, P') una GIC tal que L(G’) = L(G) y todos

los simbolos de N/ son alcanzables.

1 begin

2 Inicializar N' = {S}, P' =2, ¥ = &;

3 repeat

4 foreach A € N’ do

5 foreach A — w en P do

6 Introducir A — w en P’;

7 Para todo B no terminal que forma w introducir B en N’;
8 Para todo terminal o que forma w introducir o en Y/
9

10 end

11 until Hasta que no se puedan anadir mds producciones a P’;
12 end

(3) primer pasada: tenemos S € N’ (A = S en el algoritmo) y

S — Aa
S—B
en P;
(6) P': S — Aa|B
(7) N'={S,A, B}
(8) %' = {a}
(3) 2da pasada: S € N’ ya;
(4) Ae N': (6)
P S — Aa|B
A— aA|bA|B
(7) N'={S,A, B}
(8) ' ={a} U{b} = {a,b}
(4) Be N": (6)
P S — Aa|B
A —aB|bA|B
B—b
(7) N'={S,A, B}
(8) %' = {a,b}
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(3) 3er pasada: no se pueden anadir més producciones: fin.
Salida:

G S — Aa|B
A — aA|bA|B
B—b

con alfabeto ¥ = {a, b}.

Nétese que se han eliminado C'y d.

Finalmente, para quitar los simbolos inttiles e improductivos se aplican los
algoritmos 3.5.1 y a la gramatica de ésta salida se le aplica el algoritmo 3.5.2 y
en este orden. Los algoritmos 3.5.1 y 3.5.2 no conmutan, i.e., el orden de su
aplicacién cambia las salidas. Por ejemplo, para la gramatica

G: S — AB|a
A—a

puede notarse que B no es necesario. Le aplicamos a G el algoritmo 3.5.1 y a
la gramdtica que resulte le aplicamos el 3.5.2 parta quitar los improductivos.

GE{S_W ?i'%{S—wl

A—a

siendo ésta Ultima la gramatica esperada. Pero si aplicamos los algoritmos en

el otro orden
3.5.2 S — AB | a 3.5.1 S — a
G == =
A—a A—a

que no es la respuesta esperada.

Tarea 16.

(1) Aplicar el algoritmo 3.5.1 a las siguientes gramdaticas:
(a)
S — aAb|cEB|CE
A — dBE|eeC
B — ff|D
C — gFBlae
D —h
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(b)

S — aB

A — bcCCC|dA
B—e

C— fA

D — Dgh

S — alaA|B|C
A — aBle

B — Aa

C —bCD

D — ccc

(2) Aplicar el algoritmo 3.5.2 a las siguientes gramdticas independiente

del contexto

(a)

S — aAb
A — ccC
B — dd|D
C —ae
D—f
U— gW
W —h

S — alaA|B
A — aBle
B — Aa

D — ddd
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(3) Eliminar los simbolos initiles de la siguiente gramdtica por medio
de los algoritmos 3.5.1 y 3.5.2:

S — A|AA|AAA

A — ABa|ACala

B — ABa|Abla

C — Cab|lCC

D — CD|Cd|CEa
E—b

6. Eliminacién de las producciones ¢
Definicién 43. Una produccion del tipo A — € se llama produccion e.

Sea GG una GIC. Si € ¢ L(G) entonces se pueden eliminar todas las pro-
ducciones €. Si e € L(G) también se pueden eliminar todas la producciones ¢
exepto una.

Definicion 44. Si A es no terminal, A se dice anulable si
A e
El siguiente algoritmo calcula 7 el conjunto de todos los anulables y esta
basado en que si A — X;--- X, y cada Xj = ¢ entonces A es anulable.

Algorithm 3: 3.5.3
Data: G = (N,X%, S, P) una GIC
Result: 7 el conjunto de todos los anulables
1 begin
Inicio: n={A € N|A— €};

2
3 repeat

4 | SiB—wenPywen*, afadir Ban

5 until hasta que no se puedan anadir mds terminales a n;
6

end

Para obtener una G’ GIC sin producciones € se crea un conjunto de pro-

ducciones P’ como: si B — X;---X,, en P esta se cambia por producciones
1 n
B —Y;---Y, donde
X; si X; no es anulable
i = , .

Y, =X,6Y;, =¢ si X, es anulable
pero no (Vi,Y; = €). Es decir, se afiaden producciones donde los anulables X;
aparecen 6 no, pero sin incluir a las producciones e.
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Ejemplo 74. Sea

G: S —aA
A—aAle

Queremos encontrar G’ una GIC tal que L(G’) = L(G) pero G’ sin produc-
ciones €.

Primero calculamos el conjunto de anulables:
inicio: n = {A}
ciclo: fin

Cambiamos ahora las producciones (donde A esté presente 6 ausente)

G S —alaA
A—alaA

Comoe € € L(G), entonces L(G') = L(G).

Ejemplo 75.
G: S — AB
A — aAAle
B — bBB ¢

Encontraremos una graméatica G’ sin producciones € tal que L(G') = L(G) —
{e} (ndtese que € € L(Q)).

Primero calculamos los anulables:

Inicio: n = {A, B}

ciclo: como S — AB con AB € n* entonces S € n. Fin.

Resulta n = {A, B, S} (todos los simbolos no terminales son anulables).
Ahora reeemplazamos las producciones de G por ausencia o no de los anu-
lables:

de S — AB se obtienen
S— A|B|AB
de A — aAA se obtienen
A — aAA|aAla
y de B — bBB se obtienen

B — bBB|bB|b
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Resulta entonces
G S— A|B|AB
A — aAAlaAla
B — bBB|bB b

tal que L(G') = L(GQ) — {e}.

Tarea 17.
(1) Obtener la coleccion de no terminales anulables que pertenecen a la
stguiente gramdtica:
S — aA|bAla
A — aA|bAble

(2) Obtener, para la siguiente gramdtica, el nimero de no terminales
anulables:
S — ABaC
A— AB
B — ble
C — Dle
D —d

(3) Eliminar las producciones € de las gramdticas:
(a)
S — aA|bAla
A — aA|bAble

S — AB

A — aAl|abBlaCa
B — bA|BBje

C —e¢

D — dB|BCB

S — alaA|B
A — aBle
B — Aa



7. Eliminacion de producciones unitarias 109

(4) El lenguaje asociado con la siguiente GIC contiene €. Eliminar las
producciones € exepto S — €.

S — AB|aBle
A — BBBJaBlale
B — alaAle

7. Eliminacién de producciones unitarias

Definiciéon 45. Una produccién unitaria es una del tipo A — B con

A, B no terminales.

A veces son ltiles las producciones unitarias, pero otras veces son indesables
pues complican los drboles de derivacién. Nos proponemos eliminar tales pro-

ducciones unitarias.
Definicion 46.

(1) A= A usando cero producciones.

(2) Si A es no terminal se define

UA)={BeEN|A=B

usando solamente producciones unitarias ¢ cero producciones}

Notese que VA,
AeU(A).

El siguiente algoritmo elimina las producciones unitarias:

Ejemplo 76. Sea G la gramatica:

S — AlAa
A— B
B—C|b
C — D|ab
D—b

A esta le aplicaremos el algoritmo de eliminacién de producciones unitarias
(EPU):



110 2. Lenguajes Independientes del Contexto

Algorithm 4: EPU
Data: G = (N,%, S, P) una GIC
Result: G' = (N, X, S, P") una GIC sin producciones unitarias tal que

L(G") = L(G)
1 begin
2 Inicializar P = @
3 foreach A € N do
4 ‘ obtener U(A)
5 end
6 foreach A € N do
7 foreach B € U(A) do
8 para cada produccién no unitaria B — w de P afadir A — w
en P’
9 end
10 end
11 end
(3-4)
U(S)={S,A,B,C,D}
U(A)={A,B,C,D}
U(B) ={B,C,D}
Uu(C) ={¢, D}
U(D) ={D}
(6) Se N
(7) SeU(9)
(8) P: S — Aa
(7) AeU(S)

(8) No se anade nada a P’, pues no hay producciones no
unitarias en P con cabeza A: P': S — Aa
(7) BeU(S)
(8) Como S — ben Py no es unitaria, se anade a P’:

P S — Aalb

(1) CeU()
(8) C — ab en P no unitaria:

P S — Aa|b|ab
(7) DeU(S)
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(8) D — b en P no unitaria:

P S — Aa|b|ab
(6) Ae N
(1) AcU(A)

(8) No se anade nada a P’ pues no hay producciones no
unitarias con cabeza A en P.
(7) BeU(A)
(8) B — b en P no unitaria:

P S — Aa|b|ab
A—b
(7) CeUA)
(8) C — ab en P no unitaria:
P S — Aa|blab
A= b|ab
(7) DeU(A)

(8) D — b en P no unitaria, hay que anadir A — b a P/,
pero ésta ya existe en P’

P S — Aa|blab
A—b|ab
(6) Be N
(1) BeU(B)
(8) B — b no unitaria en P
P S — Aa|b|ab
A—b|ab
B—b
(7) C eU(B)
(8) C — ab no unitaria en P
P S — Aa|b|ab
A —b|ab
B —b|ab

(7) D € U(B)
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(8) D — b no unitaria en P, hay que anadir B — b a P,
pero ésta ya estd en P':

P S — Aa|blab
A —b|ab
B — b|ab
(6) CeN
(1) CeU(C)
(8) C — ab no unitaria en P
P S — Aa|b|ab
A—b|ab
B — b|ab
C —ab
(1) DeU(C)
(8) D — b no unitaria en P
P S — Aa|b|ab
A —b|ab
B — b|ab
C —ab|b
(6) De N
(1) DeU(D)
(8) D — b no unitaria en P
P S — Aa|blab
A—b|ab
B —b|ab
C — ab,|b
D —b
Salida:
G : S — Aal|b|ab
A—b|ab
B —b|ab
C —ab|b

D—b
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Ejemplo 77. Sea

G: I —a|blla|lb|I0]|11
F—1|(B)
T—F|TxF
E—-T|E+T

Tal G tiene producciones unitarias; eliminémoslas:

(1) PP=o
(2) UI) =4I}, UF)={FI},UT)={T,F,1},U(E)={E,T,F,I}
(3) I € N:
(a) IeUU);I=1;1I —al|b|la|Ib|I0|I1,anadir ] — al|b|la|Ib|I0|I1
(4) F e N:

(a) FeU(F); F=F, F — (F), anadir F' — (F)
(by I e UF); F = I; I — a|b|la|lb]I0|I1; anadir ' —
alb|Ia|Ib|I0|11
(5) T € N:
(a) TeUT); T=T,T—TxF,anadir T — T * F
(by FeU(T); T= F, F — (FE), anadir F — (F)
(¢) I e UT); T = I, I — a|blla|Ib|I0|I1, anadir T" —
alb|Ia|Ib]I0]|11
N;:

&
m

)
b
a

U[E); E=E,E— FE+T,afadir E - E+T
UE); E=T,T —TxF, afadir E — T % F

U(E); E= F, F — (E), afiadir E — (E)

URE);, E = I, I — a|b|Ia|Ib|I0|I1, afiadic E —
|b|Ia|Ib| 10|11

—~ —

—

S
S
€
€

—~

E
T
F
1
a

Salida:
G I —a|blla|lb|I0]|11
F —al|b|la|Ib|I0]|I1|(FE)
T —TxF|a|b|Ia|Ib|I0|I1|(E)
E—|E+T|T*F|a|b|la|lb]I0]|I1
Tarea 18.

(1) Disenar un algoritmo para construir U(A), siendo A un no terminal

de una GIC.

(2) Eliminar todas las producciones unitarias de las siguientes GIC:
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S — CBa|D
A — bbC

B — Sc|ddd
C — eAlf|C
D — E|SABC
E — gh

S — Aa|Ba|B
A — Aale
B — aA|BBle

Obsérvese que € € L(G).

8. Formas normales

Definicion 47.

(1) Una GIC estd en forma normal de Chomsky (FNC) si todas sus
producciones son de la forma A — BC ¢ A — a donde A, B,C € N

yac€ .

(2) Una GIC estd en forma normal de Greibach (FNG) si todas
sus producciones son de la forma

para algin k > 0, donde A, By, ..

A—>aBl...Bk
wBr e NyaeX (sik=0 se

obtiene la produccion A — a).

Ejemplo 78. Sea ¥ = {[,]|}, entonces la gramatica

es una gramatica en FNC.

S — AB|AC|S
C—SB
A—|

B —]

Se puede probar que ésta gramdtica es, en cierto sentido (teorema de
Chomsky-Schuatzenberger), el prototipo de las gramdticas independientes de

contexto.
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Ejemplo 79. Sea, de nuevo ¥ = {[,]} y gramatica
S — [B|[SB|[BS|[SBS
—]

que es una gramatica en FNG.

Las gramdticas de los dos ejemplos inmediatos anteriores generan el lenguaje
de paréntesis balanceados.

Nétese que ninguna gramética en FNC, ni en FNG puede generar la palabra
vacia.

Se quiere probar que:
Teorema 18. Sea G una GIC. Entonces
(1) Eziste G' una GIC en FNC tal que L(G") = L(G) — {e}.
(2) Eziste G' una GIC en FNG tal que L(G") = L(G) — {€}.

8.1. Forma normal de Chomsky. Dada GG una GIC, su forma normal de
Chomsky puede obtenerse de la siguiente forma:

La salida del algoritmo FNC da una gramatica tal que todas sus producciones
son de la forma A — BC 6 A — o con ¢ no terminal.

Ejemplo 80. Sea
G: S — bA|aB
A —bAA|aS|a
B — aBB|bS|b

Poner ésta gramdtica en FNC.

Sol.
(1) Primero quitamos los simbolos inttiles: obtenemos la misma G,
pues no tiene simbolos inttiles.

(2) Quitamos las producciones e: queda, de nuevo, la misma G, pues
G no tiene producciones e.

(3) Quitamos las producciones unitarias: queda la misma G pues G no
tiene producciones unitarias.

(4) Ponemos producciones con cuerpos formados de sélo cadenas de
variables 6 sélo un terminal:

S — C,A|CoB A — CLAA|C,S|b
Cy,—b B — C,BB|C,S|b

C,—a
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Algorithm 5: FNC

Data: GG una GIC

Result: G’ una GIC en FNC tal que L(G’) = L(G) — {¢}
1 begin

2 | Gy « Algoritmo 3.5.1(G) ;
3 | Gy «Algorithmo 3.5.2(G1);
4 (i3 < Eliminar producciones ¢ de Go;
5 G4 < Eliminar producciones unitarias de Gf;
6 Poner P; = @,
7 foreach A — w produccién en G4 do
8 if |{w| =1 then
9 | Afiadir A — wa P
10 end
11 if |w| > 1 then
12 w= X7 ...X, con cada X; terminal 4 no;
13 if X; terminal then
14 Anadir un nuevo simbolo no terminal C'x, y produccién
CXi — Xz d P5
15 end
16 end
17 end
18 Las producciones de P; son de la forma A — By...B, 6 A — o con
Bi,..., B, terminales y ¢ terminal;
19 foreach A — B;...B, conn > 2do
20 reemplazar por
A— BlDl
Dy — ByDso
D,_1— B,D,
21 end
22 Salida: la gramdtica G’ con producciones Ps

23 end

(5) Ponemos producciones binarias para las cadenas de no terminales:
la producciéon A — CpAA se reemplaza por

A — CbDl
D1 — AA
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(nétese que
A= CyDy
= ChAA
)y B — Cy,BB se reemplaza por
B — C,Ds
D, — BB

(nétese que
A= C,D;
C.BB
). La FNC pedida es
S — CyA|C,B
A— CyD1|CoS |a
B — CyD2 | CpS | b
Dy — BB
Dy — AA
C,—b

C,—a

O

Recordemos que los algoritmos 3.5.1 + algoritmo 3.5.2 quitan los indtiles.

Ejemplo 81. Sea G la GIC:
S — AACD
A — aAb|e
C —aCla
D — aDa|bDb|e.

Calcular la FNC de G.
Tarea 19.

(1) Convertir las siguientes GIC a forma normal de Chomsky:
(a)
S — AB|CA
A—a
B — BC|AB
C — aBlb
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S — aAbl|cHB|CH
A — dBH|eeC

B D

C — gFBlah

D —1

F — dcGGG|cF
G — kF

H — Hlm

9. Autdédmatas de Pila

Las gramaticas independientes del contexto corresponden exactamente a cierta
clase de auématas que tienen memoria (pila): autématas finitos de pila.

Definicién 48. Un autémata finito de pila no determinista (APND)
es una 7-upla

M= (Q,%,T,6,s, L, F)
donde
e () es un conjunto finito de estados;
e X es un conjunto finito de simbolos de un alfabeto de entrada;
o I' es un conjunto finito de simbolos de un alfabeto de pila;
AC(Qx (ZU{e}) xT) x (Q xT*) relacion de transicion;

s € Q estado inicial;

e | €T simbolo inicial de pila;

e F' C (Q estados finales o de aceptacion.

Estos autématas se interpretan como mecanismos que tienen un estado ac-
tual y ademds una memoria y su funcidn es leer una cinta que contiene simbolos.
Mds especificamente: ndtese que los elementos de la relacién de transiciéon A
son de la forma

((p,a,A),(q,B1...By)) € A
que se interpreta como que la maquina esta en el estado p leyendo el simbolo
a sobre una cinta de entrada y A estd encima de la pila (memoria):

Tarea 20.

(1) Probar que cada uno de los siguientes lenguajes no son lenguajes
independientes del contexto.
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(a) {a'bc'|i > 1}
(b) {a'bici|j > i}
(c) {a'v/el|i <j <k}
(d) {a’|i es primo}
(e) {we{a,b,c}*|n<m <2n}
(f) {ww|w € {a,b}*}
(2) Obtener un automata a pila que acepte {a™b™ |n > 0}.
(3) Describir los cambios de configuraciones sobre las cadenas abaababb
y abaa realizados por el autémata a pila siguiente (con simbolo
inicial de pila Z ):

a,B/e

b, AJe

a,Z/AZQ/ ¢, 2/7

b, Z/BZ @ @q2
a, AJAA

b, B/BB

sson aceptadas?.
(4) Los mismo que el anterior para las cadenas ¢, abcba, abcab y babbebbab
y el automata a pila

b,b/e
a,afe
— ©2/2 Q ®
Al 92 3
Q A4
a,ZjaZ
a,a/aa
a,b/ab
b, Z/bZ
b,a/ba
b,b/bb
A
c,ala

¢,b/b






Chapter 3

Maquinas de Turing

1. Definicion y termininologia

Definicién 49. Una maquina de Turing es una 7-tupla:
M = (Q7Z7F787B7F76)

donde

e () es un conjunto finito de estados.

> es un alfabeto de entrada.

I es un alfabeto llamado de entrada.

s € @ estado inicial.
I' es alfabeto llamado de cinta, con I' O .
B €T pero B ¢ 3% llamado simbolo blanco.

F C Q estados finales. 6 : Q xI' = Q xI' x {L, R} es una funcion
parcial llamada funcion de transicion

Aclaramos que, en general, una funcién parcial g : A — B es una relacién
de A en B tal que Va € A, g(a) es a lo mas un elemento.

Ejemplo 82. Sea f: R — R, f(z) = 1/x es funcién parcial. Nétese que
f(0) no estd definida.

Ejemplo 83. Sea g: (—1,1), g(z) = log(z) también es una funcion parcial
pues g no estd definida en (—1,0].

Si M es una MT con funciénde transicién 9, entonces

5(q,7) = (p, 7, X)
donde

121
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(1) ¢ es estado actual, v es simbolo de cinta leido

(2) p es estado siguiente, 7 es simbolo escrito en cinta.

(3) X esun movimiento de escritura/lectura de cabeza que puede
ser L (izquierda) 6 R (derecha).

Toda ésta teminologia se debe a que las MT se interpretan como mecanismos
que constan de una cinta infinita hacia la izquierda y hacia la derecha, separada
en celdas que contienen a los simbolos de cinta:

B|\B|B|a|b|b|c|B|B

Tal cinta estd casi llena de simbolos blancos. Sélo una porcién finita entre
simbolos blancos contiene la informacién que interesa.

Las MT cambian sus configuraciones celda por celda, senalando la celda a
modificar con una cabeza de cinta. Por ejemplo;

5(@“? CL) = (Q57 b, R)

indica que si
a|b|b
T estado qq
entonces
bl b|b
%stado qn

Ejemplo 84. Sea M la MT definida por

e Q={q.q}
e ¥ = {a,b}

o I'={a,b,B}
o F'={q}
*s=qp

y transiciones dadas por

0 ‘ a b B
q0 ((107 a, R) ((107 a, R) (qlu Ru L)
q1

Inciamos con configuracién
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al|l b | b | a

T estado qq

y entonces tenemos los siguientes cambios de configuracién

al|lb| bl a al|lb| bl a alal|bp|a
T estado qq T estado qq %stado Qo
alalalalB alal|lalal|B
T estado qq T estado ¢

ala|al|alB

T estado ¢

Notese que se ha insertado B que se sobreentiende siempre aparece a la izquierda
y a la derecha de la palabra escrita en cinta.

Tales cambios de confuguracidén se pueden denotar mds brevemente si se
usa la notacidén torniquete; hay al menos dos variantes

(1)

(90, abba) = (qo, abba)

= (

= (qo, aaba)
= (g0, aaaa)
- (qo, aaaaB)
= (

q1,aaaa)

qoabba - aqbba
F aaqiba
F aaaqia
F aaaaq B

F aaagoa



124 3. Maquinas de Turing

Las MT tambien tienen diagramas de transicién similares a los autématas
de pila. Por ejemplo, el diagrama de transicién de la MT del ejemplo inmediato
anterior es

b/b —

aja —

—»0%@ ¢

% B/B«

Ejemplo 85. Sea M la maquina de Turing definida por el diagrama

b/b —
O

—»0%@ ¢

% B/B«

entonces

aabgiabb F aaqibabb
F aqiababb
F qraababb
F g1 Baababb
F Bgoaababb = goaababb
F g3 Baababb

y entonces la maquina se detiene.

Ejemplo 86. Consideremos la maquina de Turing
B/B/rightarrow
b/b —
ala —

qo /\

—> e 1

NS

aja —
b/b —
B/B «—

aqui el conjunto de estado finales es FF = & y el alfabeto de entrada es
Y ={a,b}.



2. Aceptacion 125

Para cualquier w € ¥* tenemos que
qrabw F agow
F qraw
F agabw
F qrabw
F...

y la MT nunca para (bucle infinito). Se pone

*
qrabw F oo
para indicar que comenzando en la configuracién giabw la maquina nunca
para.

2. Aceptacion

Definicién 50. Sea M = (Q,%,T',s, B, F,d) una MT. El lenguaje acep-
tado por M es

L(M) ={w € X" |swt wipws, con wi,wy € T*,p € F}
Tarea 21.

(1) Construir una mdquina de Turing que analice una cadena de {a, b}
desplazandose por la cinta de izquierda a derecha y que reeemplace
cada b’s por c. La maquina de Turing deberia comenzar con la
cabeza sobre el primer simbolo (el que estd mds a la izquierda) de
la cadena y terminar su cabeza sobre el blanco final (el blanco que
stgue a la a o a la ¢ que esté mds a la derecha en la cadena trans-
formada).

(2) Construir una mdquina de Turing que enumere todos los enteros
binarios, en orden numérico sobre su cinta cuando comience con
(q1,0B). Es decir, la maquina de Turing debe ejecutarse de esta
forma:

* * * *



